
4.2 量子自由电子论（Sommerfeld）

无相互作用体系的基态和激发态
金属里的电子基态和激发态
Fermi统计
电子热容和 Pauli顺磁磁化率
金属电导率

Drude模型在定性方面是正确的，其不足之处在于没有考虑量子
效应。1927年，Sommerfeld应用新发明的 Fermi-Dirac统计重新
建立了自由电子论，考虑了量子全同性，从而正确地解释了金属
的大多数性质，使自由电子论成为解释金属物理性质的一个方便
而直观的模型。这个结果标志这现代固体理论的诞生。



现代固体理论的诞生

电子自由运动，由能量均分原理，每个电子平均热运动能量
3𝑘𝐵𝑇/2，摩尔电子热容应该为 3𝑁𝐴𝑘𝐵/2 = 3𝑅/2。但实验上
发现在室温附近，电子对热容的贡献几乎可以忽略。
+量子效应导致自由度冻结，只有少数电子对电子又贡献。
这个量子效应的什么？

1925年，Pauli提出电子自旋概念以及 Pauli不相容原理，用
以解释原子的电子结构以及光谱现象。
+依照 Boltzmann统计，顺磁磁化率 𝜒 ∝ 1/𝑇，
但实验上发现 𝜒和温度无关。

1924-25 年 Bose 提出光子是全同粒子，从理论上推导出了
Planck的黑体辐射方程。Einstein把 Bose统计用于原子体系，
发现在低温下会发生 Bose-Einstein凝聚，𝑇 → 0时气体的热
容趋于零。
1926年，受 Bose-Einstein工作的启发，Fermi和 Dirac独立
提出了存在另外一种全同粒子，这种粒子满足 Pauli不相容
原理，他们发现这种粒子遵循 Fermi-Dirac统计。



现代固体理论的诞生

1926年底，Pauli提议电子满足 Fermi统计，利用 Fermi统计
得到自由电子气的顺磁磁化率，发现低温下 𝜒和温度无关。
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遵循 Fermi 统计的粒子，只有能量在化学势附
近 𝑘𝐵𝑇 范围内的粒子对磁化率才有贡献，因此低温
下磁化率 𝜒(∝ 𝑘𝐵𝑇) × 𝜒𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧𝑚𝑎𝑛𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
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这个工作标志了现代固体理论的诞生，Pauli后来自
吹说：“I don’t like this solid state physics · · · though I
initiated it.”

1927年，Sommerfeld意识到可以利用 Fermi统计解决 Drude
模型面对的许多困难，尤其是电子热容问题。他建议 Pauli继
续这个工作。Pauli拒绝后，他亲自操刀上马。

解释了电子热容问题
获得了正确的 Lorenz数
· · ·

�
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Fowler最早计算了强简并电子气
在恒星中的作用，没有将之推广
到金属中



Sommerfeld半经典的自由电子论
“Zur Elektronentheorie der Metalle auf Grund der Fermischen Statis-
tik”, Sommerfeld, Zeitschrift für Physik 47, 1 (1928).

保持 Drude自由电子假设
电子处在势阱里
把离子实的势能抹平，离子实对电子不起作用：Jellium model
忽略电子之间的相互作用

单个电子运动服从量子力学规律，具有确定的量子数和能
量，但除此之外波动性不起作用
多个电子时，需要考虑 Pauli不相容原理，用 Fermi-Dirac统
计取代Maxwell-Boltzmann统计

Sommerfeld理论正确地解释了金属的很多性质，使自由电子论成
为解释金属物理性质的一个方便而直观的模型。虽然以后能带论
以更加严格的数学处理得到了更加完美的理论结果，但在很多情
形下，我们仍然乐于方便地使用自由电子论来讨论金属问题。



一、无相互作用体系的基态和激发态

𝑁 个粒子组成的体系，波函数 |Ψ(𝒓1, 𝒓2, · · · , 𝒓𝑁 , 𝑡)⟩，
物理量 �̄� (Ψ) = ⟨Ψ|�̂� (𝒓1, · · · , 𝒓𝑁 ) |Ψ⟩ = ⟨Ψ|∑𝑖 �̂� (𝒓𝑖) |Ψ⟩。
统计平均：处于 |Ψ⟩的几率为 𝑃(Ψ)，
物理量 �̄� =

∑
Ψ 𝑃(Ψ)�̄� (Ψ) = ∑

Ψ 𝑃(Ψ)⟨Ψ|�̂� |Ψ⟩。
热力学平衡态：
如果 |Ψ𝑠⟩是系统能量为 𝐸𝑠 ，粒子数为 𝑁𝑠 的本征态
+ 𝑃𝑠 = 𝑃( |Ψ𝑠⟩) = 1

Ξ𝑒
−(𝐸𝑠−𝜇𝑁𝑠 )/𝑘𝐵𝑇。

系统里的粒子之间没有相互作用：
系统 Hamiltonian Ĥ =

∑
𝑖 ℎ̂( �̂�𝑖 , �̂�𝑖)

系统本征态

Ĥ |Ψ𝑠⟩ = 𝐸𝑠 |Ψ𝑠⟩

分离变量：系统的本征问题可以化为单粒子本征问题



单粒子态和多粒子态（系统态）

单粒子本征问题：ℎ̂|𝜓𝑛⟩ = 𝜀𝑛 |𝜓𝑛⟩
非全同粒子系统波函数 |Ψ𝑠⟩ = |𝜓𝑛1 (1)𝜓𝑛2 (2)𝜓𝑛3 (3) · · · ⟩

Ψ𝑠 (𝒓1, 𝒓2, 𝒓3, · · · ) = 𝜓𝑛1 (𝒓1)𝜓𝑛2 (𝒓2)𝜓𝑛3 (𝒓3) · · ·

全同波色子：|Ψ𝑠⟩ = 𝐴
∑

𝑃 𝑃 |𝜓𝑛1 (1)𝜓𝑛2 (2)𝜓𝑛3 (3) · · · ⟩
�� ��P：交换算符

Ψ𝑠 (𝒓1, 𝒓2, 𝒓3, · · · ) = 𝐴[𝜓𝑛1 (𝒓1)𝜓𝑛2 (𝒓2)𝜓𝑛3 (𝒓3) · · ·
+ 𝜓𝑛2 (𝒓1)𝜓𝑛1 (𝒓2)𝜓𝑛3 (𝒓3) · · ·
+ 𝜓𝑛3 (𝒓1)𝜓𝑛1 (𝒓2)𝜓𝑛2 (𝒓3) · · · + · · · ]

全同费米子：|Ψ𝑠⟩ = 𝐴
∑

𝑃 (−)𝑃𝑃 |𝜓𝑛1 (𝒓1)𝜓𝑛2 (𝒓2) · · · ⟩

Ψ𝑠 (𝒓1, 𝒓2, 𝒓3, · · · ) = 𝐴[𝜓𝑛1 (𝒓1)𝜓𝑛2 (𝒓2)𝜓𝑛3 (𝒓3) · · ·
�� ��Slate行列式

− 𝜓𝑛2 (𝒓1)𝜓𝑛1 (𝒓2)𝜓𝑛3 (𝒓3) · · ·
+ 𝜓𝑛3 (𝒓1)𝜓𝑛1 (𝒓2)𝜓𝑛2 (𝒓3) · · · + · · · ]

+ 本征能量：𝐸𝑠 = 𝜀𝑛1 + 𝜀𝑛2 + · · ·



单粒子态和多粒子态的例子
两个粒子 1, 2，处于两个单粒子基态 |𝜓1⟩, |𝜓2⟩，

非全同粒子

|Ψ1⟩ = |𝜓1(1)𝜓2(2)⟩ ⇒ Ψ1(𝒓1, 𝒓2) = 𝜓1(𝒓1)𝜓2(𝒓2)
|Ψ2⟩ = |𝜓2(1)𝜓1(2)⟩ ⇒ Ψ2(𝒓1, 𝒓2) = 𝜓2(𝒓1)𝜓1(𝒓2)

+ |𝜓1⟩ = |𝜓2⟩时有一个系统态（多粒子态）
+ |𝜓1⟩ ≠ |𝜓2⟩时有两个不同的系统态



单粒子态和多粒子态的例子
两个粒子 1, 2，处于两个单粒子基态 |𝜓1⟩, |𝜓2⟩，

全同 Boson

|Ψ1⟩ =
1
√

2
[|𝜓1(1)𝜓2(2)⟩ + 𝜓2(1)𝜓1(2)⟩]

Ψ1(𝒓1, 𝒓2) =
1
√

2
[𝜓1(𝒓1)𝜓2(𝒓2) + 𝜓2(𝒓1)𝜓1(𝒓2)]

+ 不管 𝜓1是不是和 𝜓2 相等，都只有一个系统态

全同 Fermion

|Ψ1⟩ =
1
√

2
[|𝜓1(1)𝜓2(2)⟩ − 𝜓2(1)𝜓1(2)⟩]

Ψ1(𝒓1, 𝒓2) =
1
√

2
[𝜓1(𝒓1)𝜓2(𝒓2) − 𝜓2(𝒓1)𝜓1(𝒓2)]

+ 𝜓1 = 𝜓2时，|Ψ1⟩ = 0，没有这种系统态⇒ Pauli不相容原理
+ 𝜓1 ≠ 𝜓2时，有一个系统态



单粒子态和多粒子态的例子
两个粒子 1, 2，每个粒子可以处于两个不同单粒子基态 |𝜓1⟩, |𝜓2⟩，
相应单粒子态能量分别为 𝜀1, 𝜀2

非全同粒子所有可能的系统态和系统能量
|Ψ1⟩ = |𝜓1 (1)𝜓1 (2)⟩，𝐸1 = 2𝜀1
|Ψ2⟩ = |𝜓1 (1)𝜓2 (2)⟩，𝐸2 = 𝜀1 + 𝜀2
|Ψ3⟩ = |𝜓2 (1)𝜓1 (2)⟩，𝐸3 = 𝜀1 + 𝜀2
|Ψ4⟩ = |𝜓2 (1)𝜓2 (2)⟩，𝐸4 = 2𝜀2

全同 Boson所有可能系统态和系统能量
|Ψ1⟩ = |𝜓1 (1)𝜓1 (2)⟩，𝐸1 = 2𝜀1
|Ψ2⟩ = 1√

2
|𝜓1 (1)𝜓2 (2)⟩ + |𝜓2 (1)𝜓1 (2)⟩，𝐸2 = 𝜀1 + 𝜀2

|Ψ3⟩ = |𝜓2 (1)𝜓2 (2)⟩，𝐸3 = 2𝜀2

全同 Fermion所有可能系统态和系统能量
|Ψ1⟩ = 1√

2
|𝜓1 (1)𝜓2 (2)⟩ − |𝜓2 (1)𝜓1 (2)⟩，𝐸1 = 𝜀1 + 𝜀2



不同统计的比较
+ 不同统计唯一不同之处在于系统态的不同，其它处理方法都
一样。以上面例子为例。
非全同粒子（𝛽 = 1/𝑘𝐵𝑇）

𝑝(2𝜀1) =
𝑒−2𝛽𝜖1

𝑒−2𝛽𝜖1 + 2𝑒−𝛽 (𝜀1+𝜀2 ) + 𝑒−2𝛽𝜀2

𝑝(𝜀1 + 𝜀2) =
2𝑒−𝛽 (𝜖1+𝜀2 )

𝑒−2𝛽𝜖1 + 2𝑒−𝛽 (𝜀1+𝜀2 ) + 𝑒−2𝛽𝜀2

全同 Boson

𝑝(2𝜀1) =
𝑒−2𝛽𝜖1

𝑒−2𝛽𝜖1 + 𝑒−𝛽 (𝜀1+𝜀2 ) + 𝑒−2𝛽𝜀2

𝑝(𝜀1 + 𝜀2) =
𝑒−𝛽 (𝜖1+𝜀2 )

𝑒−2𝛽𝜖1 + 𝑒−𝛽 (𝜀1+𝜀2 ) + 𝑒−2𝛽𝜀2

全同 Fermion

𝑝(2𝜀1) = 0
𝑝(𝜀1 + 𝜀2) = 1



物理量的计算：分布函数

�̄� =
∑
𝑠

𝑃(𝑠)⟨Ψ𝑠 |
∑
𝑖

�̂� (𝒓𝑖) |Ψ𝑠⟩

=
∑
𝑠

𝑃(𝑠)
∑
𝑖𝑛𝑖

⟨𝜓𝑖𝑛𝑖 (𝒓𝑖) |�̂� (𝒓𝑖) |𝜓𝑛𝑖 (𝒓𝑖)⟩

=
∑
𝑠

𝑃(𝑠)
∑
𝑛

∑
{𝑖 |𝑛𝑖=𝑛}

⟨𝜓𝑛 (𝒓) |�̂� (𝒓) |𝜓𝑛⟩

=
∑
𝑠

𝑃(𝑠)
∑
𝑛

𝑓𝑛⟨𝜓𝑛 (𝒓) |�̂� (𝒓) |𝜓𝑛⟩

=
∑
𝑛

(∑
𝑠

𝑃𝑠 𝑓𝑛

)
⟨𝜓𝑛 (𝒓) |�̂� (𝒓) |𝜓𝑛⟩ =

∑
𝑛

𝑓𝑛𝑂𝑛

𝑓𝑛：（单粒子）分布函数，|𝜓𝑛⟩态上的（平均）粒子占据数；
∝ |𝜓𝑛⟩被占据的几率。

𝑓𝑛 =
1

𝑒 (𝜀𝑛−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 𝛼
𝛼 = 0, +1,−1：非全同粒子，Fermion，Boson



二、金属里的电子
单电子Hamiltonian

ℎ̂ =
𝒑2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

= −ℏ
2∇2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

其中，𝑉 (𝒓)为电子在金属中的势能，为本征能量，采用自由、独立
电子近似，忽略电子–离子实以及电子–电子相互作用，最简单的近
似是在金属内外 𝑉 (𝒓)可取为不同常数（Richardson模型）。

在金属内部 𝑉 (𝒓)是常数，其可能的解为平面波：

𝜑𝒌 =
1
√
𝑉
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓，

其中 𝑉 是金属体积，波矢 𝒌 是标记波函数的量子数，它的方向为平
面波的传播方向。取 𝑉 (𝒓) = 0，将波函数代入本征方程后，得到的
电子相应能量为：𝜀(𝒌) = ℏ2𝒌2/(2𝑚)。



单粒子本征态

𝜑𝒌 (𝒓) =
1
√
𝑉
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 𝜀(𝒌) = ℏ2𝒌2

2𝑚

𝜑𝒌 　同时也是动量算符 𝒑 = −𝑖ℏ∇𝒓 的本征态，

𝒑𝜑𝒌 = −𝑖ℏ∇𝒓
1
√
𝑉
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 = ℏ𝒌𝜑𝒌，

因此状态为 𝜑𝒌 具有确定的动量 𝒑 = ℏ𝒌。
相应的速度是 𝒗 = 𝒑/𝑚 = ℏ𝒌/𝑚，
能量可以表示为 𝜀(𝒌) = 𝑚𝒗2/2。
𝜑𝒌 是一个行进波，描述一个在空间中以速度 𝒗 = ℏ𝒌/𝑚匀速运动的
电子。



边界条件

𝜑𝒌 (𝒓) =
1
√
𝑉
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓

𝜀(𝒌) = ℏ2𝒌2

2𝑚

由于表面的反射，金属中电子的本征态不是行进的平面波，而是这
些平面波的叠加，ℏ𝒌 可能取值也由边界决定。

在体积很大时，一般情况下，金属表面对物理性质的贡献可以忽略
不计。因此选择不同边界条件，最终得到的结果不会有区别。选取
的边界条件既要反映出电子是在有限体积中运动的特点，又要在数
学上便于操作，前面说的周期性边界条件（Born-Karman边界条件）
是人们通常采用的最适合的方法。

周期性边界条件的优点是保持了晶格平移不变，从而最大程度地保
持材料中的粒子和自由空间中的粒子的相似性。



金属里电子的单粒子态
假设金属是一个 𝐿𝑥 × 𝐿𝑦 × 𝐿𝑧 的长方体，周期性边界条件

𝜑𝒌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1
√
𝑉
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 =

1
√
𝑉
𝑒𝑖 (𝑘𝑥 𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧 𝑧)

= 𝜑𝒌 (𝑥 + 𝐿𝑥 , 𝑦, 𝑧) = 𝜑𝒌 (𝑥, 𝑦 + 𝐿𝑦 , 𝑧) = 𝜑𝒌 (𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝐿𝑧)

+ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿𝑥 = 𝑒𝑖𝑘𝑦𝐿𝑦 = 𝑒𝑖𝑘𝑧𝐿𝑧 = 1

由此导致波矢 𝒌 取值的量子化，可以给出：

𝑘𝑥 = 2𝜋
𝐿𝑥
𝑛𝑥，𝑘𝑦 = 2𝜋

𝐿𝑦
𝑛𝑦，𝑘𝑧 = 2𝜋

𝐿𝑧
𝑛𝑧，𝑛𝑥 , 𝑛𝑦 , 𝑛𝑧 为整数。

相应的单电子能量也是量子化的：

𝜀(𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧) = ℏ2

2𝑚

[(
2𝜋𝑛𝑥
𝐿𝑥

)2
+
(

2𝜋𝑛𝑦
𝐿𝑦

)2
+
(

2𝜋𝑛𝑧
𝐿𝑧

)2]
+ 允许的波矢和声子／格波相同



单电子态密度
我们把波矢看作是空
间矢量，相应的空间
称为 k-空间，k-空间
中许可的取值用分立
点表示，这些点在 k-
空间里均匀分布，每
个点在 k-空间占据的
体积相等，为

Δ𝒌 = Δ𝑘𝑥 · Δ𝑘𝑦 · Δ𝑘𝑧

=
2𝜋
𝐿𝑥

· 2𝜋
𝐿𝑦

· 2𝜋
𝐿𝑧

=
(2𝜋)3

𝑉
。

k-空间单位体积内许可态的数目，即 k-空间态密度为常数：

𝜌(𝒌) = 1
Δ𝒌

=
𝑉

(2𝜋)3。



单电子态密度
尽管允许的态是离散的点，但是每个 𝒌 占据的体积很小，这些
𝒌 在 k-空间分布非常稠密，因此很多时候可以把它们近似看成是
连续的。这样 k-空间里体积为 ΔΩ的体积元里允许的态就近似为
ΔΩ𝜌(𝒌)，和这个体积元形状无关。

在求各个宏观物理量的时候，我们经常要对 𝒌 求和。但是在数学
上对离散点的求和比较麻烦，我们可以利用 𝒌 很稠密这个特点，
把光滑函数 𝑂 (𝒌) 对 𝒌 的求和用积分近似，∑

𝒌 ,𝑠

𝑂 (𝒌) = 𝑁𝑠

ˆ
𝑑3𝒌

Δ𝒌
𝑂 (𝒌) = 𝑁𝑠

ˆ
𝑑3𝒌 𝜌(𝒌)𝑂 (𝒌)

= 𝑁𝑠𝑉

ˆ
𝑑3𝒌

(2𝜋)3𝑂 (𝒌)，

其中 𝑠　是电子的其他自由度指标，只考虑自旋的时候，𝑠 =↑, ↓，
𝑁𝑠 = 2。



单电子态密度
很多时候，𝑂 (𝒌) 只是能量的函数 𝑂 (𝒌) = 𝑂 (𝜀(𝒌))，这时候我们
可以引入单粒子态密度 𝑔(𝜀) 来进一步简化计算：∑

𝒌 ,𝑠

𝑂 (𝜀(𝒌)) =
∑
𝒌 ,𝑠

ˆ
𝑑𝜀 𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌))𝑂 (𝜀(𝒌))

=
ˆ
𝑑𝜀 𝑂 (𝜀)

∑
𝒌 ,𝑠

𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌)) =
ˆ
𝑑𝜀 𝑂 (𝜀)𝑔(𝜀)。

+ 𝑔(𝜀)Δ𝜀是能量处于 𝜀—𝜀 + Δ𝜀之间的单粒子态数目。

𝑔(𝜀) =
∑
𝒌 ,𝑠

𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌)) = 𝑁𝑠𝑉

ˆ
𝑑3𝒌

(2𝜋)3 𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌))

𝑔(𝜀)Δ𝜀 =
ˆ 𝜀+Δ𝜀

𝜀
𝑑𝜀′ 𝑔(𝜀′) = 𝑁𝑠

∑
{𝒌 | 𝜀<𝜀 (𝒌 )<𝜀+Δ𝜀}

1

：𝑔(𝜀) = ∑
𝒌 ,𝑠 𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌))



单电子态密度
态密度计算方法一：直接计算 𝛿函数积分，

𝑔(𝜀) = 2𝑉
ˆ

𝑑3𝒌

(2𝜋)3 𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌)) =
2𝑉

(2𝜋)3

‹
𝜀 (𝒌 )=𝜀

𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌))𝑑𝑆𝒌𝑑𝑘⊥

=
2𝑉

(2𝜋)3

‹
𝜀 (𝒌 )=𝜀

𝑑𝑆𝒌
|∇𝒌𝜀(𝒌) |

由于自由电子能量 𝜀(𝒌) = ℏ2(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦 + 𝑘2
𝑧)/(2𝑚)，因此在 k-空间

中，自由电子的等能面是球面，半径为 𝑘 =
√

2𝑚𝜀/ℏ。

𝑔(𝜀) = 2𝑉
(2𝜋)3

‹
𝜀 (𝒌 )=𝜀

𝑑𝑆𝒌
|∇𝒌𝜀(𝒌) |

=
2𝑉

(2𝜋)3
4𝜋𝑘2

ℏ2𝑘/𝑚

���
𝑘=

√
2𝑚𝜀/ℏ

=
2𝑉

(2𝜋)3
4𝑚𝜋
ℏ2

√
2𝑚𝜀
ℏ

=
𝑉

2𝜋2

(2𝑚
ℏ2

)3/2√
𝜀

：𝑔(𝜀) = ∑
𝒌 ,𝑠 𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌))



单电子态密度
态密度计算方法二：通过计算等能面 𝜀之内的态数计算

𝑍 (𝜀) = 𝑁𝑠 · 𝜌(𝒌) ·
4𝜋𝑘3

3
= 2

𝑉

(2𝜋)3
4𝜋
3

(2𝑚
ℏ2

)3/2
𝜀

3
2 =

𝑉

3𝜋2

(2𝑚
ℏ2

)3/2
𝜀3/2

𝑔(𝜀) = 𝑑 𝑍 (𝜀)
𝑑𝜀

=
𝑉

2𝜋2

(2𝑚
ℏ2

)3/2√
𝜀

：𝑔(𝜀) = ∑
𝒌 ,𝑠 𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌))

不同的方法计算出来的结果
是完全一样的。

+在凝聚态里，我们关系的往
往是密度等强度量，因此经常
令 𝑉 = 1，这样得到的是单位
体积里的态密度。



系统的基态
电子是全同 Fermion，从量子力学中
我们知道没有相互作用的电子体系
的本征态波函数是被占据的单粒子
态的 Slater行列式。因此一旦知道了
每个单粒子态的占据情况，我们就
可以写出这种情况下的体系波函数。

在一个系统中，不能有两个电子占
据相同的单粒子态，否则系统的波
函数为零。这就是 Pauli不相容原理。
利用这个原理，我们可以确定系统
处于基态时每个单粒子态的占据情
况，从而确定独立（无相互作用）电
子体系的基态。



系统的基态
基态是能量最低的状态。所以最好
电子都填在能量最低的单粒子态上。
但是由于 Pauli不相容原理，这是不
可能的。如能量低的单粒子态已经
有填有电子，其他电子就必须填在
能量较高的态上。所以，在 k-空间
中，系统处于基态时，电子从能量最
低点开始，由低能量到高能量逐层
向外填充，一直到所有电子都填完
为止。由于等能面为球面，所以，在
k-空间中，电子填充的部分为球体，
称为 Fermi球（Fermi sphere）。

因此，体系的基态是一个 Fermi球，
其表面是一个等能面，称为 Fermi
面，对应的能量是 Fermi能。Fermi
面是占据态和非占据态的边界。



系统的低能激发态
系统的低能激发态：Fermi面下的占
据态激发到 Fermi面以上的空态。

因此我们可以看到，由于 Pauli不相
容原理，系统的基态和低能激发态
并不反映单粒子的基态和低能激发
态，而是反映 Fermi面以及 Fermi面
附近的态的性质。

从 𝑘 空间看，这种激发相当于有
一个电子从 Fermi 球里跳到球外，
在 Fermi 球里留下一个空洞。因此
这种激发又被成为粒子—空穴激发
（particle-hole exication）。

这里的“空穴”指的是 Fermi球里缺
少一个电子，和能带论里的“空穴”
概念稍有差别。



系统的低能激发态
低激发态能量：

Δ𝐸 = 𝐸𝑒𝑥 − 𝐸𝑔

= 𝐸𝑔 + 𝜀2
�� ��> 𝜀𝐹 − 𝜀1

�� ��< 𝜀𝐹 − 𝐸𝑔

= 𝜀2 − 𝜀𝐹 + (𝜀𝐹 − 𝜀1)
= 𝜀𝑝

�� ��> 0 + 𝜀ℎ
�� ��> 0

系统激发态能量可以表示为粒子型
激发的能量和空穴型激发的能量之
和。处于低能激发态时，𝜀𝑝 和 𝜀ℎ都
很小，也就是说 𝜀1 和 𝜀2 都很接近
𝜀𝐹。
在低温时，远离 Fermi面的那些单粒
子态，不管是高能还是低能态，其自
由度都被冻结，不会被激发。低温下，
只有能量在 Fermi面附近的 𝑘𝐵𝑇 范
围内的态对热力学性质有贡献。



Fermi面
因此，Fermi面在固体（尤其是金属）中扮演了非常重要的角色。
我们可以给出一系列的和 Fermi面相关的物理量的定义：

Fermi能 𝜀𝐹

Fermi温度 𝑇𝐹，𝑘𝐵𝑇𝐹 = 𝜀𝐹
Fermi动量 𝑝𝐹，𝜀𝐹 = 𝑝2

𝐹/2𝑚，𝑝𝐹 =
√

2𝑚𝜀𝐹
Fermi波矢 𝑘𝐹：𝑘𝐹 = 𝑝𝐹/ℏ =

√
2𝑚𝜀𝐹/ℏ

Fermi速度 𝑣𝐹：𝑣𝐹 = 𝑝𝐹/𝑚 = ℏ𝑘𝐹/𝑚



Fermi面
Fermi能的计算：

𝑁
�� ��总电子数 = 2

�� ��自旋因子 ×
4𝜋𝑘3

𝐹

3

�� ��k空间中 Fermi球体积

× 𝑉

(2𝜋)3

�� ��k空间中 𝒌 的密度

𝑛
�� ��电子密度 =

𝑁

𝑉
=
𝑘3
𝐹

3𝜋2 =
1

3𝜋2

(2𝑚𝜀𝐹
ℏ2

)3/2

𝑘𝐹 = (3𝜋2𝑛) 1
3

𝜀𝐹 =
ℏ2𝑘2

𝐹

2𝑚
=

ℏ2

2𝑚
(3𝜋2𝑛) 2

3

𝑔(𝜀𝐹) =
𝑉

2𝜋2

(2𝑚
ℏ2

)3/2√
𝜀𝐹 =

3
2
𝑁

𝜀𝐹



Fermi面
Fermi面参量和Wigner-Seitz半径 𝑟𝑠 的关系

𝑣 =
𝑉

𝑁
=

1
𝑛
=

4𝜋
3
𝑟3
𝑠 + 𝑟𝑠 =

( 3
4𝜋𝑛

)1/3

𝑟𝑠 代表电子之间的平均距离，反映了电子在晶体中可以占据
的平均空间大小。通常以 Bohr 半径 𝑎0 = 0.529 Å 为单位。金
属 𝑟𝑠/𝑎0在 2-6之间。

𝑘𝐹 =
(9𝜋

4

)1/3 1
𝑟𝑠

=
3.63
𝑟𝑠/𝑎0

Å−1
𝑣𝐹 =

ℏ𝑘𝐹
𝑚

=
4.20
𝑟𝑠/𝑎0

× 106 m/s

𝜀𝐹 =
ℏ2𝑘2

𝐹

2𝑚
=

50.19
(𝑟𝑠/𝑎0)2 eV 𝑇𝐹 =

𝜀𝐹
𝑘𝐵

=
58.26

(𝑟𝑎/𝑎0)2 × 104 K

𝑘𝐹 = (3𝜋2𝑛) 1
3



Fermi面

Kittel, p139



Fermi面
系统的基态能量：

𝑈 =
ˆ 𝜀𝐹

0
𝜀𝑔(𝜀) 𝑑𝜀 =

𝑉

2𝜋2

(2𝑚
ℏ2

)3/2 ˆ 𝜀𝐹

0
𝜀3/2𝑑𝜀 =

𝑉

5𝜋2

(2𝑚
ℏ2

)3/2
𝜀5/2
𝐹

𝑢 =
𝑈

𝑉
=

3
5
𝑛𝜀𝐹 + 𝑢0 =

𝑈

𝑁
=

3
5
𝜀𝐹

显然，即使在绝对零度，电子仍有相当大的平均能量（平均动能），
这与经典（非全同）粒子以及全同 Boson的结果是截然不同的。
根据经典理论，电子的平均动能为：3𝑘𝐵𝑇/2，当温度 𝑇 → 0 K
时，应为零。而根据量子理论，电子分布必须服从泡利原理，即
使在绝对零度也不可能所有电子都处于最低能量状态，计算表
明，0K时电子仍有惊人的平均速度，𝑣 ∼ 106m/s。

电子简并压：

𝑃 =
(𝜕𝑈
𝜕𝑉

)
𝑁
=

2𝑈
3𝑉

=
2
3
𝑢 ∝ 𝑛5/3 𝜅𝑇 = − 1

𝑉

(𝜕𝑉
𝜕𝑝

)
𝑇𝑁

=
1
𝑛

( 𝜕𝑛
𝜕𝑝

)
𝑇

简并压对金属的压缩系数或者体模量有重要贡献。

𝑘𝐹 = (3𝜋2𝑛) 1
3



三、Fermi统计
温度为 𝑇 的热力学平衡态下，单粒子分布函数只和能量有关
𝑓 (𝒌) = 𝑓 [𝜀(𝒌)]。
对于非全同的粒子，满足Maxwell-Boltzmann分布
𝑓 (𝜀) = 𝑒−

𝜀−𝜇
𝑘𝐵𝑇

全同的 Fermion（自旋为半整数的粒子，如电子、质子、中
子等），满足 Fermi-Dirac分布
𝑓 (𝜀) = 1

𝑒
𝜀−𝜇
𝑘𝐵𝑇 + 1

全同的 Boson（自旋为整数的粒子，如光子、声子等），满足
Bose-Einstein分布
𝑓 (𝜀) = 1

𝑒
𝜀−𝜇
𝑘𝐵𝑇 − 1

其中 𝜇为化学势。在高温区，𝜇 ≪ 0，这三种分布区别不大，都
近似为 Boltzmann分布。但是在低温，这三者有很大的区别。



Fermi统计
在 𝑇 = 0 K时，系统的热平衡态就是基态，我们可以从单粒子分
布函数角度来理解这个基态：能量低于 Fermi能的所有单粒子态
都被占据，其分布函数为一。能量高于 Fermi能的态都没有被占
据，分布函数为零。

： 𝑓 (𝜀) = {exp[(𝜀 − 𝜇)/(𝑘𝐵𝑇)] + 1}−1

从 Fermi分布，𝑇 = 0时，

𝑓 (𝜀) = Θ(𝜇 − 𝜀) =


1 𝜀 < 𝜇

0 𝜀 > 𝜇
。

+ 𝑇 = 0 K时的化学势 𝜇就是 Fermi能 𝜀𝐹。

+ 𝑇 ≠ 0 K时，当 𝜀 = 𝜇时， 𝑓 (𝜇) = 0.5，代表填充几率为 1/2的态
的能量。



Fermi能 𝜀𝐹 和零温时的化学势 𝜇(𝑇 = 0)
+ 𝜇(𝑇 = 0, 𝑁,𝑉) = 𝜇(𝑇 = 0, 𝑛 = 𝑁/𝑉) = 𝜀𝐹 (𝑛)

𝑑𝐹 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉 + 𝜇𝑑𝑁 Δ𝑇=0,Δ𝑉=0
==========⇒ Δ𝐹 = 𝜇Δ𝑁

𝜇(𝑇, 𝑁,𝑉) = 𝐹 (𝑇, 𝑁 + 1, 𝑉) − 𝐹 (𝑇, 𝑁,𝑉)
= [𝑈 (𝑇, 𝑁 + 1, 𝑉) − 𝑇𝑆(𝑇, 𝑁 + 1, 𝑉)] − [𝑈 (𝑇, 𝑁,𝑉) − 𝑇𝑆(𝑇, 𝑁,𝑉)]
𝑇=0
====⇒ 𝑈 (𝑇, 𝑁 + 1, 𝑉) −𝑈 (𝑇, 𝑁,𝑉) = 𝜀𝐹

+ 𝑇 = 0时，化学势 𝜇为增加一个粒子后系统能量的增加。从
Pauli不相容原理，新增加的粒子能量只能是 𝜀𝐹。



Fermi统计 ： 𝑓 (𝜀) = {exp[(𝜀 − 𝜇)/(𝑘𝐵𝑇)] + 1}−1

𝑓 (𝜀) ≃ 𝑒−(𝜀−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 𝜀 − 𝜇 ≫ 𝑘𝐵𝑇

𝑓ℎ = 1 − 𝑓 (𝜀) = 1 − 1
𝑒 (𝜀−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 1

=
𝑒 (𝜀−𝜇)/𝑘𝐵𝑇

𝑒 (𝜀−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 1
=

1
𝑒 (𝜇−𝜀)/𝑘𝐵𝑇 + 1

≃ 𝑒−(𝜇−𝜀)/𝑘𝐵𝑇 𝜇 − 𝜀 ≫ 𝑘𝐵𝑇

+ 当 𝜀−𝜇 >几个 𝑘𝐵𝑇 时，电子分布函数接近于经典的 Boltzmann
分布。且 𝑓 (𝜀)随 𝜀的增大而迅速趋于零。这表明，𝜀 − 𝜇 >几
个 𝑘𝐵𝑇 的能态是没有电子占据的空态。

+ 当 𝜇 − 𝜀 >几个 𝑘𝐵𝑇 时，电子分布函数接近一，这些态基本上
是满态。“空穴”分布函数接近于经典的 Boltzmann分布。

+ 激发出来的“粒子”和“空穴”分布函数从化学势算起是对称。
+ 能量高于 𝑘𝐵𝑇 的“粒子”和“空穴”激发数目都很少。



强简并 Fermi气体
低温（𝑇 ≪ 𝑇𝐹或 𝑘𝐵𝑇 ≪ 𝜇）时，Fermi分布函数和经典的Boltzmann
统计差别很大，这种情况我们称为强简并。这里的“简并”指的
是量子全同性重要与否，不是不同量子态能量相同的简并。强简
并时，只有费米面附近的态参与激发，其它态都被冻结。

而对于半导体，𝑛 ∼ 1017 cm−3，𝑇𝐹 ∼ 102 K。当室温附近时，
其分布已经很接近于经典分布了。
金属而言，其熔点均低于 𝑇𝐹，因此，在正常情况下，𝑇 ≪ 𝑇𝐹
总是满足的。所以，我们将金属自由电子气称为强简并的费
米气体。

+ 强简并 Fermi气体可以看成时 Fermi球背景加上少量的“粒
子”和“空穴”激发。在计算强简并情况时，可以利用这个
特点来计算 ⇒ Sommerfeld展开



Sommerfeld展开
温度 𝑇 > 0 K时的 Fermi气体物理量计算比较复杂，但在低温下
可以分别计算 Fermi球背景和“粒子－空穴”激发的贡献。数学
上利用 𝑓 (𝜀) 和零温的 𝑓 (𝜀) = Θ(𝜇 − 𝜀) 很接近这个特点，把结果
按照温度展开。在计算任意光滑函数 𝐼 (𝜀) 的积分时

𝐼 =
ˆ ∞

0
𝐼 (𝜀) 𝑓 (𝜀)𝑑𝜀 =

ˆ ∞

0
𝐼 (𝜀) [ 𝑓 (𝜀) − Θ(𝜀 − 𝜇) + Θ(𝜀 − 𝜇)]𝑑𝜀

=
ˆ 𝜇

0
𝐼 (𝜀)𝑑𝜀 +

ˆ ∞

𝜇
𝐼 (𝜀) 𝑓 (𝜀)

�� ��粒子型 −
ˆ 𝜇

0
𝐼 (𝜀) [1 − 𝑓 (𝜀)]𝑑𝜀

�� ��空穴型

= 𝐼0 +
ˆ ∞

𝜇

𝐼 (𝜀)
𝑒 (𝜀−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 1

𝑑𝜀 −
ˆ 𝜇

0

𝐼 (𝜀)
𝑒 (𝜇−𝜀)/𝑘𝐵𝑇 + 1

𝑑𝜀

= 𝐼0 +
ˆ ∞

0

𝐼 (𝜇 + 𝜀) − 𝐼 (𝜇 − 𝜀)
𝑒𝜀/𝑘𝐵𝑇 + 1

𝑑𝜀 +
ˆ ∞

𝜇

𝐼 (𝜇 − 𝜀)
𝑒𝜀/𝑘𝐵𝑇 + 1

�� ��∼ 𝑒−𝜇/𝑘𝐵𝑇 ∼ 0

= 𝐼0 + 2𝐼 ′(𝜇)
ˆ ∞

0

𝜀

𝑒𝜀/𝑘𝐵𝑇 + 1
𝑑𝜀 + 2

𝐼 (3) (𝜇)
3!

ˆ ∞

0

𝜀3

𝑒𝜀/𝑘𝐵𝑇 + 1
𝑑𝜀 + · · ·

= 𝐼0 + 2𝐼 ′(𝑘𝐵𝑇)2
ˆ ∞

0

𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 + 2

𝐼 (3) (𝑘𝐵𝑇)4

3!

ˆ ∞

0

𝑥3

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 + · · ·



积分计算ˆ ∞

0

𝑥𝑠

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

ˆ ∞

0
𝑥𝑠

𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =
ˆ ∞

0
𝑥𝑠

∞∑
𝑛=1

(−)𝑛−1𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥

=
∞∑
𝑛=1

(−)𝑛−1

𝑛𝑠+1

ˆ ∞

0
𝑦𝑠𝑒−𝑦𝑑𝑦 =

∞∑
𝑛=1

(−)𝑛−1

𝑛𝑠+1 Γ(𝑠 + 1)

= Γ(𝑠 + 1)
[ ∞∑
𝑝=0

1
(2𝑝 + 1)𝑠+1 −

∞∑
𝑝=1

1
2𝑠+1𝑝𝑠+1

]
= Γ(𝑠 + 1)

[ ∞∑
𝑝=0

1
(2𝑝 + 1)𝑠+1 − 1

2𝑠+1 𝜁 (𝑠 + 1)
]

𝜁 (𝑠 + 1) =
∞∑
𝑛=1

1
𝑛𝑠+1 =

∞∑
𝑝=1

1
2𝑠+1𝑝𝑠+1 +

∞∑
𝑝=0

1
(2𝑝 + 1)𝑠+1

=
𝜁 (𝑠 + 1)

2𝑠+1 +
∞∑
𝑝=0

1
(2𝑝 + 1)𝑠+1 ⇒

∞∑
𝑝=0

1
(2𝑝 + 1)𝑠+1 =

[
1 − 1

2𝑠+1

]
𝜁 (𝑠 + 1)

ˆ ∞

0

𝑥𝑠

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

[
1 − 1

2𝑠
]
Γ(𝑠 + 1)𝜁 (𝑠 + 1)

𝜁 (𝑠) = ∑∞
𝑛=1

1
𝑛𝑠



化学势随温度的变化

𝐼 =
ˆ ∞

0
𝐼 (𝜀) 𝑓 (𝜀)𝑑𝜀

= 𝐼0 + 2𝐼 ′(𝑘𝐵𝑇)2
ˆ ∞

0

𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 + 2

𝐼 (3) (𝑘𝐵𝑇)4

3!

ˆ ∞

0

𝑥3

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 + · · ·

=
ˆ 𝜇

0
𝐼 (𝜀)𝑑𝜀 + 𝜋

2(𝑘𝐵𝑇)2

6
𝐼 ′(𝜇) + 7𝜋4(𝑘𝐵𝑇)4

360
𝐼 (3) (𝜇) + · · ·

𝑁 =
ˆ 𝜀𝐹

0
𝑔(𝜀)𝑑𝜀 =

ˆ 𝜇

0
𝑔(𝜀)𝑑𝜀 + 𝜋

2

6
(𝑘𝐵𝑇)2𝑔′(𝜇) + · · ·

=
ˆ 𝜀𝐹

0
𝑔(𝜀) +

ˆ 𝜇

𝜀𝐹

𝑔(𝜀) + 𝜋
2

6
(𝑘𝐵𝑇)2𝑔′(𝜇) + · · ·

≃ 𝑁 + 𝑔(𝜀𝐹)(𝜇 − 𝜀𝐹) +
𝜋2

6
(𝑘𝐵𝑇)2𝑔′(𝜀𝐹)

Δ𝜇 = 𝜇 − 𝜀𝐹 ≃ −𝜋
2

6
(𝑘𝐵𝑇)2 𝑔

′(𝜀𝐹)
𝑔(𝜀𝐹)

= −𝜋
2

6
(𝑘𝐵𝑇)2 [ln 𝑔(𝜀𝐹)]′ = −𝜋

2

12
(𝑘𝐵𝑇)2

𝜀𝐹

�



�
	𝑔(𝜀) = 𝑉

2𝜋2

(2𝑚
ℏ2

)3/2√
𝜀

ˆ ∞

0

𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

1 × 1!
2

𝜁 (2) = 𝜋2

12ˆ ∞

0

𝑥3

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

7 × 3!
8

𝜁 (4) = 7𝜋4

120



化学势随温度的变化
热激发沿 𝜇对称分布
𝑓 (𝜇 + Δ𝜀) = 1 − 𝑓 (𝜇 − Δ𝜀)
+右上图中面积 1 =面积 2
总粒子数
𝑁 =
´
𝑓 (𝜀)𝑔(𝜀)𝑑𝜀

态密度不对称
+右下图中面积 1 ≠面积 2
为了保持总粒子数不变，化学
势必然随温度改变

Δ𝜇 ≃ −𝜋
2

6
𝑔′(𝜀𝐹)
𝑔(𝜀𝐹)

(𝑘𝐵𝑇)2

+ 𝑔′(𝜀) > 0时，𝜇 随温度上升
而下降
+ 𝑔′(𝜀) < 0时，𝜇 随温度上升
而上升
+ 𝑔′(𝜀) = 0时，𝜇 基本不随温
度改变



Fermi函数积分的 Polylogarithm（多重对数函数）表示
在做数值计算的时候，经常用 Polylogarithm表示 Fermi函数的积
分。

𝐿𝑖𝑠 (𝑧) =
1

Γ(𝑠)

ˆ ∞

0

𝑥𝑠−1

𝑒𝑥/𝑧 − 1
𝑑𝑥 =

∞∑
𝑙=1

𝑧𝑙

𝑙𝑠
( |𝑧 | < 1)

𝐼 𝑗 =
ˆ ∞

0

𝜀 𝑗

𝑒 (𝜀−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 1
𝑑𝜀

= (𝑘𝐵𝑇) 𝑗+1
ˆ ∞

0

𝑥 𝑗

𝑒𝑥/𝑧 + 1
𝑑𝑥 𝑧 = 𝑒𝜇/𝑘𝐵𝑇

= −(𝑘𝐵𝑇) 𝑗+1Γ( 𝑗 + 1)𝐿𝑖 𝑗+1(−𝑧)

𝐿𝑖𝑠 (−𝑒𝑦) = 𝑦𝑠
∞∑
𝑘=0

(−1)𝑘 [1 − 21−2𝑘] (2𝜋)2𝑘 𝐵2𝑘

(2𝑘)!
𝑦−2𝑘

Γ(𝑠 + 1 − 2𝑘)

𝐵𝑛 是 Bernoulli数，𝐵0 = 1，𝐵2 = 1
6 , 𝐵4 = − 1

30，· · ·



四、电子热容
由于自由电子服从 Fermi-Dirac分布，只有位于费米面附近 𝑘𝐵𝑇
的少数电子才能受到热激发，对热容有贡献。其它大部分电子是
不能被激发，不参与热过程的，因此对热容等热力学性质没有贡
献，可以解决低温（实际上室温附近）下电子热容很小这个难题。

电子热容贡献的大体估计：
+参与热过程的电子数 ⇔ “粒子—空穴”激发数目

𝑁𝑡 ≃ 𝑔(𝜀𝐹)
�� ��Fermi面态密度 ×𝑘𝐵𝑇

�� ��可以被激发的能量范围

+每个电子贡献的热激发能量 ≃ 3𝑘𝐵𝑇/2
�� ��能量均分原理

+热激发能量 Δ𝑈 ≃ 𝑁𝑡 × 3𝑘𝐵𝑇/2 = 3𝑔(𝜀𝐹)𝑘𝐵𝑇2/2

+热容 𝐶𝑒 ≃
𝜕Δ𝑈
𝜕𝑇

= 3𝑔(𝜀𝐹)𝑘2
𝐵𝑇 = 3

3𝑁
2𝜀𝐹

𝑘2
𝐵𝑇 =

9𝑁𝑘𝐵𝑇
2𝑇𝐹

∝ 𝑇

𝑇𝐹
。

+从元激发角度看，Fermi球背景不起作用。低温下“粒子－空
穴”激发数目比较少，因此热容比较小。



电子热容的严格计算
严格计算要用到 Sommerfeld展开，

𝑈0 =
ˆ 𝜀𝐹

0
𝑔(𝜀)𝜀 𝑑𝜀

𝑈 ≃
ˆ 𝜇

0
𝑔(𝜀)𝜀 𝑑𝜀 + 𝜋

2

6
(𝑘𝐵𝑇)2 [𝑔(𝜇)𝜇]′

≃ 𝑈0 + [𝑔(𝜀𝐹)𝜀𝐹]Δ𝜇 +
𝜋2

6
(𝑘𝐵𝑇)2 [𝑔(𝜀𝐹)𝜀𝐹]′

Δ𝑈 = 𝑔(𝜀𝐹)𝜀𝐹
[
−𝜋

2

6
(𝑘𝐵𝑇)2 𝑔

′(𝜀)
𝑔(𝜀𝐹)

]
+ 𝜋

2

6
(𝑘𝐵𝑇)2 [𝑔′(𝜀𝐹)𝜀𝐹 + 𝑔(𝜀𝐹)]

=
𝜋2

6
(𝑘𝐵𝑇)2𝑔(𝜀𝐹)

𝐶𝑒 =
𝜕Δ𝑈
𝜕𝑇

=
𝜋2

3
𝑔(𝜀𝐹)𝑘2

𝐵𝑇

=
𝜋2

2
𝑁

𝜀𝐹
𝑘2
𝐵𝑇 =

𝜋2

2
𝑁𝑘𝐵

𝑇

𝑇𝐹
= 𝛾𝑇

𝛾–Sommerfeld参数

𝐼 =
ˆ ∞

0
𝐼 (𝜀) 𝑓 (𝜀)𝑑𝜀

=
ˆ 𝜇

0
𝐼 (𝜀) + 𝜋

2

6
(𝑘𝐵𝑇)2𝐼 ′(𝜇) + · · ·

Δ𝜇 = −𝜋
2

6
(𝑘𝐵𝑇)2 𝑔

′(𝜀𝐹)
𝑔(𝜀𝐹)



电子热容

室温附近，晶格振动的摩尔热容为经典值 𝐶𝑣 = 3𝑅/2。电
子摩尔热容 𝐶𝑒 ≃ 5𝑅𝑇/𝑇𝐹，对于金属，𝑇𝐹 ∼ 104−5 K，所以
𝐶𝑒 ≪ 𝐶𝑣，一般只有 𝐶𝑣 的 1%左右。
低温度下（低于 Debye温度 Θ𝐷），晶格热容 𝐶𝑣 = 𝑏𝑇3，总热
容 𝐶 = 𝐶𝑒 + 𝐶𝑣 = 𝛾𝑇 + 𝑏𝑇3。

𝐶/𝑇 = 𝛾+𝑏𝑇2，画出𝐶/𝑇—𝑇2，在 𝑦轴上的截距是 𝛾，斜率是 𝑏。实
验上测出 𝛾(observed) = 2.08，自由电子模型得到 𝛾(free) = 1.67，
二者稍有差距。

：𝐶𝑒 = 𝜋2

3 𝑔(𝜀𝐹)𝑘2
𝐵𝑇 = 𝜋2

2 𝑁𝑘𝐵
𝑇
𝑇𝐹

= 𝛾𝑇

钾的低温热
容，Kittel,
Fig 6.9。



Sommerfeld参数
Sommerfeld参数 𝛾：𝐶𝑒 = 𝛾𝑇

𝛾 =
𝜋2

3
𝑔(𝜀𝐹)𝑘2

𝐵 =
𝜋2

3
3
2

𝑁

𝜀𝐹

�� ��= ℏ2𝑘2
𝐹/2𝑚

𝑘2
𝐵 ∝ 𝑚𝑛1/3

热有效质量
𝑚th

𝑚
=
𝛾(observed)
𝛾(free)

+周期势、电声子相互作用以及电子之间的相互作用的对
𝑚th都有贡献。
+ Heavy Fermion：某些合金例如 UBe13和 CeAl3，𝑚𝑡ℎ 是电
子质量的几百倍，甚至是上千倍。Heavy Fermion是重要的强
关联系统。
𝛾 ∝ 𝑔(𝜀𝐹)
电子热容的实验测量结果也是对费米面附近态密度大小的反
映，因此低温电子热容的测量成为金属费米面实验研究的手
段之一。



热有效质量：𝑚th/𝑚 = 𝛾(𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑒𝑑)/𝛾( 𝑓 𝑟𝑒𝑒)

Kittel, p146



Pauli顺磁磁化率
电子具有一个自旋磁矩：𝜇𝐵。
但是在无外磁场时，自由电子
磁矩取向是混乱的，自旋向上
和向下的几率相同，总磁矩为
零，因此金属没有宏观磁矩。
施加外磁场后，电子磁矩就有
趋于外场的趋势，以至金属在
外磁场方向显示出宏观磁矩，
这就是金属的顺磁性。

Langevin利用统计物理，得到顺磁磁化率的 Curier定律 𝜒(𝑇) = 𝐶/𝑇，
即低温下金属应该有很大的磁化率。但实验上观测到低温磁化率是个
很小的常数，和温度无关。

𝐵 = 0



Pauli顺磁磁化率

𝐵 ≠ 0，非平衡 𝐵 ≠ 0，平衡

磁场中不同自旋取向的电子能量不同，波矢为 𝒌 自旋平行于磁场的
电子能量 𝜀↑ (𝒌) = −𝜇𝐵𝐵 + ℏ2𝒌2/2𝑚，反平行的能量 𝜀↓ (𝒌) = 𝜇𝐵𝐵 +
ℏ2𝒌2/2𝑚。加上磁场之后，电子化学势相差 2𝜇𝐵𝐵。因此自旋向下的电
子翻转成自旋向上，直到二者的化学势相同为止。这样不同自旋电子
数目不同，由此产生了宏观磁矩。



Pauli顺磁磁化率

𝐵 ≠ 0，非平衡 𝐵 ≠ 0，平衡

⇒
�
�

�
求解出化学势：在低温，

低场下，𝜇 ≃ 𝜀𝐹。

一般情况的求解方法

𝑁 = 𝑁↑ + 𝑁↓ =
∑
𝒌

𝑓 (𝜀↑ (𝒌)) +
∑
𝒌

𝑓 (𝜀↓ (𝒌))

𝑀 = 𝜇𝐵 (𝑁↑ − 𝑁↓) = 𝜇𝐵
∑
𝒌

𝑓 (𝜀↑ (𝒌)) − 𝜇𝐵
∑
𝒌

𝑓 (𝜀↓ (𝒌))



Pauli顺磁磁化率

𝐵 ≠ 0，非平衡 𝐵 ≠ 0，平衡

低温下（𝑘𝐵𝑇 ≪ 𝜀𝐹）低场下（𝜇𝐵𝐵 ≪ 𝜀𝐹），化学势 𝜇 ≃ 𝜀𝐹，发生自旋翻
转的电子数 Δ𝑁 = 𝑔(𝜀𝐹)𝜇𝐵𝐵/2，宏观磁矩 𝑀 = 2Δ𝑁𝜇𝐵 = 𝑔(𝜀𝐹)𝜇2

𝐵𝐵。
+ Pauli顺磁性：磁化率和温度为基本无关的常数

𝜒(𝑇) = 𝑀

𝐻
=

𝑀

𝐵/𝜇0
= 𝑔(𝜀𝐹)𝜇0𝜇

2
𝐵 =

3𝑁𝜇0𝜇
2
𝐵

2𝜀𝐹



五、金属电导率
Sommerfeld修正后的 Drude模型

Drude模型的基本假设
金属由带负电荷的电子和带正电荷的离子实组成
电子质量小，可以自由移动
+不考虑电子之间的相互作用�
�

�
�

Drude-Lorentz 假设：+ 平衡态下速度满足 Maxwell-
Boltzmann分布
平均速度 ⟨𝒗⟩ = 0， ⟨𝑚𝒗2/2⟩ = 3𝑘𝐵𝑇/2，𝐶𝑉 = 3𝑁𝑘𝐵/2。�

�
�


Sommerfeld假设：+平衡态下电子满足 Fermi-Dirac分布
⟨𝑚𝒗2/2⟩ = 𝑚𝑣2

𝐹/2，𝐶𝑉 = 𝛾𝑇 = [𝜋2𝑁𝑘𝐵/(2𝑇𝐹)]𝑇。

离子实质量很大，基本不动
在外加电磁场作用下，电子会被驱动，偏离平衡
电子受到离子实的无规散射，回覆平衡



直流电导

𝑑𝒗𝑑
𝑑𝑡

=
𝑭

𝑚
− 𝒗𝑑
𝜏

= − 𝑒
𝑚
(𝑬 + 𝒗𝑑 × 𝑩) − 𝒗𝑑

𝜏

𝒗𝑑 = −𝑒𝜏
𝑚

𝑬
�� ��𝑩 = 0，稳态

𝛿𝒌 =
𝑚𝒗𝑑
ℏ

= −𝑒𝜏
ℏ
𝑬

𝑱 = 𝑛(−𝑒)𝒗𝑑 =
𝑛𝑒2𝜏

𝑚
𝑬 = 𝜎𝑬

+当外电场 𝑬 = 0时，费米球的球心在原点，这时任何一个量子态
𝒌，都有一个反方向的 −𝒌 态与之对应，处在这两种量子态的电子具
有大小相等、方向相反的速度，所以，系统的总电流为 0。

+当外电场 𝑬 ≠ 0时，在电场作用下，整个电子分布将在 𝒌空间沿 𝑬
的反方向移动。所以，费米球的球心将偏离原点位置，从而使原来对
称的分布偏向一边，这样就有一部分电子对电流的贡献不能被抵消，
而产生宏观电流。
+所有电子都参与输运，以一个小的飘移速度 𝒗𝑑 运动。



直流电导
电输运的另外一种理解方法：并非所有
电子都参与了传输电流的过程，只有在
费米面附近的电子才对金属的导电有
贡献，但由于在费米面附近的电子具有
很高的速度（𝑣𝐹 ∼ 106 m/s的数量级），
所以，虽然参与导电的电子数少，其效
果与大量的低漂移速度的电子对电流
的贡献相当。

参与导电的电子数目比例 ∼ |𝛿𝒌 |/𝑘𝐹，它们的运动速度 ∼ 𝑣𝐹，因此电
流贡献

𝐽 = 𝑛𝑒 × |𝛿𝒌 |
𝑘𝐹

× 𝑣𝐹 = 𝑛𝑒
𝑒𝜏𝐹𝐸

ℏ𝑘𝐹

ℏ𝑘𝐹
𝑚

=
𝑛𝑒2𝜏𝐹
𝑚

𝐸 +𝜎 =
𝑛𝑒2𝜏𝐹
𝑚

𝜏𝐹 为能量为 Fermi面附近的电子的驰豫时间。



直流电导
直流电导两种理解

所有电子都参与导电，每个电子有一点小贡献
只有 Fermi面附近的电子才参与导电，每个电子贡献很大

如果驰豫时间和能量／动量无关的话，这两种理解没有区
别。
如果驰豫时间与能量／动量有关，那么只有 Fermi面附近的
电子参与导电这种理解更准确一点。
基于 Boltzmann方程的严格理论计算发现 𝜎 = 𝑛𝑒2𝜏(𝜀𝐹)/𝑚，
只依赖于 Fermi面上的驰豫时间。
这种理解符合 Pauli不相容原理。能量比 𝜀𝐹 低得多的电子，
其附近的状态仍被其他电子所占据，没有空状态来接纳它，
因此，这些电子不能吸收电场的能量而跃迁到较高的能态，
对电导作出贡献，能被电场激发的只有在费米面附近的一小
部分电子。
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金属热导率
热导率的表达式和经典模型一样，仍然是

𝜅𝑒 = 𝐶𝑒𝑣𝑇 𝑙/3 = 𝐶𝑒𝑣
2
𝑇𝜏/3。

Sommerfeld模型得到 𝐶𝑒 =
𝜋2

2
𝑁

𝜀𝐹
𝑘2
𝐵𝑇。因为参与输运的都是

Fermi面附近的电子，𝑣𝑇 应该用 Fermi速度 𝑣𝐹 代替。
𝑙 = 𝑣𝑇𝜏 = 𝑣𝐹𝜏𝐹。因此

𝜅𝑒 =
𝜋2

2
𝑁

𝑚𝑣2
𝐹/2

𝑘2
𝐵𝑇𝑣

2
𝐹𝜏𝐹/3 =

𝜋2𝑁𝑘2
𝐵𝑇

3𝑚
𝜏𝐹。

+经典统计里，𝐶𝑒 = 3𝑅/2是常数，𝑣2
𝑇 ∝ 𝑇

+ Fermi统计里，𝐶𝑒 ∝ 𝑇 ≪ 3𝑅/2，但是 𝑣2
𝐹 是远大于 𝑣2

𝑇 的常数。
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Lorenz常数 𝐿 = 𝜅/𝜎𝑇

𝐿Sommerfeld =
𝜋2𝑁𝑘2

𝐵𝑇𝜏𝐹/(3𝑚)
𝑇 × 𝑁𝑒2𝜏𝐹/𝑚

=
𝜋2

3

(
𝑘𝐵
𝑒

)2
= 2.45 × 10−8(V/K)2

𝐿Lorentz =
𝜅

𝜎𝑇
=

3
2

( 𝑘𝐵
𝑒

)2
= 1.11 × 10−8WΩ/𝐾2

𝐿Drude = 3
( 𝑘𝐵
𝑒

)2
= 2.23 × 10−8WΩ/𝐾2

𝐿exp ∼ 2 − 3 × 10−8(V/K)2
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Arnold Sommerfeld
最重要的工作包括：实际原子模型（相对论效应 + 椭圆轨
道）、转动量子化、对应原则、Fermi-Dirac统计在金属电子
论中的应用
四个博士生获得 Nobel物理学奖
Heisenberg, Pauli, Debye, Bethe
三个博士后获得 Nobel奖
Linus Pauling, Isidor I. Rabi, and Max von Laue
其他有名的博士生
Walter Heitler, Rudolf Peierls, Karl Bechert, Hermann Brück, Paul Peter
Ewald, Eugene Feenberg, Herbert Fröhlich, Erwin Fues, Ernst Guillemin,
Helmut Hönl, Ludwig Hopf, Adolf Kratzer, Otto Laporte, Wilhelm Lenz,
Karl Meissner, Rudolf Seeliger, Ernst C. Stückelberg, Heinrich Welker,
Gregor Wentzel, Alfred Landé, and Léon Brillouin
一系列物理教科书
被提名 84次 Nobel物理学奖但未获奖
Butler, “Close but no Nobel: the scientists who never won”, Na-
ture News, Oct 11, 2016


	量子自由电子论（Sommerfeld）
	无相互作用体系的基态和激发态
	金属里的电子基态和激发态
	Fermi 统计
	电子热容和Pauli顺磁磁化率
	金属电导率


