
第九章 涨落

9.1 涨落的广义系综理论
9.2 涨落的准热力学理论



9.1 涨落的广义系综理论

广延量：𝑋1, 𝑋2, · · ·；对应的强度量 𝑦1, 𝑦2, · · ·
𝑆 = 𝑆(𝑋1, 𝑋2, · · · ) 𝑑𝑆 = 𝑦1𝑑𝑋1 + 𝑦2𝑑𝑋2 + · · ·

微正则系综：系统 +环境
系统和环境的广延量总量守恒，强度量相同

|𝑇⟩ = |𝑠 ⊗ 𝑅⟩ �̂�𝑖 |𝑇⟩ = �̂�𝑖 |𝑠 ⊗ 𝑅⟩ = [𝑋𝑖 (𝑠) + 𝑋𝑅
𝑖 (𝑅)] |𝑠 ⊗ 𝑅⟩

𝑆𝑇 ({𝑋𝑖 + 𝑋𝑅
𝑖 }) = 𝑘𝐵 lnΩ𝑇 ({𝑋𝑖 + 𝑋𝑅

𝑖 })

𝑝𝑠 =
∑
|𝑅⟩

1
Ω𝑇

=
Ω𝑅 ({𝑋𝑅

𝑖 })
Ω𝑇 ({𝑋𝑇

𝑖 })
=

1
Ω𝑇

𝑒𝑆𝑅 ({𝑋𝑇
𝑖 −𝑋𝑖 (𝑠) } )/𝑘𝐵

=
1
Ω𝑇

𝑒𝑆𝑅 [ {𝑋𝑅
𝑖 −(𝑋𝑖 (𝑠)−𝑋𝑖 ) ]/𝑘𝐵 =

1
Ω𝑇

exp
{𝑆𝑅
𝑘𝐵

− 𝑋𝑖 (𝑠) − 𝑋 𝑖

𝑘𝐵

( 𝜕𝑆𝑅
𝜕𝑋

𝑅
𝑖

)
+ · · ·

}
=

1
Ω𝑇

𝑒𝑆𝑅/𝑘𝐵−∑𝑖 𝑦𝑖 (𝑋𝑖−𝑋𝑖 )/𝑘𝐵 =
1
Ξ
𝑒−

∑
𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 (𝑠)/𝑘𝐵

Ξ(𝑦1, 𝑦2, · · · ) =
∑
𝑠

𝑒−
∑

𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 (𝑠)/𝑘𝐵
�� ��广义配分函数



广延量的平均值和涨落

𝑋 𝑙 =
∑
𝑠

𝑋𝑙 (𝑠)𝑝𝑠 =
1
Ξ

∑
𝑠

𝑋𝑙 (𝑠)𝑒−
∑

𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 (𝑠)/𝑘𝐵

=
1
Ξ

∑
𝑠

(−𝑘𝐵)
𝜕

𝜕𝑦𝑙
𝑒−

∑
𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 (𝑠)/𝑘𝐵 =

1
Ξ
(−𝑘𝐵)

𝜕

𝜕𝑦𝑙

∑
𝑠

𝑒−
∑

𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 (𝑠)/𝑘𝐵

= −𝑘𝐵
1
Ξ
𝜕Ξ
𝜕𝑦𝑙

= −𝑘𝐵
(𝜕 lnΞ
𝜕𝑦𝑙

)
{𝑦𝑖≠𝑙 }

𝑋𝑙𝑋𝑚 =
1
Ξ

∑
𝑠

𝑋𝑙 (𝑠)𝑋𝑚(𝑠)𝑒
∑

𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 (𝑠)/𝑘𝐵 = 𝑘2
𝐵

1
Ξ

𝜕2Ξ
𝜕𝑦𝑙𝜕𝑦𝑚

= 𝑘2
𝐵

𝜕2 lnΞ
𝜕𝑦𝑙𝜕𝑦𝑚

+ 𝑘2
𝐵

(𝜕 lnΞ
𝜕𝑦𝑙

) (𝜕 lnΞ
𝜕𝑦𝑚

)
= 𝑘2

𝐵

𝜕2 lnΞ
𝜕𝑦𝑙𝜕𝑦𝑚

+ 𝑋 𝑙𝑋𝑚

Δ𝑋𝑙Δ𝑋𝑚 = (𝑋𝑙 − 𝑋𝑙)(𝑋𝑚 − 𝑋𝑚) = 𝑋𝑙𝑋𝑚 − 𝑋 𝑙𝑋𝑚 = 𝑘2
𝐵

𝜕2 lnΞ
𝜕𝑦𝑙𝜕𝑦𝑚

= −𝑘𝐵
( 𝜕𝑋𝑙

𝜕𝑦𝑚

)
{𝑦𝑖≠𝑚}

= −𝑘𝐵
(𝜕𝑋𝑚

𝜕𝑦𝑙

)
{𝑦𝑖≠𝑙}



强度量的涨落

+ 按照定义，广义系综的强度量不发生任何变化，无涨落
+ 实际中，强度量的测量依赖于（局部的）广延量

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖 (𝑋1, 𝑋2, · · · )

从这个意义上，当 {𝑋𝑖}发生涨落时，{𝑦𝑖}也有涨落

Δ𝑦𝑖 = 𝑦𝑖 ({𝑋𝑙}) − 𝑦𝑖 ({𝑋𝑙}) = 𝑦𝑖 ({𝑋𝑙 + Δ𝑋𝑙}) − 𝑦𝑖 ({𝑋𝑙})

=
∑
𝑙

( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑋𝑙

)
Δ𝑋𝑙

Δ𝑦𝑖Δ𝑋 𝑗 =
∑
𝑙

( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑋𝑙

)
Δ𝑋𝑙Δ𝑋 𝑗 =

∑
𝑙

( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑋𝑙

)
Δ𝑋𝑙Δ𝑋 𝑗

= −
∑
𝑙

( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑋𝑙

)
{𝑋𝑚≠𝑙 }

𝑘𝐵

(𝜕𝑋𝑙

𝜕𝑦 𝑗

)
{𝑦𝑘≠ 𝑗 }

= −𝑘𝐵
( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑦 𝑗

)
{𝑦𝑘≠ 𝑗 }

= −𝑘𝐵𝛿𝑖 𝑗



强度量的涨落

强度量的涨落

Δ𝑦𝑖Δ𝑦 𝑗 = Δ𝑦𝑖
∑
𝑚

( 𝜕𝑦 𝑗

𝜕𝑋𝑚

)
Δ𝑋𝑚 =

∑
𝑚

( 𝜕𝑦 𝑗

𝜕𝑋𝑚

)
Δ𝑦𝑖Δ𝑋𝑚

= −𝑘𝐵
∑
𝑚

( 𝜕𝑦 𝑗

𝜕𝑋𝑚

)
𝛿𝑖𝑚 = −𝑘𝐵

( 𝜕𝑦 𝑗

𝜕𝑋𝑖

)
𝑋𝑘≠𝑖

= −𝑘𝐵
( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑋 𝑗

)
𝑋𝑘≠ 𝑗



其它物理量的涨落和关联

𝑓 = 𝑓 ({𝑋𝑙}) 𝑓 = 𝑓 ({𝑋𝑙}) = 𝑓 ({𝑦𝑙})
Δ 𝑓 = 𝑓 ({𝑋𝑙}) − 𝑓 = 𝑓 ({𝑋 𝑙 + Δ𝑋𝑙}) − 𝑓

=
∑
𝑙

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑋𝑙

)
Δ𝑋𝑙

=
∑
𝑙

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑋𝑙

) ∑
𝑚

( 𝜕𝑋𝑙

𝜕𝑦𝑚

)
Δ𝑦𝑚 =

∑
𝑚

[∑
𝑙

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑋𝑙

) ( 𝜕𝑋𝑙

𝜕𝑦𝑚

) ]
Δ𝑦𝑚

=
∑
𝑚

( 𝜕 𝑓

𝜕𝑦𝑚

)
Δ𝑦𝑚

Δ𝑔 =
∑
𝑙

( 𝜕𝑔
𝜕𝑋𝑙

)
Δ𝑋𝑙 =

∑
𝑚

( 𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑚

)
Δ𝑦𝑚



其它物理量的涨落和关联

Δ 𝑓Δ𝑔 =
∑
𝑙𝑚

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑋𝑙

) ( 𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑚

)
Δ𝑋𝑙Δ𝑦𝑚 = −

∑
𝑙𝑚

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑋𝑙

) ( 𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑚

)
𝑘𝐵𝛿𝑙𝑚

= −𝑘𝐵
∑
𝑙

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑋𝑙

) ( 𝜕𝑔
𝜕𝑦𝑙

)
= −𝑘𝐵

∑
𝑙

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑦𝑙

) ( 𝜕𝑔
𝜕𝑋𝑙

)
= −𝑘𝐵

∑
𝑙

∑
𝑚

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑋𝑙

) ( 𝜕𝑔

𝜕𝑋𝑚

) (𝜕𝑋𝑙

𝜕𝑦𝑙

)
= −𝑘𝐵

∑
𝑙

∑
𝑚

( 𝜕 𝑓
𝜕𝑦𝑙

) ( 𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑚

) (𝜕𝑦𝑚
𝜕𝑋𝑙

)



例子

𝑑𝑆 =
1
𝑇
𝑑𝑈 + 𝑝

𝑇
𝑑𝑉 − 𝜇

𝑇
𝑑𝑁

保持 𝑇, 𝑁,𝑉 不变；正则系综结果

Δ𝐸2 = −𝑘𝐵
( 𝜕𝑈

𝜕 [1/𝑇]
)
𝑁𝑉

= 𝑘𝐵𝑇
2𝐶𝑉

保持 𝑇, 𝜇/𝑇,𝑉 不变；巨正则系综结果

Δ𝑁2 = −𝑘𝐵
( 𝜕𝑁

𝜕 [−𝜇/𝑇]
)
𝑇,𝑉

= 𝑘𝐵𝑇
(𝜕𝑁
𝜕𝜇

)
𝑇𝑉

=
𝑘𝐵𝑇𝑁

2𝜅𝑇
𝑉

Δ𝐸2 = −𝑘𝐵
( 𝜕𝑈

𝜕 [1/𝑇]
)
𝜇/𝑇,𝑉

= 𝑘𝐵𝑇
2𝐶𝑉 +

( 𝜕𝑈
𝜕𝑁

)
𝑇𝑉

2
Δ𝑁2

Δ𝐸Δ𝑁 = −𝑘𝐵
( 𝜕𝑈

𝜕 [−𝜇/𝑇]
)
𝑇𝑉

= 𝑘𝐵𝑇
(𝜕𝑈
𝜕𝜇

)
𝑇𝑉

= 𝑘𝐵𝑇
( 𝜕𝑈
𝜕𝑁

)
𝑇𝑉

(𝜕𝑁
𝜕𝜇

)
𝑇𝑉

=
( 𝜕𝑈
𝜕𝑁

)
𝑇𝑉

Δ𝑁2



例子

𝑑𝑆 =
1
𝑇
𝑑𝑈 + 𝑝

𝑇
𝑑𝑉 − 𝜇

𝑇
𝑑𝑁

保持 𝑇, 𝑝/𝑇, 𝑁 不变：广义系综

Δ𝑉2 = −𝑘𝐵
( 𝜕𝑉

𝜕 [𝑝/𝑇]
)

1/𝑇,𝑁
= −𝑘𝐵𝑇

(𝜕𝑉
𝜕𝑝

)
𝑇𝑁

= 𝑘𝐵𝑇𝑉
−1
𝑉

(𝜕𝑉
𝜕𝑝

)
𝑇𝑁

= 𝑘𝐵𝑇𝑉𝜅𝑇�� ��和巨正则系综里的 Δ𝑁2有关：𝑉 = 𝑁𝑣，𝑣 = 𝑉/𝑁 为摩尔体积

Δ𝑉2 = Δ𝑁2𝑣2 = Δ𝑁2𝑣2 =
𝑘𝐵𝑇𝑁

2

𝑉
𝜅𝑇

𝑉2

𝑁2 = 𝑘𝐵𝑇𝑉𝜅𝑇

Δ𝑈Δ𝑉 = −𝑘𝐵
( 𝜕𝑈

𝜕𝑝/𝑇
)
𝑇,𝑁

= −𝑘𝐵𝑇
(𝜕𝑈
𝜕𝑝

)
𝑇
= −𝑘𝐵𝑇

(𝜕 (𝐺 + 𝑇𝑆 − 𝑝𝑉)
𝜕𝑝

)
𝑇

= 𝑘𝐵𝑇
[
𝑇
(𝜕𝑉
𝜕𝑇

)
𝑝
+ 𝑝

(𝜕𝑉
𝜕𝑝

)
𝑇

]



温度涨落

𝑑𝑆 =
1
𝑇
𝑑𝑈 + 𝑝

𝑇
𝑑𝑉 − 𝜇

𝑇
𝑑𝑁

Δ( 1
𝑇
)2 =

(
−Δ𝑇
𝑇2

)2
= −𝑘𝐵

𝜕1/𝑇
𝜕𝑈

=
𝑘𝐵
𝑇2

𝜕𝑇

𝜕𝑈
=

𝑘𝐵
𝑇2 /

𝜕𝑈

𝜕𝑇

Δ𝑇2 =
𝑘𝐵𝑇

2

𝐶𝑉

− 𝑘𝐵 = Δ(1/𝑇)Δ𝑈 = (−Δ𝑇/𝑇2)Δ𝑈
Δ𝑇Δ𝑈 = 𝑘𝐵𝑇

2

0 = Δ(1/𝑇)Δ𝑉 = −Δ𝑇Δ𝑉/𝑇2

Δ𝑇Δ𝑉 = 0



9.2 涨落的准热力学理论

𝑝({𝑋𝑖}) =
∑

{𝑠 |𝑋𝑖 (𝑠)=𝑋𝑖 }
𝑝𝑠 =

∑
{𝑠 |𝑋𝑖 (𝑠)=𝑋𝑖 }

1
Ξ
𝑒−

∑
𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 (𝑠)/𝑘𝐵

=
Ω({𝑋𝑖})

Ξ
𝑒−

∑
𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖/𝑘𝐵 =

1
Ξ
𝑒 [𝑆 ({𝑋𝑖 })−

∑
𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 ]/𝑘𝐵

=
1
Ξ

exp{𝑆({𝑋𝑖 + Δ𝑋𝑖})/𝑘𝐵 −
∑
𝑖

𝑦𝑖 (𝑋𝑖 + Δ𝑋𝑖)/𝑘𝐵}

= 𝑒 (−𝑘𝐵 lnΞ+𝑆−∑𝑖 𝑦𝑖𝑋𝑖 )/𝑘𝐵 exp
{ 1
2𝑘𝐵

∑
𝑖 𝑗

𝜕2𝑆

𝜕𝑋𝑖𝜕𝑋 𝑗
Δ𝑋𝑖Δ𝑋 𝑗 + · · ·

}
𝑝({Δ𝑋𝑖}) =

1
𝐶

exp
{ 1
2𝑘𝐵

∑
𝑖 𝑗

𝜕2𝑆

𝜕𝑋𝑖𝜕𝑋 𝑗
Δ𝑋𝑖Δ𝑋 𝑗

} �� ��高斯分布

=
1
𝐶

exp
{ 1
2𝑘𝐵

( 𝜕𝑦 𝑗

𝜕𝑋𝑖

)
Δ𝑋𝑖Δ𝑋 𝑗

}
=

1
𝐶

exp{Δ𝑋𝑇AΔ𝑋}



关联

𝑝({Δ𝑋𝑖}) =
1
𝐶

exp{−Δ𝑋𝑇AΔ𝑋}

Δ𝑋 =
©«
Δ𝑋1
Δ𝑋2
...

ª®®¬ A =
−1
2𝑘𝐵

©«
(
𝜕𝑦1
𝜕𝑋1

) (
𝜕𝑦2
𝜕𝑋1

)
· · ·(

𝜕𝑦1
𝜕𝑋2

) (
𝜕𝑦2
𝜕𝑋2

)
· · ·

...
...

. . .

ª®®®®¬
A𝑖 𝑗 =

−1
2𝑘𝐵

( 𝜕𝑦 𝑗

𝜕𝑋𝑖

)

Δ𝑋𝑖Δ𝑋 𝑗 =

´ ∞
−∞ Δ𝑋𝑖Δ𝑋 𝑗 𝑝({Δ𝑋𝑙})𝑑Δ𝑋´ ∞

−∞ 𝑝({Δ𝑋𝑙})𝑑Δ𝑋
=

´ ∞
−∞ Δ𝑋𝑖Δ𝑋 𝑗𝑒

−Δ𝑋𝑇AΔ𝑋𝑑Δ𝑋´ ∞
−∞ 𝑒−Δ𝑋𝑇AΔ𝑋𝑑Δ𝑋

=?

A𝑖 𝑗 = −𝑘𝐵
( 𝜕𝑦 𝑗

𝜕𝑋𝑖

)
= −𝑘𝐵

( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑋 𝑗

)
= A 𝑗𝑖 𝑑𝑆 =

∑
𝑖

𝑦𝑖𝑑𝑋𝑖

𝑈A𝑈𝑇 = 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑖 , · · · }
�� ��𝑈𝑈𝑇 = 𝑈𝑇𝑈 = 𝐼

Δ𝑋 ′ = 𝑈Δ𝑋 Δ𝑋 ′
𝑖 = 𝑈𝑖 𝑗Δ𝑋 𝑗

Δ𝑋 = 𝑈𝑇Δ𝑋 ′ Δ𝑋𝑖 = (𝑈𝑇 )𝑖 𝑗Δ𝑋 ′
𝑗 = 𝑈 𝑗𝑖Δ𝑋

′
𝑗

𝑑Δ𝑋 = |𝑈𝑇 |𝑑Δ𝑋 ′ = 𝑑Δ𝑋 ′



关联

Δ𝑋 ′
𝑖Δ𝑋

′
𝑗 =

´ ∞
−∞ Δ𝑋 ′

𝑖Δ𝑋
′
𝑗𝑒

∑
𝑙 𝐴𝑙Δ𝑋

′2
𝑙

�



�
	= 𝑒

−∑
𝑙

Δ𝑋
′2
𝑙

2(2𝐴𝑙 )−1 𝑑Δ𝑋 ′

´ ∞
−∞ 𝑒−

∑
𝑙 𝐴𝑙Δ𝑋

′2
𝑙 𝑑Δ𝑋 ′

=
−1
2𝐴𝑖

𝛿𝑖 𝑗

Δ𝑋𝑖Δ𝑋 𝑗 =
∑
𝑙𝑚

𝑈𝑙𝑖𝑈𝑚𝑗Δ𝑋 ′
𝑙Δ𝑋

′
𝑚 = −1

2

∑
𝑙𝑚

𝑈𝑙𝑖𝑈𝑚𝑗
1
𝐴𝑙

𝛿𝑙𝑚

= −1
2

∑
𝑙

(𝑈𝑇 )𝑖𝑙𝐴−1
𝑙 𝑈𝑙 𝑗 = −1

2
(𝑈𝑇𝐴𝑈)−1

𝑖 𝑗 = −1
2
(A−1)𝑖 𝑗 = −𝑘𝐵

(𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑦 𝑗

)

A =
−1
2𝑘𝐵

©«
(
𝜕𝑦1
𝜕𝑋1

) (
𝜕𝑦2
𝜕𝑋1

)
· · ·(

𝜕𝑦1
𝜕𝑋2

) (
𝜕𝑦2
𝜕𝑋2

)
· · ·

...
...

. . .

ª®®®®¬
A𝑖 𝑗 =

−1
2𝑘𝐵

( 𝜕𝑦 𝑗

𝜕𝑋𝑖

)

A−1 = −2𝑘𝐵
©«
(
𝜕𝑋1
𝜕𝑦1

) (
𝜕𝑋2
𝜕𝑦1

)
· · ·(

𝜕𝑋1
𝜕𝑦2

) (
𝜕𝑋2
𝜕𝑦2

)
· · ·

...
...

. . .

ª®®®®¬
A−1

𝑖 𝑗 = −2𝑘𝐵
(𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑦 𝑗

)
= −2𝑘𝐵

(𝜕𝑋 𝑗

𝜕𝑦𝑖

)



Einstein方法

𝑝({Δ𝑋}) = 1
𝐶

exp
{ 1
2𝑘𝐵

∑
𝑖 𝑗

( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑋 𝑗

)
Δ𝑋𝑖Δ𝑋 𝑗

}
=

1
𝐶

exp
{ 1
2𝑘𝐵

∑
𝑖

Δ𝑋𝑖

∑
𝑗

( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑋 𝑗

)
Δ𝑋 𝑗

}
=

1
𝐶

exp
{ 1
2𝑘𝐵

∑
𝑖

Δ𝑋𝑖Δ𝑦𝑖
}

𝑑𝑈 = 𝑑𝑄 − 𝑑𝑊 = 𝑇𝑑𝑆 −
∑
𝑖

�̃�𝑖𝑑𝑋𝑖 ⇒ 𝑑𝑆 =
𝑑𝑈

𝑇
+
∑
𝑖

�̃�𝑖
𝑇
𝑑𝑋𝑖

𝑝 ∝ exp
{ 1
2𝑘𝐵

[
Δ𝑈Δ

( 1
𝑇

)
+
∑
𝑖

Δ𝑋𝑖Δ
( �̃�𝑖
𝑇

)]}
∝ exp

{ 1
2𝑘𝐵

[
−Δ𝑈Δ𝑇

𝑇2 −
∑
𝑖

�̃�𝑖Δ𝑋𝑖Δ𝑇

𝑇2 +
∑
𝑖

Δ𝑋𝑖Δ�̃�𝑖
𝑇

]}
∝ exp

{ 1
2𝑘𝐵

[
−Δ𝑈 +∑

𝑖 �̃�𝑖Δ𝑋𝑖

𝑇

Δ𝑇
𝑇

+
∑
𝑖

Δ𝑋𝑖Δ�̃�𝑖
𝑇

]}
∝ exp

{ 1
2𝑘𝐵

[
−Δ𝑆Δ𝑇

𝑇
+
∑
𝑖

Δ𝑋𝑖Δ�̃�𝑖
𝑇

]}
∝ exp

{−Δ𝑆Δ𝑇 +∑
𝑖 Δ𝑋𝑖Δ�̃�𝑖

2𝑘𝐵𝑇

}



Einstein方法

𝑝 ∝ exp
{−Δ𝑆Δ𝑇 +∑

𝑖 Δ𝑋𝑖Δ�̃�𝑖
2𝑘𝐵𝑇

}
把上面计算出来的几率当成是一般的表达式
计算任意变量组合的涨落或者关联的时候，取其为自变量，
得到相应的几率分布，从而得到涨落或关联

例如：保持 𝑁 不变，求 𝑇,𝑉 的涨落和关联

𝑝(Δ𝑇,Δ𝑉) ∝ 𝑒
−Δ𝑆Δ𝑇+Δ𝑝Δ𝑉

2𝑘𝐵𝑇
�� ��𝑑𝐹 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉

∝ exp
{ 1
2𝑘𝐵𝑇

[
−
( 𝜕𝑆
𝜕𝑇

)
𝑉
Δ𝑇2 −

( 𝜕𝑆
𝜕𝑉

)
𝑇
Δ𝑇Δ𝑉 +

(𝜕𝑝
𝜕𝑇

)
𝑉
Δ𝑇Δ𝑉 +

( 𝜕𝑝
𝜕𝑉

)
𝑇
Δ𝑉2

]}
∝ exp

{ 1
2𝑘𝐵𝑇

[
−𝐶𝑉

𝑇
Δ𝑇2 − 1

𝑉 −1
𝑉

(
𝜕𝑉
𝜕𝑝

)
𝑇

Δ𝑉2
]}

∝ exp
{
− Δ𝑇2

2𝑘𝐵𝑇2/𝐶𝑉
− Δ𝑉2

2𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇𝑉

}



Einstein方法
例如：保持 𝑁 不变，求 𝑇,𝑉 的涨落和关联

𝑝(Δ𝑇,Δ𝑉) ∝ exp
{
− Δ𝑇2

2𝑘𝐵𝑇2/𝐶𝑉
− Δ𝑉2

2𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇𝑉

}
⇒ Δ𝑇2 =

𝑘𝐵𝑇
2

𝐶𝑉
∝ 1

𝑁

⇒ Δ𝑉2 = 𝑘𝐵𝑇𝑉 ∝ 𝑁

⇒ Δ𝑇Δ𝑉 = 0



涨落的应用：Rayleigh散射强度
光强为 𝐼0的入射光被体积为 𝑉 的介质散射之后的总散射光强
𝜖 − 1
𝜖 + 2

= 𝐴𝜌
�� ��Clausius-Mossotti关系，𝐴为常数，𝜌 = 𝑁/𝑉

𝐼𝑠𝑐𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟
𝐼0

∝ 𝑉2(Δ𝜖)2

𝜆4

3Δ𝜖
(𝜖 + 2)2 = 𝐴Δ𝜌 ⇒ (Δ𝜖) = (𝜖 + 2)2

3
𝐴(Δ𝜌)

(Δ𝜖)2 =
(𝜖 + 2)4

9
𝐴2(Δ𝜌)2

(Δ𝜌)2 =
Δ𝑁2

𝑉2 =
𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇𝑁

2

𝑉

1
𝑉2 =

𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇 𝜌
2

𝑉

(Δ𝜌)2 = (− 𝑁

𝑉2Δ𝑉)
2 =

𝑁2

𝑉4 (Δ𝑉)
2 =

𝑁2

𝑉4 𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇𝑉 =
𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇 𝜌

2

𝑉

𝐼𝑠𝑐𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟
𝐼0

∝ 𝑉2(Δ𝜖)2

𝜆4 =
𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇𝑉

9𝜆4 (𝜖 + 2)4𝐴2𝜌2 =
𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇𝑉

9𝜆4 (𝜖 + 2)4 (𝜖 − 1)2

(𝜖 + 2)2

= 𝑘𝐵𝑇𝜅𝑇𝑉 (𝜖 − 1)2(𝜖 + 2)2/(9𝜆4)

'

&

$

%

气体/流体密度涨落导致
光散射。1910年 Einstein
得到此结果，解释了临
界乳光现象。在临界点
附近 𝜅𝑇 ⇒ ∞，导致光受
到极大的散射。
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