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概述

(1) 经典统计力学基础与混沌现象

(2) 量子统计基础研究中遇到的问题

(3) 对微正则系综适用性的一个新理解

(4) 从微正则系综到正则系综

(5) 热化——系统的趋平衡过程与ETH
(6) 非极弱耦合下小量子系统的统计描述
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经典统计力学基础与混沌现象

经典统计物理的等几率原理：

具有一定能量的孤立系统，其统计性质由微正则系综描述。

微正则系综：系统以同样的几率处于其能量面上的每个态。

实验根据：该原理的预言与热力学一致，且其对涨落的预言也与实

 验结果一致。

理论论证与依据： —— 动力学系统的混沌性质（波尔兹曼—分子混

 沌）。

平衡态——遍历性（ergodic）

扩散过程——混合性（mixing）

热传导——混沌性（chaotic）



Ergodicity: A system is said to be ergodic, if the time average of 
an arbitrary function f(q,p) with almost every possible initial states is 
equal to the average over (energy surface in) phase space. 

Where dμ is the invariant measure in the phase space.

The meaning of ergodicity is that almost every trajectory explores all 
the possible regions (on the energy surface) in phase space, with a 
weight proportional to dμ.

对平衡态的描述（长时间一致的行为）

—— 对应动力学系统的遍历性（ergodicity）



Mixing: One may use the following picture to illustrate the concept of 
mixing

(a) Take a shaker that consists of 20% rum and 80% cola, with the 
part of rum representing the initial distribution of the considered 
initial states as “incompressible fluid” in phase space. 

(b) Shaking the shaker for a time long enough, then, every part of 
the shaker (of macroscopic scale), however small, will contain 
“approximately” 20% rum, representing that every part of the 
phase space contains 20% of the trajectories at time t. 

Imagine the dispersion of a drop of ink in a glass of water，

or the following procedure. 



Mathematical expression

Mixing implies ergodicity, but, the converse is not true. 

对扩散过程的描述——需要混合性（mixing）性质（Krylov）



K-systems have invariant sets with positive KS (Krylov, Kolmogorov, 
Sinai) entropy. 

It has been proved that KS entropy is the summation of positive 
Lyapunov exponents. 

Therefore, a K-system has positive Lyapunov exponent.

When we speak of a chaotic system, we usually mean a K-system.

We mention that σ1 is not usually the same constant for all stochastic 
regions; distinct, isolated regions of stochasticity generally have  
different values of σ1 .



正常热传导，满足傅里叶定律。

其机制——通常与系统动力学运动的混沌性（chaotic）有关。

（注：言“通常”，是因为存在反例。）



A C-system, also called Anosov-system, is one which is chaotic and 
is hyperbolic at every point in the phase space (not just on the invariant 
set). 

A Bernoulli system is a system which can be represented as a 
symbolic dynamics consisting of a full shift on a finite number of 
symbols. 
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(2) 量子统计力学基础研究中

——希尔伯特空间的性质所带来新问题

（1） 非简并情况下，一个能级仅对应一个状态，因此，无法谈论能

 量面上的各态遍历。

（2） 系综的数学描述为密度矩阵，为算子，在任何基矢上有对角与

 非对角元。



An approach proposed by Schrodinger:

Relating ρcan to the reduced density matrix ρs of the system S, which is 
weakly coupled to a huge environment.

微正则描述：ρmic =Ση
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内的大系统能量本征态所张子空间.
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对于子系统的正则描述：

系统S
环境

 
Ɛ

量子系统的描述：

 
大系统 = 子系统+环境

能量本征态



就描述子系统的性质而言，大系统微正则系综的预言，与

 其（希尔伯特空间的）能量壳子空间

 
中大多数矢量

 的预言基本一样。

（3）对微正则系综适用性的一个新理解：



S.Popescu, A.J.Short, and A.Winter, 
Nature Physics 2, 754 (2006).

主要结果：

是

 
中的一个典型态矢量。

为大系统能量本征态。

为高斯无规数。

具体内容

ρS=TrE

 

ρmic



所用数学性质：Levy引理





从量子微正则描述到正则描述推导中所遇到的困难。

经典情况（见诸教科书）：

对子系统的描述 —— 系统处于各可能状态的几率。

从微正则描述到正则描述的推导 ——用到近似

相当于假设环境的态密度局部地随能量按指数增长。

量子情况中出现的问题：

对子系统的描述——系统的约化密度矩阵。ρS=TrE

 

ρmicro

推导中所遇到的问题——证明子系统的约化密度矩阵在系统能量本

 征基矢上为对角的。

(4) 从量子微正则系综到正则系综 （极弱耦合情况）



S.Goldstein, et al, Phys.Rev.Lett. 
96, 050403 (2006).

Consider a system S and a huge environment E

To use typicality to derive useful results, δE should not be too small.



极弱互作用情况。
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其维数远大于S的Hilbert空间维数。

考虑子空间



中的典型态矢量
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。



假设环境的态密度局部地随能量按指数增长

为正则分布

Goldstein 等人工作的主要结果：

中的典型态矢量所给出的约化密度矩阵

 
，

（1）在系统S的能量本征态基矢上为对角的，

（2）其对角元正比于

 
子空间的维数。

大系统微正则分布所给的ρS 有正则分布形式。



大系统的Hilbert空间的维数，随系统大小按指数增加。

因此，未扰动（大）系统的近邻能级间距，随系统大小按指数减小。

（大系统的能量随系统大小最多按幂次增长）

不再成立，Goldstein等人的推导不适用。

固定强度的弱互作用下，当环境足够大， |ET
η

 

> ≠

Riera, Gogolin, and Eisert (PRL,108,080402 (2012))证明，互

 作用足够弱时，约化密度矩阵仍然为正则分布。

更实际的弱互作用强度情况



对ETH的理解：

若能量本征态可视为典型态，则ETH是Levy lemma的特例。

（5）热化（thermalization）机制、系统的趋平衡过程与ETH



？





热化：几十年前

 即有人研究，近

 来受到很多关注。

—— 实验、数值

 计算方面有许多

 进展。
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(6) 非极弱耦合下小量子系统的统计描述

非极弱互作用下，

不再成立。

ρS≡TrE

 

ρmic ≈

 
中典型矢量所给约化密度矩阵

中典型矢量所给约化密度矩阵≈

回顾

 前述

 思路
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(i) 引入系统S的重整化的自哈密顿量，转动能量本征矢，使

 新的

 
接近于

我们的处理方法：

具体手段：

减小H在

 
基上的非对角元，使

(ii)假设系统S仅与环境的很小部分有直接的相互作用。



基本结果：

系统S的统计描述为由重整化哈密顿量HSR所给出的正则描述。

是

 
在子空间

 
中的期待值的平均值。



特例：互作用哈密顿量为直积形式

 
（比如自旋情况）

（1）ε足够小，得到通常的正则描述

（2）

 
为常数，则

相当于环境所产生的经典场。

例如在外磁场中的单自旋，

 
一般被视为自哈密顿量的

 一部分



（1）趋平衡过程，即约化密度矩阵趋向于正则分布的过程。（热化）

（2）与环境有非极弱耦合情况下，系统的统计描述。

（3）局域平衡系统的微观描述。

（4）远离平衡态的微观动力学描述。

统计力学基础中未解决问题：



The canonical typicality approach suggests:

An equilibrium state of a subsystem is described by the reduced 
density matrix given by a typical vector in an appropriate energy 
eigen-subspace of the Hilbert space of the total system. 

——unnecessary to consider an ensemble.

What is an equilibrium state of a system S?

How could we explain the fact that an equilibrium state behaves 
like an ``attractor’’?

（4）启示、以及对平衡态性质（本质？）的一种新理解

Because, typical vectors give almost identical reduced density 
matrices.

暂时摆脱系综框架



建立远离平衡态的普遍理论所遇到的关键难题之一：

如何将统计描述与动力学描述更协调、自然地统一起来？

前述理解：平衡态统计理论的成功，可能部分根植于高维线性空间中

 典型态的某些数学性质。
这为描述子系统非平衡态的性质预留了空间。
（1）大系统若处于非典型态

 
—— 有非平凡的动力学演化。

（2）若在某子空间中的分量有典型态的特征
—— 可部分应用统计描述。

该新思路在未来几（十几）年会有效推动对非平衡态的理解吗？

启示



Thank you!
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