
量子混沌：
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内容概要
1. “量子混沌”概论

2. 量子运动在弱扰动下的稳定性
3. 推广的扰动论



退相干，preferred (pointer) states。
小量子系统的统计性质，统计力学基础。

玻色-爱因斯坦凝聚体，光格中的超冷原子。

量子力学基础，测量问题。

量子系统在小扰动下的稳定性问题（“量子混
沌”） 。

我们小组主要研究领域与兴趣



量子混沌
与规则
系统的

动力学行为

无外界扰动

有外界扰动

规则或
复杂外界

考虑或者
不考虑纠缠



(1)问题所在
(2)能谱的统计性质
(3)波函数的统计性质
(4)经典轨道与疤痕
(5)动力学局域化

一. 量子混沌领域——概论



研究发现，在适当条件下，经典哈密顿系统会拥有混
 沌运动，即具有对初值敏感性（指数发散）的运动。

由于 Schrödinger 方程是准周期的，

U(t)=exp(-iHt/ћ)

在长时间情况下，经典式的混沌运动一般不会出现。

1 问题的提出

量子系统会有混沌运动吗?



更确切的问题是:

经典混沌运动会有哪些量子表现？



2 能谱

其平均行为，即平均能级密度，在规则与混沌系统
 中，无本质区别。

可以被分解为平均行为与涨落



能谱的统计行为，在经典规则与混沌的情况
 下，有重要区别。

研究方法：

（1）unfolding，将不同系统的平均行为统一起来，使得平
 均能及间距为 1。

（2）研究能级的涨落行为。

例如，近邻能级间距的统计分布P(s):  P(s)ds
 

为近邻能级间
 距在s与s+ds之间的几率。



规则系统——泊松分布：

（自由度数大于1，能级数趋于无穷）

The reason is that the spectrum here can generally be 
regarded as combination of unrelated series of 
numbers, which gives Poisson distribution. 



经典下有混沌运动的系统:

Bohigas
 

et al (1984) 数值地发现经典为混沌的系统的
 P(s)  分布与无规矩阵理论的预言一致。

无规矩阵理论（Random matrix theory）: 

Consider an ensemble of matrices with given 
distribution of the elements, e.g., some type of 
Gaussian distribution, under suitable conditions 
imposed by symmetry. 

For Gaussian orthogonal ensemble (with time 
reversal symmetry), it is approximately



P(s) 分布在可积与混沌系统中的主要区别在于
 

s=0 
附近的区域, 即有无能级排斥(level repulsion).





Instead of P(s), it is easier to study the so-called 
form factor, which is the Fourier transform of the 
two point correlation of the oscillatory part of the 
density of states. 

Berry (1985) --the agreement of the zero order.

Sieber
 

and Richter (2001) – first order

Haake’s group（2003-2004）
 

– second and higher 
orders.

无规矩阵理论适用性的半经典推导



3 波函数在可积基矢上的统计性质

对于有时间反演对称性的系统，无规矩阵理论预言高
 斯分布。但是，由于波函数的长尾部的关系，该预言
 只在少数系统中得到证实。



4 经典周期轨道与疤痕

台球桌

 
(billiard) 模型





5 动力学局域化

The kicked rotator model: In the classical case with 
infinite domain of momentum, classical diffusion 
makes the energy increases monotonically. 

While in the quantum case, there is suppression of 
the classical diffusion of energy.

This is called dynamical localization, emphasizing its 
difference from Anderson localization in a random system. 

Mathematical relation of the two localizations has been found. 

A quantum system follows the classical dynamics only within a 
short time, usually of the scale of Ehrenfest

 
time.



二.量子混沌领域——近期的一些
 

进展

量子系统在小扰动下的稳定性问题

——量子Loschmidt回波（保真度）之衰减行为。

主要研究手段——半经典方法，利用量子混沌领
 域中多年积累的成果。

Wang and Li, Phys. Rev. E 66, 056208 (2002). 

Wang, Casati, and Li, Phys. Rev. E 69, 025201(R) (2004). 

Wang, Casati, Li, and Prosen, Phys. Rev. E 71, 037202 (2005). 

Wang and Li, Phys. Rev. E 71, 066203 (2005). 

Wang, Casati, and Li, Phys. Rev. E 75, 016201 (2007). 



问题背景之一
 ——需要稳定量子控制的领域，如量子信息及

 BEC等

外界的扰动

量子系统

对其内部参数
不能完全掌控

H=H0 +εV（ε为小量），即小扰动总是存在。

问题：这种小扰动是否会影响系统的稳定性？

需要精确控制量子系统的演化

ћ很小



问题背景之二
 ——量子混沌领域

经典混沌系统
的状态

初条件的微小变化

系统的微小变化

由李雅普诺夫
指数所刻画的稳定

性问题

量子“混沌”系统

的状态

初条件的微小变化

系统的微小变化

不敏感

？



小扰动所导致的稳定性问题的定量描
 述

量子Loschmidt回波(Loschmidt echo)

物理意义：同一个初态，由略微不同的哈密顿量所给
 出的演化结果的重叠。

H=H0 +εV（ε为小量）

它是量子信息领域中保真度(Fidelity)这一概念的一个特例。



要研究的问题

M(t)衰减

规律分类

1. 强混沌系统

2. 弱混沌系统

3. 规则系统

具体而言，要研究的问题是：
对于有经典对应的量子系统，M(t)在以下情形

 中，在不同扰动强度以及时间尺度下的衰减行为
 的表达式。



1.对于强混沌系统之M(t)衰减的研究现状

ε

增
强

微扰区

FGR区

扰动强度
无关区

FGR：Fermi- 
golden-rule（费

 米黄金律）

M(t)为高斯衰减

M(t)为指数衰减，

衰减率正比于ε2

M(t)衰减率

与ε无关

我们给出迄今为
止最普适表达式

弱

中
 间

较
 强



较强扰动情况下，M(t)衰减公式

当有限时间李雅普诺夫指数

 为常数时，Λ(t)=λ，为李

 雅普诺夫衰减exp(-λt）。

 Jalabert,Pastawski,Phys.Rev.Lett. 
86,2490 (2001)

Silvestrov, Tworzydlo, 
and Beenakker 给出

 exp(-λ1 t) 衰减

Phy. Rev. E 67, 025204(R) 
(2003),

Wang, et al, Phys. Rev. E 71, 037202 (2005).



2. 弱混沌系统之M(t)衰减

我们证实半经典方法仍然适用，尽管无规矩阵理
 论已经不适用。

α的值由其所对应的经
 典系统的行为决定，

α=1解释数值实验结
 果。

α=2 为FGR衰减

M(t) ~ exp[-2D(ε/ℏ)α]。



3.规则系统中M(t)的衰减

我们着手
研究时所
面临的状况

解析方面

数值方面

初态为
高斯波包

单一初态的高斯衰减

平均之后的幂次衰减

高斯、指数，到幂次
衰减，以及一些奇怪

行为

初态为无规态 长时间行为为幂次衰减



规则系统中M(t)衰减之研究现状

t
增
加

单一初始态为窄的高斯波包，一般扰动势

初始平均高斯衰减

第二阶段高斯衰减

过渡区的指数衰减

幂次衰减

我们的解析结果
Wang, Casati, and Li, 

Phys. Rev. E 75, 
016201 (2007).

完全解释了以前的、
令人困惑的解析与
数值实验结果，

如：Weinstein and Hellberg, 
Phys.Rev.E 71, 016209 (2005).



规则系统之M(t)衰减



三.推广的布里渊—维格纳扰动论，及
 其在混沌或混合型系统中的应用

Wang, Izrailev, and Casati, Phys. Rev. E 57, 323 (1998).

Wen-ge Wang, Phys. Rev. E 61, 952 (2000). 

Wen-ge Wang, Phys. Rev. E 63,036215 (2001). 

Wen-ge Wang, Phys. Lett. A 291, 249 (2001). 

Wen-ge Wang, Phys. Rev. E 65, 036219 (2002). 

Wen-ge Wang, Phys. Rev. E 65, 066207 (2002). 等等



背景

当初已知，即使在强扰动情况下，

当E0
k足够远离 Eα

 

(λ)时，可以用微扰
 论研究C α k 。

考虑未扰动系统H0 与被扰动系统H(λ)，
H=H0 + λV。

系统H(λ)与H0 的本征态分别记为|α〉和|k〉，
其展开系数记为

C α
 

k = <k| α
 

>



问题及解决方法

解决方法: 

对于一个态|α〉，将基矢|k〉的集合分为两部分，分别
 对应投影算子

于是，态|α〉被分为两部分，

问题：对于微绕论在这种情况下的适用
 性，其定量判据是什么？



推广的扰动论的基本结果

当以下条件被满足时，

能量本征态|α〉的一部分可以被展开为收敛的扰动
 级数

我们称该部分为|α〉的微扰部
 分，最小的另一部分称为非微扰

 部分。 布里渊—维格纳扰动

 论：非微扰部分只含

 有一个基矢。

判据



与普通微扰论的比较

普通的定态微扰论

用一个展开系数
去表示其余系数

会有较小的分母

推广的布里渊
—维格纳扰动论

用一些展开
系数去表示其余

系数

无小分母

可能发散

可以直接用来计算
能量本征矢与值

总是收敛

不适于直接求解
本征问题



推广的扰动论的用途与意义
 ——研究能量本征函数的结构

非微扰部分的性质：

引入重整化的哈密顿
 量，研究并解释了一些

 模型中出现的动力学局
 域化等现象。

能量本征函数的微扰与非微扰部分有着定性的区别。



能量本征函数的非微扰部分：

对非微扰部分的统计研究。对于混沌系统，数值上
发现其统计性质与无规矩阵理论的预言相一致。

Lipkin模型

能量本征函数之非微
 扰部分分量的统计分
 布（实线为无规矩阵
 理论的预言）。



谢谢！
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