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中文摘要

摘 要

本文主要介绍了我们对宇宙暗能量、残余引力波和宇宙微波背景辐
射(CMB)极化的一些研究结果。宇宙暗能量，残余引力波和微波背景辐射
是目前宇宙学研究中非常热门的课题，它们对于理解宇宙中最基本的物质
构成，极早期宇宙的暴涨过程，以及宇宙在漫长的演化过程中的演化行为
等问题的研究都具有极为重要的意义。目前大量的观测数据的出现，特别
是Ia 型超新星数据，CMB扰动谱等数据的出现，使得近期对这几个问题的
研究更为重要。本文共分五章。

第一章介绍了宇宙学研究的一些背景知识，着重介绍了目前暗能量,引
力波和CMB的研究现状和最新进展。在本章中我们同时简要介绍了我们在
这几个方面所作的工作。在暗能量方面，我们简要介绍了宇宙暗能量问题
的起源，目前主要的观测手段，目前暗能量理论研究的现状，几类主要的
暗能量模型，暗能量模型存在的主要问题等。本章中还介绍了我们主要研
究的两类暗能量模型：Quintom模型和Yang-Mills凝聚的暗能量模型。简要
介绍了这两类模型的主要特征,以及与观测数据的比较等问题。在引力波方
面，我们首先简要阐述了引力波在引力论研究中的地位，当前引力波探测
的现状。引力波源的分类，及其各自的起源。着重介绍了我们研究的宇宙
残余引力波的主要特性，主要的观测手段，和我们在该方面的主要研究成
果,包括在宇宙残余引力波在加速膨胀宇宙中的演化行为,几种主要观测宇宙
残余引力波的方法的比较,目前的观测对模型的限制等;在CMB方面，我们首
先说明了CMB在当代宇宙学,特别是暴涨宇宙学中的极为重要的意义，着重
介绍了我们的解析计算的方法及其主要结论。

第二章中，首先讨论了暗能量的观测基础，各种理论模型以及模型
存在的两个主要问题：精细调节问题和宇宙巧合性问题。然后着重讨论我
们在这方面所作的两个主要工作：首先详细地介绍了一类Quintom 暗能量
模型，讨论了它与通常的Quintessence模型,以及Phantom模型的关系.然后
我们对模型进行了分类.接着我们研究了Quintom模型的演化方程,其势能的
演化与其状态方程演化行为的关系，模型在w-w’相空间的演化行为，其状
态方程跨越-1的可能性，其晚期吸引子解的行为，Quintom暗能量模型的
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重建问题，以及暗能量的扰动方程等.另外一种我们着重讨论的是我们提
出Yang-Mills场的暗能量模型，我们详细介绍了该模型的物理基础，基本的
演化方程，和该模型状态方程演化的基本性质。研究了该模型状态方程跨
越-1的可能性，“磁场”分量的影响，对宇宙巧合性问题的回答，暗能量和物
质以及辐射的耦合问题，该耦合对宇宙演化的影响以及对宇宙巧合性问题
的回答，Yang-Mills 暗能量与标量场暗能量的区别等。

第三章中我们首先介绍了引力波的一些基本性质，以及宇宙中存在的
两类重要的孤立引力波源：周期性的引力波源和突发性的引力波源，研究
了它们预言的引力波的大小及探测现状。然后着重讨论了宇宙背景的残余
引力波，研究了暴涨宇宙学模型中残余引力波的起源，分别用解析近似的
方法,严格解析的方法,数值计算的方法研究了在加速膨胀的宇宙中，残余
引力波的演化行为.同时我们还讨论了宇宙中微子和宇宙相变对引力波的影
响。并分别给出了一个简单的下降因子来描述其影响.然后我们讨论了残余
引力波的探测问题：首先简要介绍了目前探测残余引力波的几种主要的方
法，包括CMB极化的探测方法，毫秒脉冲星信号残差的探测方法，激光干
涉仪直接探测的方法以及宇宙核合成的限制方法。并且针对各种不同的暴
涨模型，考虑到引力波的红移压低效应，加速膨胀效应，中微子效应和宇
宙相变效应，我们给出了引力波能量密度的上限，并且将其与未来的探测
计划的观测能力作了比较，研究了不同的探测方法对引力波探测的优缺点
等问题。

在第四章中我们从Boltzmann方程出发,介绍了宇宙微波背景辐
射(CMB)的扰动和极化功率谱(包括电场型极化功率谱和磁场型极化功率
谱)的起源,及其各自所满足的演化方程.然后我们着重讨论宇宙残余引力波
作为扰动源的CMB功率谱的演化行为.其演化方程主要依赖于:宇宙残余引力
波的演化方程和可视函数的演化.对于前者,我们分别用了三种不同的方法:解
析近似方法,WKB近似方法和完全数值方法,分别求解了在加速膨胀宇宙中
残余引力波的演化.对于后者,我们用了两种近似来描述可视函数:高斯近似和
我们提出的半高斯近似.在此基础上,我们近似求解了CMB的极化功率谱,并
得到了一个关于极化功率谱的解析的积分表达式。利用该表达式，我们分
析了各种宇宙学参数:宇宙中的重子物质,宇宙暗能量,宇宙再电离,引力波功
率谱的谱指数,张量标量比等对极化功率谱的影响等问题。

第五章是全文的总结和一些展望。
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Abstract

This thesis mainly focuses on our studies on the cosmic dark energy,

relic gravitational waves and the polarization of cosmic microwave background

radiation (CMB), which are the most active issues in the modern cosmology.

The studies on them are very important for understanding the foundational

components of the universe, the inflationary physics in the extreme early

universe and the evolution of the universe. Recently, the open of a number
of observed data, especially the data of Ia Supernova and power spectra of

CMB anisotropy and polarization, makes the studies on these topics become

more and more important. This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, we introduce some background knowledge of the

modern cosmology, especially the recent studies and new processes on the

cosmic dark energy, relic gravitational waves and CMB. In this chapter, we

also briefly introduce our works on these topics. For the dark energy, we

briefly introduce the origin of the cosmic dark energy problem, the main ob-

servational methods, the status of the theoretical studies on the dark energy,

the popular models of dark energy and the important problems in the present

models. In this chapter, we also introduce two kinds of dark energy models,

which we are interested in this thesis: Quintom models and Yang-Mill con-

densate dark energy models. We introduce the important properties of the

models, the comparison with the observation. For the gravitational waves,

we first discuss the importance of the gravitational waves in the gravitational

theory, the status of recent observations on the gravitational waves, the dif-

ferent kinds of the sources of gravitational waves, and their origin. We mainly

focus on the relic gravitational waves. We introduce the important characters

of relic gravitational waves, the main observational method and our studies

on this topic: the evolution of relic gravitational waves in the accelerating

universe, the comparison of the different observational methods and the con-

straint on the models by the present observations. In the topic of CMB, we
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first introduce the importance of CMB in the cosmology, especially in infla-

tionary cosmology. Then we introduce our analytic calculation on the CMB

polarization and the important results.

In Chapter 2, we first discuss the observed foundation of the cosmic dark

energy, the models of dark energy and two important problems for the dark

energy models: the fine-tuning problem and the cosmic coincidence problem.

Then we mainly introduce two of our works on the dark energy: detailed

discussion on a kind of Quintom models, showing the difference between the

Quintom model and the general quintessence and phantom models. We sep-

arate the models into difference kinds. Then we investigate their evolution

equations, the relation of their potential and equation of state, the evolution

in the phase space of w-w’, the possibility of their equation of state crossing

-1, their late attractor solutions, the construction of the potential functions

of the Quintom models from the parametrized equation of state and the per-

turbation of this kind of dark energy models. We also discuss another kind

of dark energy: Yang-Mills condensate dark energy model, which has been

advised by us. We introduce their physical foundation, their evolution equa-

tions and some important characters of this kind of models. We investigate

the possibility of their equation of state crossing -1, the influence of the “mag-

netic” field, the coincidence problem in this model, the coupling between the

darn energy and matter (or/and radiation), the influence of these couplings

on the evolution of the universe, the coincidence problem in these coupling

models, the difference between the Yang-Mills dark energy and scalar dark

energy.

In Chapter 3, we introduce the basic characters of the gravitational

waves, and two kinds of important sources of gravitational waves in the uni-

verse: the periodic sources and pulsed sources. We investigate the prediction

of these sources on the amplitude of gravitational waves and the observed

status. Then we mainly discuss some topics on the relic gravitational waves,

investigating their generation in the early inflationary stage of the universe.

We use there different methods: analytic approximation, the exactly analytic

method and numerical method to study the evolution of the relic gravitational

waves in the accelerating universe. At the same time, we also study the ef-

fects of the cosmic neutrino and cosmic phase transition on the gravitational

waves, and find they can be described by a simple damping factor. Then

we discuss the topic of the observation on the gravitational waves. First, we

introduce four kinds of important observational methods for the relic gravita-

tional waves detection: the CMB polarization method, the millisecond pulsar
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method, the direct method by the laser interferometers and the constraint

by the BBN observations. Focused on the special inflationary models, after

taking into account the redshift-suppression effect, the accelerating expansion

effect, the neutrino damping effect and the cosmic phase transition effect on

the gravitational waves, we give the upper limit of the strength of the gravi-

tational waves. Comparing this limit with the sensitivities limits of the future

observational projects, we study the advantage and disadvantage of different

observational methods.

In Chapter 4, we discuss from the Boltzmann equations. We introduce

the origin of the power spectra of the anisotropies in CMB temperature and

polarization (including the electric-type and magnetic-type polarizations),

and their evolution equations. Then we focus on the evolution of the CMB
polarization generated by the relic gravitational waves. We find the evolution

mainly based on the evolution equation of relic gravitational waves and the

visibility function. Due to the former, we use three different methods: ana-

lytic approximation, WKB approximation and exactly numerical method, to

solve the evolution of relic gravitational waves in the accelerating universe.

For the visibility function, we use a Gaussian and a half-Gaussian visibility

function to approximate it. Then we obtain an analytic integral formula of

the CMB polarization power spectra. Based on this formula, we study the

influence on the polarization by the cosmic parameters: cosmic baryon, cos-

mic dark energy, cosmic reionizaiton, tensor spectral index, the tensor/scalar

ratio and so on.

The summary and future discussions are presented in Chapter 5.

The thesis has been partially supported by Graduate Student Research

Funding from USTC.
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CHAPTER 1. 引言

第第第一一一章章章

引引引言言言

现代宇宙学的建立，可以追溯到上世纪初。爱因斯坦在建立了广义相

对论不久， 就将其应用到宇宙学研究。基于当时对宇宙的理解，爱因斯坦

引进了宇宙学常数项， 试图建立一个静态的宇宙学模型。该模型存在两个

问题： 首先是爱丁顿在该模型提出不久就发现该模型是不稳定的。也就是

说只要存在一个很小的扰动， 该模型的静态条件就会被破环。而且后来哈

勃发现宇宙确实在膨胀。 其次，为什么要引进宇宙学常数项？它是一个简

单的常数，还是有其相应的物理起源？有意思的是， 该宇宙学常数与当代

宇宙学研究的一个热门问题−暗能量有着密切的关系。这一点我们 在以后
的讨论中会提到。

宇宙学作为一门观测科学，起源于上世纪二十年代初，哈勃发现大部

分的星云是星系， 而且它们正离我们远去，对星系的认识，第一次把人类

的目光引向宇宙深处， 加上后来轻元素相对丰度的测量和宇宙微波背景的

辐射的观测， 一并称为现代宇宙学的三大基石，奠定了现代宇宙学的理论

框架，即现在被广泛接受的基于热大爆炸的宇宙学模型。 而爱因斯坦广

义相对论和宇宙学原理基本假设则提供了描述宇宙概貌及其演化的有效手

段。 随着探测技术，特别是空间探测技术的发展，新一代高精度的气球，

望远镜和卫星等实验数据的空前积累极大丰富了人们对宇宙的认识。 同时

宇宙学的研究也取得了突飞猛进的发展，尤其是 2003 年和 2006 年两次公

布的威尔金森各向异性探测器的观测结果 [Bennett et al., 2003]，斯隆数字

巡 天等结果的出现 [Tegmark et al., 2004]，精确地给出了大多数宇宙学参

数的测量结果， 并最终建立起了宇宙学的标准模型：暴涨+ΛCDM模型。

1



该模型认为，现在宇宙中地主要组分是:约 73% 的暗能量（或真空能），约

23% 的暗物质（主要是冷暗物质），4% 左右的重子物质,以及少量的光子

和中微子。其中未知的暗能量和暗物质是现在宇宙的主要组分， 这是当代

宇宙学观测给出的最重要、最出人意料的结果。另外该模型认为在宇宙的

极早期，大爆炸开始之前， 宇宙存在一个急速膨胀阶段，即暴涨阶段，该

阶段抹平了早期宇宙可能存在的各种不均匀性并且留下了后来宇宙结构形

成的种子。

宇宙暗能量的研究是当今宇宙最重要的研究课题之一。它的观测首先

来源于 1998 年对 Ia 型超新星的观测 [Riess et al., 1998]， 该观测表明现今

的宇宙处于加速膨胀阶段。后来通过CMB 的观测，宇宙大尺度结构的观

测，以及宇宙重子振荡， 弱引力透镜，伽玛暴等观测都证实了该加速膨胀

的存在。导致宇宙加速膨胀的物质组分我们一般称之为暗能量。 它有以下

几个特点：其一暗能量的（有效）物态是负的， 而且至少要小于−1/3，这

样才有可能导致宇宙的加速膨胀； 其二多数观测都表明暗能量的分布没有

明显的成团性质，其分布是均匀并且各向同性的。 暗能量的物理本质非常

令人困惑，目前常用的有以下几种模型：第一种是爱因斯坦引进的宇宙学

常数；第二种是标量场模型该模型； 第三种是矢量场模型。宇宙学常数模

型能够自然地给出了ω ≡ −1的物态， 并且与多数宇宙学观测能够很好地符

合 [Seljak et al., 2005]。但是从理论方面考虑，该模型存在以下几个问题：

首先宇宙学常数的起源是什么？ 多数人认为它与真空能量有关，但是粒子

物理所预言的真空能与观测到的暗能量在量级上相去甚远。 因此要得到现

在的宇宙学常数，需要对宇宙的初始条件作非常精细的调节，这就是所谓

的精细调节问题； 其次由于物质的演化行为与宇宙学常数很不一样，但为

什么如今的物质密度和宇宙学常数的等效密度在同一个量级？ 这就是所谓

的恰好性问题。 在宇宙学常数模型中，这是非常棘手的两个问题。正是由

于这些原因，人们更加倾向于暗能量的动力学模型。其中最 常用的是标量

场模型，如Quintessence [Wetterich, 1988]，Phantom [Caldwell, 2002]，K-

essence [Armendariz-Picon et al., 1999]，以及Quintom [Hu, 2005]等。 最近

暗能量观测数据的丰富积累使得探测暗能量状态方程的演化成为可能。 最

直接探测暗能量本质的超新星数据倾向于暗能量为状态方程跨越−1的动

力学模型。 这是通常的Quintessence，Phantom和K-essence都不能实现的

[Vikman, 2005]。而Quintom 是最简单的实现该限制的动力学唯象模型，
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CHAPTER 1. 引言

它由一个Quintessence场和一个Phantom场拼凑而成。我们考虑一种比较简

单的Quintom 模型 [Zhao&Zhang, 2006a]，考察Quintom模型的一些基本性

质：研究其在 ω − ω′ 相空间的演化行为；研究其 ω 跨越−1的可能性； 研

究其ω 的演化与势能函数的关系；研究从ω 的参数化模型直接构造势能函数

的方法；研究其扰动的演化行为。 矢量场是研究暗能量的另外一种比较常

用的模型。和标量场模型相比，矢量场模型有一些不同的特性。我们着重

讨论 了我们提出的Yang-Mills 场的暗能量模型 [Zhao&Zhang, 2005a; 2006b;

2006c; Xia,Zhang&Zhao, 2006]，该模型有比较扎实的物理起源和很少的可

调参数。 我们首先研究该模型的一些基本的性质，其物态的演化行为，其

实现ω 跨越−1的可能性等问题。然后我们着重研究了该模型中宇宙的恰好

性问题。 研究发现，在该模型中，宇宙的恰好性问题是不存在的，或者更

确切的说： 宇宙的恰好性问题可以归结为宇宙的精细调节问题，而精细调

节问题却涉及到暗能量的物理本质，这个目前一无所知的问题。 最后我们

还讨论了Yang-Mills 场和暗物质、辐射物质的可能的耦合，以及宇宙的演

化行为。 研究发现在这些模型中，宇宙的恰好性问题仍然是自动不存在

的，有意思的是 该模型可能架起一座桥梁，使得大爆炸宇宙模型和稳态宇

宙模型自动地统一起来。前者预言了宇宙核合成，宇宙微波背景辐射等，

而后者则预言了宇宙的加速膨胀，而这些都被观测所证实。

引力波是爱因斯坦广义相对论的自然预言。在广义相对论提出不久，

爱因斯坦便在弱场近似下求解场方程，发现了其具有波动解。 上世纪五、

六十年代，Bondi等人求解了引力波的严格解，最终从理论上令人信服地证

明了引力波的存在 [Bondi, 1957]。从观测上，引力波存在的证据首先来自

于Hulse 等人对脉冲双星轨道周期的观测 [Hulse&Taylor, 1975]，发现观测

结果与相对论的预言符合得很好，因为辐射引力波而使得双星逐渐靠近，

公转周期变短。 现在有更多的团组正在利用各种不同的仪器来试图直接

观测引力波，最主要的仪器包括探测球和激光干涉仪两种。 引力波研究

之所以引人注目，是因为通过对引力波的研究可能对下几个方面的研究取

得突破性的进展：1、理论物理， 特别是引力理论的研究将取得长足的发

展；2、致密星，特别是黑洞附近物理的研究将取得突破性的进展； 3、引

力波研究也将大大推动早期宇宙，特别是宇宙光子退耦以前历史的研究。

在天体物理中，引力波的波源主要有以下两类：孤立的引力波源和背景的

残余引力波。 前者主要是由致密的天体如中子星、黑洞、白矮星等产生，
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这些都是激光干涉仪最主要的探测目标； 后者是由极早期宇宙暴涨产生并

遗留下来的。我们讨论的重点是后者。 目前对它的探测，除了激光干涉仪

直接探测以外还有其他的两种方法， 一种是利用毫秒脉冲星精确的周期的

信号残差来限制引力波；另一种是通过探测CMB 的磁场型极化功率谱来

探测引力波。在现阶段加速膨胀的宇宙学模型中，暗能量的多少可以直接

影响引力波的功率谱， 因此原则上我们可以通过观测引力波的功率谱来反

过来研究宇宙中的暗能量．在本文中，我们首先分别利用近似解析的，数

值的， 严格解析的方法研究了在加速膨胀的宇宙中残余引力波的演化行

为，并着重讨论了加速膨胀（暗能量）对引力波能谱的影响 [Zhang et al.,

2005b; 2005c; 2006]。发现加速膨胀的影响可以归结为一个简单的damping

因子。然后我们讨论了其他效应，如暴涨原初谱，红移压低效应，中微

子，宇宙相变对引力波功率谱的影响， 发现最终的引力波能谱可以写为一

个简单的解析表达式 [Zhao&Zhang 2006d]。在该表达式中，各种宇宙学参

数如暴涨能标，原初谱指数及其跑动， 宇宙暗物质与暗能量的相对密度，

宇宙中自由的相对论流体所占比例，以及宇宙的相变参数的影响很明显地

表现出来。 然后我们综合目前对引力波的各种限制， 比较了各种探测方法

的优缺点，以及未来各种探测计划的探测能力，并给出了暴涨预言的引力

波的上限。

由于CMB的磁场型极化功率谱只能由引力波产生，而不能由密度扰动

产生，因此观测CMB的磁场型极化功率谱是探测极低频引力波的最主要的

方法之一，而这同时也是CMB 研究的主要目标之一。在加速膨胀的宇宙学

模型中，暗能量的多少可以直接影响引力波的能谱，从而影响极化功率谱

的大小，因此原则上人们可以通过观测CMB的极化功率谱来反过来研究宇

宙中的暗能量． 我们解析地求解了在加速膨胀的宇宙中，CMB的磁场型极

化功率谱 [Zhao&Zhang, 2005b]，其中对于引力波我们分别利用了解析近似

的方法，完全数值的方法，WKB 的方法来求解，对于可视函数，我们分别

利用了高斯近似方法和半高斯近似的方法，对求解Boltzmann 方程组，我

们精确到了二阶紧耦合近似，最后得到一个关于极化功率谱的解析的积分

表达式，它直接依赖于退耦时刻的引力波的演化行为， 以及依赖于退耦时

刻的物理。我们利用该表达式研究了各种宇宙学过程和宇宙学参数对极化

功率谱的影响， 特别是宇宙复合过程地影响，宇宙重子，暗能量，原初谱

的大小以及谱指数的影响。
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

第第第二二二章章章

宇宇宇宙宙宙中中中的的的暗暗暗能能能量量量

本章中我们首先简要介绍一下有关暗能量的背景知识， 主要包括其观

测基础和模型研究的现状以及模型存在的一些问题。 然后我们着重讨论了

两类暗能量模型：Quintom 模型和 Yang-Mills 暗能量模型。 Quintom 模型

是一类比较常用的暗能量模型，它能够自然地产生跨越 −1的状态方程。在

我们的工作中，构造一类比较简单的 Quintom 模型，研究其演化行为，状

态方程跨越 −1的可能性，晚期吸引子解的行为，势能函数的构造，以及其

扰动情况。 然后详细介绍我们提出的 Yang-Mills 暗能量模型，介绍它的物

理动机，基本的演化行为，状态方程跨越 −1的可能性，对重合性问题的回

答，“磁场”的影响，暗能量和物质及辐射的耦合，Yang-Mills 暗能量与标

量场模型的区别等问题。

§ 2.1 暗能量

暗能量是近几年来观测宇宙学最重要的发现之一。综合各种观测，包

括宇宙微波背景辐射温度各向异性功率谱、 宇宙大尺度结构、Ia型超新

星、Ly-α forest功率谱等观测数据，人们给出了宇宙学的标准模型：暴涨+

ΛCDM模型。该模型告诉我们：宇宙中的物质部分只占大约 30%，其中重

子物质只有约 4%。而大约 70% 的组分是暗能量，它直接推动了现在宇宙

的加速膨胀。
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2.1 暗能量

§ 2.1.1 Friedmann-Robertson-Walker宇宙

描述宇宙动力学的 Einstein 场方程是高度非线性的方程。但是如果所

研究的对象具有内部对称性， 则该方程可以被大大简化，从而得到解析

解。对于宇宙学研究，基于均匀各向同性的基本假设， 宇宙的演化满足

Friedmann-Robertson-Walker（FRW）度规。该度规可以写为

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
, (2-1)

其中 a(t)是宇宙的尺度因子，t是宇宙时间。而坐标 r、θ、φ是共动坐标。

方程（2-1）仅仅利用了宇宙的均匀各向同性的假设，并不包含动力学信

息。 宇宙的膨胀决定于尺度因子的演化，它由宇宙中的物质分布来决定。

常数 K 表征宇宙的几何性质， K = −1 表示宇宙空间是开放的，K = +1

表示宇宙空间是闭合的，而 K = 0 表示宇宙是空间平直的。该度规通常可

以写为另外一种形式：

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + f 2

K(χ)(dθ2 + sin2 θdφ2)
]
, (2-2)

其中

fK(χ) =





sin χ, K = +1

χ, K = 0

sinh χ, K = −1

. (2-3)

宇宙尺度因子和物质密度的演化由 Einstein 场方程来决定。假设宇宙

中的物质为理想流体，Einstein 场方程可以简化为 Friedmann 方程组

H2 ≡
(

ȧ

a

)2

=
8πGρ

3
− K

a2
, (2-4)

Ḣ = −4πG(p + ρ) +
K

a2
, (2-5)

其中 H 就是所谓的 Hubbble参数， ρ和 p为宇宙中总的物质密度和压强。

我们也可以把方程（2-4）改写为下面的形式

Ω(t) + ΩK = 1, (2-6)
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

其中 Ω(t) ≡ ρ(t)/ρc(t) 是一个无量纲的能量密度参数，ΩK = K/(aH)2 是宇

宙曲率的等效能量密度，而 ρc(t) = 3H2/8πG 是宇宙的临界密度。很明显

物质的密度决定了宇宙的空间几何

Ω > 1 (ρ > ρc) → K = +1, (2-7)

Ω = 1 (ρ = ρc) → K = 0, (2-8)

Ω < 1 (ρ < ρc) → K = −1. (2-9)

由于目前理论预言和实际观测都表明现在宇宙是近似平坦的， 因此除特殊

说明，在我们后面的讨论中都只考虑 K = 0的情况。方程（2-4）和（2-5）

也可以改写为另外的形式

ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0, (2-10)

ä

a
= −4πG

3
(ρ + 3p). (2-11)

其中前者就是能量守恒方程，而后者描述了宇宙的加速度。 从该方程我们

可以看出只有当 ρ + 3p < 0 的时候，宇宙才能是加速膨胀的。

§ 2.1.2 暗能量存在的实验证据

暗能量存在的证据主要有以下这些；（1）最直接的证据是 1998 年人

们对 Ia 型超新星的观测揭示现阶段宇宙在加速膨胀 [Riess et al., 1998]，

由 Einstein 场方程可知，加速膨胀要求 p < −ρ/3。由于通常的辐射，

重子和冷暗物质的压强都是非负的， 所以当今宇宙必定由一种未知的负

压物质所主导，通常称之为暗能量。（2）近几年对微波背景辐射涨落的

角功率谱第一个峰位置的观测揭示现在的宇宙是非常平坦的 [Bennett et

al., 2003]，即宇宙的总密度约等于临界密度，而宇宙曲 率项的等效密度

为：Ωk = −0.010+0.016
−0.009。 然而微波背景及大尺度结构的一系列观测表明

在现阶段冷暗物质、 重子物质、光子和中微子的密度之和只占到总密

度的三分之一左右， 还留下三分之二的空缺， 这也就间接表明了今天

的宇宙是由暗能量主导的。WMAP 给出的数据是：考虑空间平坦的宇宙

WMAP+SNLS 的数据显示：暗能量的物态方程 ω = −0.97+0.07
−0.09。如果假

设 ω = −1， 即暗能量为宇宙学常数，那么 ΩΛ = 0.72 ± 0.04。（3）另一
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2.1 暗能量

个独立的研究通过探测微 波背景的后期的积分 Sachs-Wolfe 效应也提供了

暗能量存在的证据，这方面的观测最近也取得了比较大 的进展。另外最

近通过对宇宙大尺度结构成团，Gamma暴，弱引力透镜，宇宙年龄，以及

宇宙重子振荡 的观测也都表明暗能量的存在。总之现在几乎所有的宇宙

学数据都与暗能量的存在是自洽的。详细情 况可参考最近这方面的综述

性文章 [Copeland et al., 2006]。下面我们主要介绍一下超新星的观测结果

[Padmanabhan, 1995; Riess et al., 1998; Copeland et al., 2006]。

对于高红移天体，如果我们知道它的绝对光度，那么可以通过与观测

到的视光度的对比来定下它的距离，即光度距离，其定义是

dL =

( L
4πF

)1/2

, (2-12)

这里 L 和 F 就是绝对光度和视光度，它们分别与星体的绝对星等 M 和视

星等 m 相对应：

F = 10−2m/5 × 2.52× 10−5 erg cm−2 sec−1, (2-13)

L = 10−2M/5 × 3.02× 1035 erg sec−1. (2-14)

因此视星等和光度距离的关系为

m(z) = M + 5 log10

[
dL(z)

1Mpc

]
+ 25, (2-15)

将通常的 Hubble 参数吸收进来定义一个无量纲量：

Q(z) ≡ H0

c
dL(z), (2-16)

这样我们得到

m(z) = M+ 5 log10 Q(z), (2-17)

其中

M = M + 5 log10

[
c/H0

1Mpc

]
+ 25 = M − log10 h + 42.38. (2-18)

FRW 度规下我们今天观测到的 t1 时刻发出的光（共动距离为 r1）对

应的光度距离为：

dL =
a2

0

a(t1)
r1, (2-19)
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

对应的与红移的关系为：

dL(z)

(1 + z)
=





R sinh
[

1
R

∫ z

0
dz′

H(z′)

]
, K = −1

∫ z

0
dz′

H(z′) , K = 0

R sin
[

1
R

∫ z

0
dz′

H(z′)

]
, K = +1

. (2-20)

其中 R 是开放或者闭合宇宙中的共动曲率半径，或者利用 Q(z) 可以将之

简单表示为：

Q(z) = (1 + z)
sinh

[
x(z)

√
ΩK

]
√

ΩK

, (2-21)

其中

x(z) =

∫ z

0

H0

H(z′)
dz′. (2-22)

天文学家们对 Ia 型超新星（SNIa）的绝对光度有比较好的了

解，作“标准烛光”利用对 Q(z) 的观测，这是目前探测暗能量最直

接的方法。自从 1998 年两个实验组 HZT（high z Search Team） 和

SCP（Supernovae Cosmology Project）各自独立发现宇宙加速膨胀以

来，SNIa 的数据越来越丰富， 对于限制暗能量的组分甚至其演化做出

了非常重要的贡献。图（ 2-1 ）给出了 157 个“Gold” SNIa 超新星数据点

（Riess组）和最近 HST 给出的超新星数据。图（ 2-2 ）结合 CMB， 大尺

度结构和星系团观测给出近期观测数据对 ΛCDM 模型参数的限制以及将来

SNAP（Supernova/Acceleration Probe）观测的预言结果。

§ 2.1.3 暗能量模型的研究现状

尽管天文观测揭示了暗能量的存在，但是今天的天文观测依然与状态

方程等于 −1 的 ΛCDM 模型比较好的符合。 宇宙学所期待的精确观测对于

ω = −1 的偏离，今天还没有达到揭示暗能量精细的物理本质的程度， 目前

物理学家对于暗能量的物理本质仍然处于一个探讨阶段。 下面我们介绍暗

能量的几种比较流行的模型，探讨暗能量模型的研 究现状，以及模型存在

的主要问题。

♣ 暗暗暗能能能量量量的的的候候候选选选者者者：：：真真真空空空能能能
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2.1 暗能量

(i)

(ii)

(iii)

(i)

(ii)

(iii)

图图图 2-1: 157个“Gold” Ia 型超新星数据点（黑点）和最近 HST 给出的超新星数据
（红点），以及对宇宙模型的拟和 [Copeland et al., 2006].

暗能量最简单的候选者是引入爱因斯坦引进的宇宙学常数 [Copeland et al.,

2006]。它的状态方程恒为 −1，能量密度是个常数，不随时间变化。 该常

数最初有 Einstein 引入来构造静态的宇宙学模型， 但是现在的观测发现该

模型却能够很好的解释现阶段宇宙的加速膨胀。 关于该常数的物理本质，

一般认为它起源于真空的零点振动能，即所谓的真空能。但是该模型在理

论上存在 一些难以克服的困难。这一点我们在下面的讨论中会一一提到。

♣ 暗暗暗能能能量量量的的的候候候选选选者者者：：：标标标量量量场场场模模模型型型

正如导致宇宙早期加速膨胀的主要候选者为标量场暴涨子一样，暗能

量也可能是动力学标量场。 当标量场具有正则的动能项的时候，我们

称之为 “Quintessence” 模型 [Copeland et al., 2006]。和引力最小耦合的

Quintessence 场的拉氏量为：

Lφ =
1

2
∂µφ∂µφ− V (φ). (2-23)

假设标量场 φ 的分布是均匀并且各向同性的，其对应的能量密度和压强分

10



CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量
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图图图 2-2: CMB，大尺度结构和星系成团的观测对 ΛCDM 模型参数的限制以
及SNAP的预期结果 [Copeland et al., 2006].

别为：

ρφ =
1

2
φ̇2 + V (φ), (2-24)

pφ =
1

2
φ̇2 − V (φ). (2-25)

对于 V (φ) ≥ 0，因此 Quintessence 的物态方程对应的区间为

− 1 ≤ ωφ ≤ 1. (2-26)

为了得到小于 −1 的状态方程，人们通常也考虑具有非正则动能项

的“Phantom”模型和“K-essence”模型。 这些模型或者可以得到大于 −1

的物态，或者可以得到小于 −1 的物态，但是却很难得到状态方程跨
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2.1 暗能量

越 −1 的情况。详细的讨论可以参考文献 [Vikman, 2005]。 为了使得 ω

能够跨越 −1，人们又构造了“Quintom”模型。该模型我们会在后面详细

讨论。当然还有一些其他的模型： 例如我们后面将要讨论的矢量场模

型，Chaplygin gas [Kamenshchik et al., 2001]，修改引力的 Cardassian Ex-

pansion 模型 [Free&Lewis, 2002]等等。 这些模型都有其成功之处，但是仍

然存在一些问题，比较详细的讨论可以参考最近的综述性文献 [Copeland et

al., 2006]。对于大多数暗能量模型，存在两个主要的问题，即精细调节问题

和恰好性问题。 下面我们以宇宙学常数模型为例，介绍一下这两个问题。

§ 2.1.4 暗能量模型存在的主要问题

这一小节中我们以真空能模型为例来介绍一下大多数暗能量模型都存

在的两个主要问题：精细调节问题，恰好性问题 [Steinhardt, 1997]。

♣ 精精精细细细调调调节节节问问问题题题

这个问题可以有更为通俗的描述：宇宙学常数为什么这么小？（对于动

力学场模型，我们可以问类似的问题：暗能量的能 量密度为什么这么

小？）。在量子场论中，真空的能动张量在形式上与宇宙学常数完全一

样：

(Tµν)vac = ρvacgµν , (2-27)

其中 ρvac 代表真空的能量密度。由 Einstein 方程可知，从观测角度真空能

和“裸”的宇宙学常数 Λ 是分 不开的，通常我们引入等效的真空能密度

ρeff = ρvac + Λ/8πG. (2-28)

观测发现

ρeff ∼ 2.8× 10−47GeV4. (2-29)

然而量子场论预言的真空能量密度 ρvac 在数值上要远远大于观测到的 ρeff。

我们以一种质量为 m 的自由标量场的基态能量密度来对 ρvac 做个简单估

算，把场作傅立叶展开，将对应的每一频率的谐振子的基态能相加，可以

得到

ρvac =
1

(2π)3

∫ M

0

1

2

√
k2 + m24πk2dk ' M4

16π2
, (2-30)

12



CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

其中 M 为物理的截断能标。由于量子场论预言的截断能标一般远远高

于 100 MeV，这样 ρvac 和 ρeff 将至少相差几十个量级，也就是说如果导

致今天加速膨胀的是真空能，观测将要求 ρvac 和 Λ/8πG 在几十个量级上

完全相消，才能给出今天如此小的观测值，这就是人们通常所说的精细

调节问题。 我们后面将会看到这个问题在大多数Quintessence模型和我们

的Yang-Mills模型中都存在。

♣ 恰恰恰好好好性性性问问问题题题

宇宙学常数为什么恰好是这么大？观测给出今天的真空能量密度和物质密

度处于同一个量级，即 ρm ∼ ρeff。但是物质与宇宙学常数有截然不同的演

化行为：ωΛ = −1， ωm = 0。由 ρ ∝ a−3(1+ω)，暴涨以后宇宙尺度因子膨胀

了几十个量级，为什么恰恰在今天达到了 ρm ∼ ρeff？为了得到这个结果，

就必须要求在宇宙早期对 ρeff 和 ρm 做非常精细的调节。这就是所谓的恰

好性问题。 但是应该指出这个问题在很多动力学模型中都可以得到很好的

回答。 例如在Quintessence模型中，如果取势能函数为 V = V0φ
−α，那么

该模型在宇宙演化中具有追踪行为，可以很好的避免恰好性问题。 在我们

的Yang-Mills场模型中，恰好性也是自动避免的。 关于宇宙恰好性问题，

我们将在后面的章节作详细的讨论。

§ 2.2 Quintom模型

§ 2.2.1 简介

目前研究暗能量最主要的方法还是通过各种观测来确定暗能量的状态

方程及其演化行为， 虽然多数观测都显示宇宙学常数模型能够很好地与观

测相符，但是还有很多观测呈现 一些出乎意料的迹象：有微弱的观测证据

表明，暗能量的物态方程可能是演化的， 并且这种演化是跨越 −1 的，即

在宇宙早期暗能量的物态是大于 −1，而现在却是小于 −1， 并且在演化中

曾经跨越 −1 [Corasaniti et al., 2004]。这种现象对暗能量模型提出了严峻的

挑战。

如前所述，虽然目前已经有很多暗能量模型已经被提出和研究过

了，例如最常用的 宇宙学常数模型，Quintessence，Phantom和最普遍的K-

13



2.2 Quintom模型

essence模型， 这些模型虽然可以使得暗能量的物态大于或者小于 −1，但

是却无法得到一个模型，使得其物态能够跨越 −1 [Vikman, 2005]。因此

在很多工作中，作者提出了一些更为复杂的模型来解决这个问题 [Torres,

2002]， 这也是目前暗能量研究的一个热点问题之一。

我们知道Quintessence能够给出 −1 ≤ ω ≤ 1 的物态，而Phantom能够

给出 ω ≤ −1 的 物态，因此最简单的能够模型是构造一个模型，该模型

是由一个Quintessence场 φ1 和一个Phantom场 φ2 来共同充当暗能量。而该

暗能量，我们通常称之为“Quintom” 暗能量，或者称为“精灵场”暗能量模

型。 [Feng et al., 2005; Hu, 2005]。 下面我们来研究这种模型的一些基本性

质。考虑作用量

S =

∫
d4x

√−g

(
− R

16πG
+ Lde + Lm

)
, (2-31)

其中 g 是度规 gµν 的迹，R 是Ricci标量，Lde 和 Lm 分别是暗能量和物质

的 lagrangian 密度函数。Quintom场的 lagrangian 密度可以写为

Lde = LQ =
1

2
(∂µφ1)

2 − 1

2
(∂µφ2)

2 − V (φ1, φ2) , (2-32)

其中 φ1 和 φ2 是两个是标量场，分别代表Quintessence和Phantom场。考虑

空间平坦的 FRW 宇宙，并且假设 φ1 和 φ2 的分布是均匀的，我们可以得

到Quintom的压强和能量密度

pQ =
1

2
φ̇2

1 −
1

2
φ̇2

2 − V (φ1, φ2) , (2-33)

ρQ =
1

2
φ̇2

1 −
1

2
φ̇2

2 + V (φ1, φ2) , (2-34)

其相应的状态方程为

ωQ ≡ pQ

ρQ

=
φ̇2

1 − φ̇2
2 − 2V (φ1, φ2)

φ̇2
1 − φ̇2

2 + 2V (φ1, φ2)
. (2-35)

明显可以看出：当 φ̇2
1 > φ̇2

2 时，ωQ > −1； 而 φ̇2
1 < φ̇2

2 满足时，ωQ <

−1。 因此Quintom是一类简单的唯象模型， 它的构造完全是为了得到一

个能够跨越 −1 的状态方程。 但是由于其势能函数的多样性，使得研究该

模型的一些普遍性质变得困难起来。 因此人们通常研究一些比较特殊的

模型。例如很多作者已经研究过一类Quintom模型， 其势能函数中 φ1 和
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

φ2 没有明显的耦合 [Guo et al., 2005a]。研究表明，这一类模型确实可以实

现 ω 跨越 −1。但同时发现其晚期的吸引子解总是 phantom-like 或者 Λ-like

的， 因此有可能导致宇宙的“大撕裂”。其原因也很容易理解：因为两个标

量场没有耦合， 我们知道在宇宙膨胀过程中，Quintessence的能量密度总是

随着宇宙膨胀而减小的（因为其物态满足 ω ≥ −1），而Phantom的能量密

度却是增大的，（因为其物态满足 ω ≤ −1），因此最终Phantom总会起主

导作用，并有可能导致未来宇宙的“大撕裂”。

在本章中，我们着重研究另外一类特殊的Quintom模型，其势能函数

具有下面的形式

V (φ1, φ2) = V (φ2
1 − φ2

2) . (2-36)

很明显在该模型中，φ1 和 φ2 是有耦合的，比较前面没有耦合的模型， 这

类模型因为其相对简单的势能形式而比较容易研究。并且在文献 [Aref’eva

et al., 2005] 中，作者发现这类模型可能是 D3-brane 宇宙的局域有效近似。

很容易发现该模型等价于一类非正则的复标量场模型 Φ = φ1 + iφ2，其

lagrangian 密度具有形式

Lde =
1

4

[
(∂µΦ)2 + (∂µΦ∗)2

]− V (Φ2 + Φ∗2) , (2-37)

这种最早在文献 [Wei,Cai&Zeng, 2005]中被提出。在这里我们主要关心这一

类Quintom模型的一些普遍的性质： 模型的分类，在 ω − ω′ 相空间中的演

化，晚期吸引子解的行为，势能函数的构造方法以及扰动演化行为等。

§ 2.2.2 Hessence和Hantom模型

我们考虑的Quintom场，其拉氏密度为

LQ =
1

2
(∂µφ1)

2 − 1

2
(∂µφ2)

2 − V (φ2
1 − φ2

2) . (2-38)

很容易发现，该拉氏量在下面的变换下是不变的

φ1 → φ1 cosh(iα)− φ2 sinh(iα) , (2-39)

φ2 → −φ1 sinh(iα) + φ2 cosh(iα) , (2-40)

其中 α 是常数。因此我们可以把拉氏量（2-38）写成另外一种形式

LQ = Lhe =
1

2

[
(∂µφ)2 − φ2(∂µθ)

2
]− V (φ) , (2-41)
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2.2 Quintom模型

这里我们用到了两个新的变量 (φ, θ)， 其定义为

φ2 = φ2
1 − φ2

2 , coth θ = φ1/φ2 . (2-42)

我们称这一类模型为“Hessence” [Wei,Cai&Zeng, 2005]。需要注意的是这种

形式的定义对模型附加了一个额外的要求， 即 φ2
1 > φ2

2。当 φ2
1 < φ2

2 时，

我们可以将拉氏量（2-38）写成另外一种形式

LQ = Lha =
1

2

[−(∂µφ)2 + φ2(∂µθ)
2
]− V (φ) , (2-43)

这里变量(φ, θ)的定义为

φ2 = −φ2
1 + φ2

2 , coth θ = φ2/φ1 . (2-44)

我们称这一类模型为“Hantom”。 在后面的讨论中我们将会发

现Hessence和Hantom模型具有不同的性质，特别是他们的晚期吸引子解。

♣ Hessence模模模型型型

我们从作用量出发

S =

∫
d4x

√−g

(
− R

16πG
+ Lhe + Lm

)
, (2-45)

其中Hessence场的作用量在方程（2-41）中。在空间平直的 FRW 宇宙中，

假设 φ 和 θ 都是均匀的，因此从作用量我们可以得到演化方程

φ̈ + 3Hφ̇ + φθ̇2 + dV/dφ = 0 , (2-46)

φ2θ̈ + (2φφ̇ + 3Hφ2)θ̇ = 0 , (2-47)

其中上点表示对宇宙时求导。Hessence的压强和能量密度分别为

phe =
1

2

(
φ̇2 − φ2θ̇2

)
− V (φ) , ρhe =

1

2

(
φ̇2 − φ2θ̇2

)
+ V (φ) . (2-48)

由方程（2-47）可以得到

Q = a3φ2θ̇ = const , (2-49)
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

如果把Hessence看作一种非正则的复标量场，那么 Q 就对应于某种守恒荷

[Wei,Cai&Zeng, 2005]。 因此我们可以用 Q 来替代 θ̇, 带入方程（2-46）, 可

以将运动方程改写为

φ̈ + 3Hφ̇ +
Q2

a6φ3
+

dV

dφ
= 0 , (2-50)

该方程等价于Hessence的能量守恒方程 ρ̇he +3H(ρhe +phe) = 0。而Hessence

的压强、能量密度和状态方程也可以改写为

phe =
1

2
φ̇2 − Q2

2a6φ2
− V (φ) , ρhe =

1

2
φ̇2 − Q2

2a6φ2
+ V (φ) , (2-51)

ωhe =

[
1

2
φ̇2 − Q2

2a6φ2
− V (φ)

]/[
1

2
φ̇2 − Q2

2a6φ2
+ V (φ)

]
. (2-52)

明显可以看出当 φ̇2 ≥ Q2/(a6φ2) 时，ωhe ≥ −1；而 φ̇2 ≤ Q2/(a6φ2)

时，ωhe ≤ −1。而过渡点发生在 φ̇2 = Q2/(a6φ2) 的时候。当 Q =

0 的时候，Hessence转化成普通的Quintessence模型， 因此我们可以

把Quintessence看作Hessence的一种特殊情况。如果定义有效势

Veff ≡ V − Q2

2a6φ2
, (2-53)

则运动方程（2-50）变成

φ̈ + 3Hφ̇ + dVeff/dφ = 0 . (2-54)

这正好是具有势能 V (φ) ≡ Veff(φ) 的Quintessence场的Klein-Gordon方程。

因此在演化过程中， 场 φ 将趋向于滚向势能 Veff 的最低点，但这并不意味

着它也将滚向势能 V 的最低点。这是Hessence和普通的Quintessence模型最

大的区别。那么场 φ 具体将怎样演化，以及其状态方程有什么关系？这是

我们后面将讨论的主要问题之一。

♣ Hantom模模模型型型

现在我们讨论另一种情况 φ2
1 < φ2

2。其作用量为

S =

∫
d4x

√−g

(
− R

16πG
+ Lha + Lm

)
. (2-55)

17



2.2 Quintom模型

由此可以得到场的演化方程

φ̈ + 3Hφ̇ +
Q2

a6φ3
− dV

dφ
= 0 , (2-56)

其中 Q = a3φ2θ̇，对应于守恒荷。Hantom的压强、能量密度和状态方程分

别为

pha = −1

2
φ̇2 +

Q2

2a6φ2
− V (φ) , ρha = −1

2
φ̇2 +

Q2

2a6φ2
+ V (φ) ,

ωha =

[
−1

2
φ̇2 +

Q2

2a6φ2
− V (φ)

]/[
−1

2
φ̇2 +

Q2

2a6φ2
+ V (φ)

]
.(2-57)

容易发现：当 φ̇2 ≤ Q2/(a6φ2)时，ωha ≥ −1；而 φ̇2 ≥ Q2/(a6φ2)时，ωha ≤
−1，正好和Hessence模型相反。当 Q = 0 的时候， Hantom回到了普通

的Phantom模型。可以定义有效势能

Veff ≡ V +
Q2

2a6φ2
, (2-58)

运动方程变成了

φ̈ + 3Hφ̇− dVeff/dφ = 0 . (2-59)

这是普通的Phantom场的Klein-Gordon方程。因此场 φ 趋向于滚向有效势

能 Veff 的极大值，但并不意味着 φ 将滚向真实势能 V 的极大值，同样地，

我们在后面将着重讨论场 φ 的演化行为。以及它与状态方程及其演化行为

的关系。

在这里有两点需要说明：首先当场演化到 φ2
1 = φ2

2 的时候，我们必须

回到拉氏量（2-38）,而不能用Hessence和Hantom模型来研究。因此在后面

的讨论中我们将尽量避免这种情况。 其次，容易发现如果将Hantom模型中

的 φ 用 iφ 来代替，则Hantom模型就变成了Hessence模型。因此如果将场 φ

的允许值扩展到复数域，仅仅Hessence模型就可以描述所有的Quintom，只

要其势能函数具有形式 V (φ2
1 − φ2

2)。

§ 2.2.3 状态方程的演化

目前最主要的研究暗能量的方法还是来自于对其状态方程 ω 及其演

化行为 ω′（ω ≡ dω/d ln a）的观测。对于最简单的宇宙学常数模型，其在
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

ω − ω′相空间是一个固定点， ω = −1，ω′ = 0。一般的动力学暗能量模

型对应于相空间的一条演化曲线。 一些作者研究发现简单的标量场模型

只能处于相空间的一些很窄的区域 [Caldwell&Linder, 2005; Chiba, 2006]。

例如 ω ≥ −1 的Quintessence模型，必须满足 ω′ > −3(1 − ω)(1 + ω)。

如果该Quintessence具有跟踪行为，在相空间的允许区域将减小为 ω′ >

−(1 − ω)(1 + ω)。如果要能够从 物理上要区分不同类型的Quintessence，

必须要求对暗能量的演化有非常精确的观测， σ(ω′) ∼ 2(1 + ω) ≤ 0.1。

而 ω ≤ −1的Phantom场，一般都满足条件 ω′ < −3(1 − ω)(1 + ω)，并且

当该Phantom具有跟踪行为，该限制条件变成 ω′ < 3ω(1 − ω)(1 + ω)。

对于具有跟踪行为的K-essence模型，在相空间中， 必须满足条件 ω′ >
3ω

1−2ω
(1− ω)(1 + ω)。

为了证实Quintom模型，必须观测到 ω 跨越 −1 的现象，因此对 ω 动

力学的观测， 尤其是对高红移 ω 的观测是非常重要的。SNAP计划预计可

以工作３年以上，每年可以观测到 2000 个左右的 Ia 型超新星，其红移范

围为 z ∈ [0.2, 1.2] [SNAP, 2005]。结合SNIa和弱引力透镜的方法，预计可

以限制现在的暗能量物态 ω0 到 5% 的精度，而对 ω′ 的限制预计可以达到

0.11 的水平。这将大大提高我们区分各种暗能量模型的能力。 在这里我们

将相空间的分析推广到Quintom模型。 首先我们考虑Hessence，其运动方

程为

φ̈ + 3Hφ̇ +
Q2

a6φ3
+

dV

dφ
= 0 . (2-60)

考虑ω 6= −1的情况，我们定义函数

x ≡
∣∣∣∣
1 + ω

1− ω

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1
2
φ̇2 − Q2

2a6φ2

V

∣∣∣∣∣ . (2-61)

由运动方程（2-60）可以得到

1 +
1

6

d ln x

d ln a
= − 1

3HV

V̇

1 + ω
. (2-62)

这里我们固定了现在的宇宙尺度因子 a0 = 1。当 Q ≡ 0 时，Hessence回到

通常的Quintessence场，由公式（2-62）可以得到 [Caldwell&Linder, 2005]

∓ V ′

V
=

√
3κ2(1 + ω)

Ωφ

(
1 +

1

6

d ln x

d ln a

)
, (2-63)
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2.2 Quintom模型

其中 κ2 = 8πG，Ωφ 是Quintessence场的能量密度，V ′ ≡ dV/dφ。这里的负

号对应于 φ̇ > 0 (V ′ < 0)，而正号对应于 φ̇ < 0 (V ′ > 0)的情况。 由此可以

得到对 ω′ 的限制，

ω′ > −3(1− ω)(1 + ω) , (2-64)

这个限制适用于任何的Quintessence模型，只要其场 φ 在势能函数上运动是

单调的。

这里我们回到普遍的Hessence模型（Q 6= 0）。定义一个函数 c2
a ≡

ṗ/ρ̇。 需要指出的是如果研究对象是理想流体，那么该函数就表示该流体的

绝热声速。 但是对膨胀宇宙中的标量场模型，该函数并不代表声速，其物

理意义我们在后面的讨论中会提到。对于Hessence场， 该函数可以写为

c2
a =

2V̇

3H(1 + ω)ρ
+ 1 , (2-65)

这里 ρ 和 ω 分别表示Hessence的能量密度和状态方程。当Hessence回

到Quintessence模型时， 由于 (V̇ < 0) 和 ω > −1 总是满足的，因此必

然有 c2
a < 1。对于Phantom模型，由于 (V̇ > 0) 和 ω < −1,因此 c2

a < 1

也是满足的。但是对于Hessence模型，c2
a > 1 是有可以存在的，只要条件

V̇ (1 + ω) > 1 成立。需要指出的是，这里的 c2
a 并不是真正的物理速度， 因

此 c2
a > 1 并不和相对论原理矛盾。明显可以看出这里 c2

a 表征Hessence势能

函数的演化行为： 如果Hessence的状态方程满足 ω > −1，即Quintessence-

like行为，那么 c2
a > 1 (c2

a < 1) 表示 V̇ > 0 (V̇ < 0)，场 φ 正在爬上（滚

下）其势能； 如果Hessence的状态方程满足 ω < −1，即Phantom-like行

为，那么 c2
a > 1 (c2

a < 1)表 示 V̇ < 0 (V̇ > 0)，场 φ 正在滚下（爬上）其势

能。将该函数代入方程（2-62），可以得到

1 +
1

6

d ln x

d ln a
=

1− c2
a

2V
ρ , (2-66)

该方程可以改写为
(

1 +
1

6

d ln x

d ln a

)/ (
1− c2

a

)
=

ρ

2V
> 0 . (2-67)

利用关系

d ln x

d ln a
=

2ω′

(1 + ω)(1− ω)
, (2-68)
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

方程（2-67）可以得出

ω′

(1 + ω)(1− ω)(1− c2
a)

>
−3

(1− c2
a)

. (2-69)

根据这个性质，可以将相空间分成四个部分：

I: c2
a < 1 & ω > −1, ω′ > −3(1− ω)(1 + ω) ;

II: c2
a > 1 & ω < −1, ω′ > −3(1− ω)(1 + ω) ;

III: c2
a < 1 & ω < −1, ω′ < −3(1− ω)(1 + ω) ;

IV: c2
a > 1 & ω > −1, ω′ < −3(1− ω)(1 + ω) .

这可以在图（ 2-3）中清晰地看到。从方程（2-65）可以发现，在区域 I和

区域 II， V̇ < 0是满足的，场φ滚下其势能；而在区域 III和 IV， V̇ > 0是

满足的，场φ爬上其势能。因此我们只要考察函数 ω′ + 3(1− ω)(1 + ω)的值

是正的或者负的，就可以知道场的演化情况。 当 Q = 0 时，Hessence回到

普通的Quintessence，c2
a < 1和ω > −1是满足的， 因此只有区域 I 时允许

的，即限制条件 ω′ > −3(1−ω)(1 + ω)是成立的，这和方程（2-64）的结论

是一致的。但是对于普遍的Hessence 模型，这四个区域都是允许存在的。

现在我们考察一个现象：在相空间中，Hessence场的状态方程ω时如

何跨越−1的？ 假设初始时刻Hessence处于区域 I,那么有两种可能的方法跨

越−1： 一种是越过临界点 (ω, ω′) = (−1, 0)，而到达区域 II 或者 III。但

是 容易证明跨越临界点需要无穷长的时间，因此不可能在有限时间内完

成； 另一种方法是跨越图中的虚线而到达区域 II，这是唯一可行的方法。

方程（2-65） 可以改写为

c2
a = ω − ω′

3(1 + ω)
. (2-70)

从中可以发现：当 ω = −1 和 ω′ 6= 0 满足时，函数c2
a是发散的。但是从后

面 的讨论中我们将会看到，这个发散不会导致任何物理上的发散。

最后我们讨论Hessence模型晚期吸引子解。吸引子解如果存在的话，

有三种可能：其一是 Phantom-like解，即 ω < −1。对于吸引子解ω′ =

0总是成立的， 因此该解只能存在于区域 III；其二是 Quintessence-like

解，同样的原因，该解只能 在区域I；其三是 Λ-like 解，在这种情况

下，Hessence场将滚向临界点 (ω, ω′) = (−1, 0)。但是第一种情况时很难

达到的， 从压强和能量密度的表达式可以看出，只有 1
2
φ̇2 < Q2

2a6φ2 成立

时， phantom-like的吸引子才存在。对于该解，如果 ˙|φ| > 0 成立，函数
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2.2 Quintom模型

图图图 2-3: Hessence模型的 ω − ω′ 相空间被分成了四个部分 [Zhao&Zhang, 2006a]。

Q2

2a6φ2 的值将快速衰减，最终将不可避免地达到
1
2
φ̇2 < Q2

2a6φ2，这时该解变成

了 phantom-like 行为； 另一方面，如果 ˙|φ| < 0，那么将不可避免地出现

|φ| = 0，这是Hessence的定义所不允许的。 因此对于Hessence模型，宇宙

的“大撕裂”是自动避免的。

现在我们用类似的方法讨论Hantom模型。Hantom的压强、能量密度

和状态方程分别是

p = −1

2
φ̇2 +

Q2

2a6φ2
− V , ρ = −1

2
φ̇2 +

Q2

2a6φ2
+ V , (2-71)

ω =

[
1

2
φ̇2 − Q2

2a6φ2
+ V

]/[
1

2
φ̇2 − Q2

2a6φ2
− V

]
. (2-72)

场的运动方程为

φ̈ + 3Hφ̇ +
Q2

a6φ3
− dV

dφ
= 0 , (2-73)
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

由此可以得到

ω′

(1 + ω)(1− ω)(1− c2
a)

>
−3

1− c2
a

, (2-74)

其中c2
a的定义仍然是 c2

a ≡ ṗ/ρ̇，因此（2-65） 仍然是成立的。因

此Hantom的 ω − ω′ 相空间可以被分为同样的四个部分，如图（ 2-3 ）

所示。容易看出，在区域 I 和区域 II， V̇ > 0 是成立的，场φ爬上其

势能函数；而在区域 III 和区域 IV， 场φ滚下其势能函数。当 Q = 0

时，Hantom回到通常的Phantom场，只有区域 III 是允许的，即限制条件

ω′ < −3(1 − ω)(1 + ω) 总是满足的。和前面类似的讨论可以发现， Han-

tom的晚期吸引子解只可能是phantom-like（区域 III）或者 Λ-like（临界

点），而前者会导致宇宙未来的“大撕裂”，这是我们应该尽量避免地。 因

此后面的讨论中，如果不作特殊说明，我们将只讨论Hessence模型。

§ 2.2.4 两类特殊的Hessence模型

下面我们讨论两类特殊的Hessence模型：一类模型具有指数形式的势

能函数

V (φ) = V0e
−λκφ , (2-75)

其中 λ 是一个无量纲的常数；另一类具有幂函数势能

V (φ) = V0(κφ)n , (2-76)

其中 n 是没有量纲的正的常数。这两种形式的模型时人们最常用的、讨论

最多的模型 [Wei,Cai&Zeng, 2005]。 这里对这两种模型，我们数值求解其

运动方程，研究其在 ω − ω′ 相空间的 演化行为，从而验证我们我们前面的

一些结论。我们主要讨论四个模型：

Model a1：φ̇0 > 0，V (φ) = V0e
−λκφ with λ = 1.0，Q2/(ρtφ

2
0) = 5，ω0 =

−1.4；

Model a2：φ̇0 < 0，V (φ) = V0e
−λκφ with λ = 1.0，Q2/(ρtφ

2
0) = 0.5，ω0 =

−0.7;

Model b1：φ̇0 > 0，V (φ) = V0(κφ)n with n = 2，Q2/(ρtφ
2
0) = 5，ω0 =

−1.4；

Model b2：φ̇0 < 0，V (φ) = V0(κφ)n with n = 2，Q2/(ρtφ
2
0) = 0.5，ω0 =

23



2.2 Quintom模型

图图图 2-4: Hessence模型在相空间的演化，其中箭头表征了随时间演化的方向
[Zhao&Zhang, 2006a]。

−0.7，

其中φ0是场φ在现在时刻的值，ρt是现在宇宙中总的能量密度，

而ω0是Hessence场现在的状态方程。对于这四个模型，我们都取初始 条

件 Ωhe0 = 0.7，Ωm0 = 0.3。对于Models a1和b1， 其现在的状态方程是

Quintessence-like，而Models a2和b2是 Phantom-like。 Hessence场的状态

方程为

ω =

[
1

2
φ̇2 − Q2

2a6φ2
− V (φ)

]/[
1

2
φ̇2 − Q2

2a6φ2
+ V (φ)

]
. (2-77)

图（ 2-4 ）画出了模型在 ω − ω′ 中的演化行为。容易发现： 除

了Model b2，其余所有的模型都有ω跨越−1的现象，因此都存在c2
a的发

散现象。Models a1和a2朝相同的吸引子解 (ω, ω′) = (−2/3, 0) 演化，该

吸引子解 是一个Quintessence-like解；而Models b1和b2朝相同的吸引子解

(ω, ω′) = (−1, 0) 演化，该吸引子解 是一个 Λ-like 解。
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

图图图 2-5: 四种Hessence模型中V̇的演化行为。其中无量纲的函数 f(a)的定义为
f ≡ V̇

Hρ [Zhao&Zhang, 2006a]。

在相空间中，Models a1和b2始终处于区域 I 和 II，因此 V̇ < 0 总是

满足的；而Models b1和a2在演化过程中，却是从 ω′ < −3(1+ω)(1−ω)满

足的区域演化到 ω′ > −3(1 + ω)(1−ω)满足的区域，因此Hessence场在势能

函数上的演化行为是：先爬上去再滚下来。 这些可以从图（ 2-5 ）中清晰

地看到，那里我们画出了函数 f ≡ V̇ /Hρ 随尺度因子的演化行为。

§ 2.2.5 Hessence势能函数的重建

通常在暗能量的观测中，可观测的状态方程是红移z的函数，并且ω(z)

的函数形式还依赖于具体的参数化模型。那么，如何从能直接观测的ω(z)

来反过来研究暗能量的暗能量模型呢？这就涉及到暗能量的模型重建问

题。 对于Quintessence，K-essence等等模型，已经有很多作者对其作了比

较详细的研究 [Guo et al., 2005b]。 这里我们将这种方法推广到Hessence模
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2.2 Quintom模型

型中去，来研究Hessence暗能量的重建问题。

考虑 FRW 宇宙中，起主导作用的是非相对论性物质和Hessence暗能

量。Friedmann方程为

H2 =
κ2

3
(ρm + ρhe) , (2-78)

其中ρm和ρhe分别是物质和Hessence的能量密度。从Hessence压强、 能量密

度和状态方程的表达式，可以得到关系

V (φ) =
1

2
(1− ωhe) ρhe , (2-79)

φ̇2 =
Q2

a6φ2
+ (1 + ωhe)ρhe . (2-80)

这两个方程将V和φ与密度函数ρhe联系起来了。因此下面主要的任务是如何

从 参数化的状态方程来求解函数ρhe(z)？Hessence的能量守恒方程为

ρ̇he + 3H(ρhe + phe) = 0 , (2-81)

由此可以得到

ρhe(z) = ρhe0 exp

[
3

∫ z

0

(1 + ωhe)d ln(1 + z)

]
≡ ρhe0E(z) , (2-82)

其中下标“0”为相应的物理量对应今天（z = 0）的值。考虑到 ρm = ρm0(1+

z)3， 利用方程（2-78），（2-79），（2-80），（2-82）， 我们可以得到

方程组

V [φ(z)] =
1

2
(1− ωhe)ρhe0E(z) . (2-83)

dφ

dz
= ∓

[
Q2

a6φ2 + (1 + ωhe)ρhe

]1/2

(1 + z)H(z)
. (2-84)

这里负（正）号对应于φ̇ > 0 (φ̇ < 0)，我们选择正号，以避免出现 φ = 0 的

情况。为了方便起见，我们可以定义三个无量纲的量 φ̃, Ṽ和C，

φ̃ ≡ κφ , Ṽ ≡ V/ρhe0 , C ≡ κ2Q2/ρhe0 . (2-85)
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

因此方程（2-79）和（2-80）可以改写成形式

dφ̃

dz
=

√
3

(1 + z)

[
C(1 + z)6φ̃−2 + (1 + ωhe)E(z)

r0(1 + z)3 + E(z)

]1/2

, (2-86)

Ṽ [φ] =
1

2
(1− ωhe)E(z) , (2-87)

其中 r0 ≡ Ωm0/Ωhe0。这两个方程将参数化的ωhe(z)与Hessence模型直接联

系起来了。 对于给定的 ωhe(z)，我们可以从中建立起Hessence 的理论模

型。需要指出的是，由于Quintessence是Hessence的一种特殊情况，因此，

这里的结论可以直接应用到Quintessence模型。这里我们考虑五种常用的参

数化模型：

Model a [Hannestad&Morstell, 2002]： ωhe = ω0。这时函数E(z)的形式非常

简单，

E(z) = (1 + z)3(1+w0) ; (2-88)

Model b [Cooray&Huterer, 1999]： ωhe = ω0 + ω1z，对应于

E(z) = (1 + z)3(1+w0−w1)e3w1z , (2-89)

Model c [Chevallier&Polarski, 2001]： ωhe = ω0 + ω1
z

1+z
，对应于

E(z) = (1 + z)3(1+w0+w1)e−3w1
z

1+z , (2-90)

Model d [Gerke&Efstathiou, 2002]： ωhe = ω0 + ω1 ln(1 + z)，对应于

E(z) = (1 + z)3(1+w0)+ 3
2
w1 ln(1+z) . (2-91)

对这些模型，我们选择初始条件 ω0 = −1.2，ω1 = 0.5。最后考虑一种振荡

的状态方程：

Model e [Dodelson et al., 2000; Hutere&Cooray, 2005; Free et al., 1990]：

ωhe = ω0 + ω1 sin(1+zc

1+z
)。选择初始条件ω0 = −0.7，ω1 = 0.5， zc = 10。

图（ 2-6 ）中画出了这五种参数化模型，可以发现除Model a以外，

其余四个模型都存在ωhe跨越−1的现象。将这些模型代入方程（2-86）和

（2-87）， 可以求得Hessence场和势能函数V (φ)随红移的演化，见图（ 2-

7 ）和（ 2-8 ）。 容易看出这些模型在低红移时非常类似，但是在高红移

时有非常明显的差别。尤其是Model e，其势能 函数具有振荡行为。在图
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图图图 2-6: 五种参数化模型 [Zhao&Zhang, 2006a]。

（ 2-9 ）中，我们画出了五种模型在相空间中的演化， 发现第一个模型在

相空间是一个区域 III 中的一个孤立的点，因此其势能函数一定是一个单

调函数，见图（ 2-10 ）， 并且Hessence场φ一定是爬上其势能函数，见图

（ 2-8 ）。而后面四个模型 都曾将跨越临界线 ω′ = −3(1 + ω)(1 − ω)。

因此势能函数都不可能是单调的。例如Model b， 高红移时，处于临界线

以上，因此场φ是滚下其势能函数；而低红移时，处于临界线以下，因此

场φ是 爬上其势能函数。这和Quintessence，K-essence模型都有很大的区

别。对于Model e，其势能函数也是 一个振荡函数，并且振荡的振幅也是

随Hessence变化的，而不是一个简单的正余弦函数。

§ 2.2.6 Quintom的扰动

如果暗能量是一种流体或者动力学场，就有必要讨论它的扰动行为。

对于很多暗能量模型， 例如Quintessence，Phantom，K-essence等， 已经

有不少工作对其进行了比较细致的研究。有一些模型预言了太大的暗能量

扰动或者度规扰动。 例如 Generalized Chaplygin Gas （GCG）模型预言了

振荡或者指数增长的物质功率谱 [Sandvik et al., 2004]，这和观测是不相符
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图图图 2-7: 五种模型中场φ随红移的演化 [Zhao&Zhang, 2006a]。

的；而矢量场模型也会使得宇宙度规的扰动在近期指数增长 [Zhao&Zhang,

2005a]；对于一些允许状态方程跨越−1的模型， 暗能量的扰动有可能会出

现发散现象 [Zhao et al., 2005]。那么我们这里讨论的模型有没有扰动发散

现象呢？ 我们下面主要针对这个现象进行研究。

在共形牛顿规范下，有标量扰动的度规可以写为

ds2 = a2(τ)
[
(1 + 2Φ)dτ 2 − (1− 2Ψ)dxidxi

]
, (2-92)

这里我们引进了共形时间 τ，其定义为 dt ≡ adτ。规范不变得度规扰

动 Ψ 称为牛顿势，而 Φ 对应于固有空间曲率的扰动。 通常考虑的宇

宙中的背景物质都没有各向异性的压力（anisotropic stress），这时 Ψ =

Φ。因此度规（2-92）中的扰动部分只有一个分量 Φ。 利用通常的记号

[Ma&Bertschinger, 1995]，暗能量（包括Quintom暗能量）的扰动满足方程

δ′de = −(1 + ωde)(θde − 3Φ′)− 3H(c2
s − ωde)δde , (2-93)

θ′de = −H(1−3ωde)θde +3H(c2
a−ωde)θde +k2

(
c2
s

1 + ωde

δde + Φ

)
, (2-94)

其中 H ≡ a′/a，上撇表示 d/dτ。cs是暗能量的声速，其定义为 c2
s ≡

δpde/δρde，因此不能大于光速。δde ≡ δρde/ρde 代表暗能量的扰动，而θde代
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图图图 2-8: 五种模型中势能V (φ)随红移的演化 [Zhao&Zhang, 2006a]。

表了暗能量速度的散度，并不是一个直接的物理可测量。 从方程容易发现

当c2
a → ∞的时候，对应于 ωde = −1 并且 ω′de 6= 0， θ′de是发散的。但是这

种发散并不会导致 δde 的发散。为了看清这一点， 我们定义函数

ϑde ≡ (1 + ωde)θde , (2-95)

因此方程（2-93）和（2-94）变成了

δ′de = −ϑde + 3Φ′(1 + ωde)− 3H(c2
s − ωde)δde , (2-96)

ϑ′de = −H(1− 3ωde)ϑde + k2c2
sδde + k2(1 + ωde)Φ . (2-97)

我们发现 ωde = −1 时候的发散消失了。对于Hessence模型，我们有

δρhe = φ̇ ˙(δφ) +
Q2δφ

a6φ3
+

dV

dφ
δφ− Φφ̇2 , (2-98)

δphe = φ̇ ˙(δφ) +
Q2δφ

a6φ3
− dV

dφ
δφ− Φφ̇2 . (2-99)

考虑标量场的扰动 δφ 和 ˙(δφ) 可以忽略的情况，暗能量的声速 c2
s ' 1， 因

此方程（2-96）和（2-97）简化为

δ′he = −ϑhe + 3Φ′(1 + ωhe)− 3H(1− ωhe)δhe , (2-100)
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图图图 2-9: 五种模型在相空间中的演化 [Zhao&Zhang, 2006a]。

ϑ′he = −H(1− 3ωhe)ϑhe + k2δhe + k2(1 + ωhe)Φ . (2-101)

通常情况下，该扰动方程组可以通过数值求解，它依赖于宇宙中的物质

构成，以及具体的暗能量模型。 为了对扰动有个更为完整的研究，宇宙

度规扰动 Φ 的演化也应该考虑，它满足演化方程 [Zhao et al., 2005; Pee-

bles&Ratra, 1988]

Φ′′ + 3H
(

1 +
p′t
ρ′t

)
Φ′ +

p′t
ρ′t

k2Φ +

[(
1 + 3

p′t
ρ′t

)
H2 + 2H′

]
Φ

= 4πGa2

(
δpt − p′t

ρ′t
δρt

)
. (2-102)

其中压强 pt ≡
∑

i pi，而能量密度 ρt ≡
∑

i ρi，它们应该包含宇宙中所

有成分 的贡献，包括：重子，光子，暗物质以及暗能量，特别是在宇

宙晚期，暗能量的影响是非常重要的。 通过方程（2-100）,（2-101）和

（2-102），针对具体的Hessence模型， 可以数值求解 Φ 的演化行为。这

里对这方面我们不作详细的讨论，只是需要指出只要 p′t/ρ
′
t 函数的值 是

有限的，Φ 就不会发散，因此 c2
a ≡ p′de/ρ

′
de 发散，Φ 也不会出现发散现
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

图图图 2-10: 五种参数化模型对应的势能函数 [Zhao&Zhang, 2006a]。

象。对于Hantom模型，不难证明上面的讨论仍然成立，只需要 做如下替换

δhe → δha， ϑhe → ϑha，ωhe → ωha。

我们知道度规扰动 Φ 和 Ψ 直接和CMB的温度各向异性功率谱相联

系，具体是通过 integral-Sachs-Wolfe（ISW）效应 [Sachs&Wolfe, 1967]，

CISW
l ∝

∫
dk

k

[∫ χLSS

0

dχ (Φ′ + Ψ′)jl(kχ)

]2

, (2-103)

其中 χLSS 宇宙最后散射面上的共形距离，jl是l阶的球Bessel函数。 ISW效

应简单说就是当光子经过随时间变化的引力势井的时候能够获得能量。该

功率谱可以数值求解 [Seljak&Zaldarriaga, 1996; Lewis et al., 2000]， 并能够

直接与观测比较 [Bennett et al., 2003]，从而对暗能量作出限制。这也是目

前探测暗能量最重要的方法之一。

§ 2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

§ 2.3.1 Yang-Mills 场暗能量模型的基本性质

我们前面讨论过的标量场暗能量模型面临着两个重要的问题： 其
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一、普通的Quintessence模型不能实现小于−1的物态。 虽然Phantom和K-

essence模型可以实现， 但是这两类模型在理论上都存在一些其他更严峻

的困难 [Armendariz-Picon et al., 1999; Bonvic et al., 2006]。其二、目前标

量场模型的物理本质不是很清楚。 在粒子物理中， 标量场描述的Higgs粒

子至今仍然没有发现。因此有必要考虑暗能量的其他的一些可能的理论模

型。 我们提出Yang-Mills（YM）场模型正是其中之一，这个模型最早是被

Zhang 引入宇宙学研究 [Zhang, 1994]。该模型认为宇宙中的暗能量可以用

一种均匀并且各向同性的YM场来描述。 和普通的标量场模型相比，该模

型有以下两个优点：首先，YM模型能够很容易实现大于或者小于−1 的物

态，而不需要引入其他比较奇怪的场；而且从物理上来说，YM场是传播

相互作用的媒介场， 这对于任何一种场论模型都是不可缺少的。而且我们

将要讨论的YM场的拉氏量是从基本理论出发，考虑了 单圈修正以后得到

的，模型几乎没有可以随意调节的参数，因此减少了模型构造的随意性。

我们所考虑的YM场，其有效的拉氏量密度为 [Pagel&Tomboulis,

1978; Adler, 1981]

Leff =
1

2
bF

(
ln

∣∣∣∣
F

κ2

∣∣∣∣− 1

)
, (2-104)

这里Callan-Symanzik系数b = (11N−Nf )/24π2，其中N表示SU(N)规范场，

而Nf表示夸克的味数目。当费米子的贡献可以忽略时，对SU(2)规范场

有b = 2 · 11/24π2。 κ是重整化能标，具有质量平方的量纲，这是唯一的一

个可调参数，它的值必须由观测来确定。 F = −(1/2)F a
µνF

aµν = E2 − B2

代表了YM凝聚的序参数。这里我们有必要对该拉氏量的来源作一简单说

明。经典的YM场具有拉氏密度

L = − F

2g2
0

,

其中 g0 是一个固定的耦合常数。我们知道如果考虑到单圈图的量子修正，

该耦合常数将被一个跑动的耦合参数 g 所取代,即

g2
0 → g2 =

4

11N

12π2

ln
(

k2

k2
0

) .

我们可以构造有效理论，其中我们可以用场强 F 来代替动量转移

（momentum transfer）k，即

ln

(
k2

k2
0

)
=

1

2
ln

∣∣∣∣
F

eκ2

∣∣∣∣ ,
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

这样我们就得到了有效拉氏量密度（2-104）。我们将有效 YM 凝聚引

入宇宙学，其物理动机来源于 SU(3) YM 凝聚给出了强子中夸克凝聚的

一个唯象描述，并且在还保持了一些很好的物理特性，例如洛伦茨不变

性， 规范对称性，以及正确的 trace anomaly [Pagel&Tomboulis, 1978]。

夸克在强子中在实验上表现存在一个袋常数 B，它等效于一个能量密度

B 和一个负压强 −B，因此夸克感觉到一个真空的能量-动量张量 Tµν =

Bdiag(1,−1,−1,−1)。这种非平凡的真空可能是由 YM 凝聚或者强子间可

能的相互作用造成的。我们的想法是：认为强子中的真空态是由 YM 凝聚

造成的，如果类似的 YM 凝聚也充满宇宙空间会有什么宇宙后果呢？这

正是我们的 YM 凝聚的暗能量模型。该模型势能函数的行为非常类似于

Coleman-Weinberg 标量势 [Coleman&Weinberg, 1973] 和 Parker-Raval 有效

引力的拉氏量 [Parker&Raval, 1999]。

可以直接将该模型推广到 FRW 度规中，考虑与引力最小耦合的YM场

的作用量为

S =

∫ √
−g̃

[
− R

16πG
+ Leff

]
d4x, (2-105)

这里 g̃ ≡ −Det gµν。 通过作用量对度规 gµν 的变分可以得到Einstein场方

程 Gµν = 8πGTµν，其中 YM场的 能量-动量张量为

Tµν =
∑

a

gµν

4g2
F a

σδF
aσδ + εF a

µσF
aσ
ν . (2-106)

这里的介电常数的定义为ε ≡ 2∂Leff/∂F，在单圈修正下有

ε = b ln

∣∣∣∣
F

κ2

∣∣∣∣ . (2-107)

需要指出的是，这里的能量-动量张量是由三部分组成，即Tµν =∑
a

(a)Tµν。 而每一部分都不可能是各向同性的，这是矢量场模型的一

个基本特征。如果这导致总的暗能量也是各向异性的，则可能导致宇宙的

各向异性膨胀， 这与观测到的均匀各向同性的CMB是矛盾的 [Bunn et al.,

1996]。但是这里我们可以假设规范场只是时间的函数，并且Aµ = i
2
σaA

a
µ(t)

（σa 是 Pauli 矩阵），因此可以得到 A0 = 0， Aa
i = δa

i A(t)。 按照通常的

定义

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + fabcAb

µA
c
ν , (2-108)
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其中 fabc 是规范场的结构常数，对于 SU(2) 规范场，有 fabc = εabc。 规范

场的场强可以用电场和磁场来表示

F aµ
ν =




0 E1 E2 E3

−E1 0 B3 −B2

−E2 −B3 0 B1

−E3 B2 −B1 0




. (2-109)

从这里容易看出 E2
1 = E2

2 = E2
3， B2

1 = B2
2 = B2

3。因此 F = E2 − B2，其

中 E2 =
∑3

i=1 E2
i 和B2 =

∑3
i=1 B2

i。在这种情况下，能动张量的每一个分量

分别为

(a)T 0
µ =

1

6g2
(B2 − E2)δ0

µ +
ε

3
E2δ0

µ, (2-110)

(a)T i
j =

1

6g2
(B2 − E2)δi

j +
ε

3
E2δi

jδ
a
j −

ε

3
B2δi

j(1− δa
j ). (2-111)

虽然单个分量仍然是各向异性的，其 j = a 方向上的值与其他方向明显不

同。但是总的能动张量 Tµν =
∑3

a=1
(a)Tµν 却是各向同性的。其相应的能量

密度和压强分别为 （这里我们考虑一种简单情况，假设磁场为零或很小，

只有电场起主导作用），

ρ =
E2

2
(ε + b) , p =

E2

2

( ε

3
− b

)
, (2-112)

而状态方程为

ω =
ε− 3b

3ε + 3b
. (2-113)

明显可以发现：在临界状态 ε = 0，物态 ω 是严格等于 −1 的，宇宙是严格

的 de Sitter 膨胀。在该临界态附近，如果 ε < 0，则 ω < −1；而 ε > 0 将

导致 ω > −1。因此在我们的模型中物态 −1 < ω < 0 和 ω < −1 都可以自

然地实现，取决于介电常数的大小。

为了研究暗能量的演化行为，我们来求解 YM 场方程，它和能量守恒

方程是等价的 [Zhao&Zhang, 2005a]。 通过作用量 S 对 Aa
µ 的变分，可以得

到有效 YM 场方程：

∂µ(a4ε F aµν) + fabcAb
µ(a4ε F cµν) = 0. (2-114)
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

由于我们已经假设了暗能量是均匀并且各向同性的，因此从 F a
µν 可以知道

ν = 0 的YM 场方程是个恒等式，而其 i = 1, 2, 3 分量为

∂τ (a
2εE) = 0. (2-115)

需要指出的是这个方程在磁场存在的情况下也是成立。如果 ε = 0，该方程

变成了一个恒等式；而 ε 6= 0 时，可以得到

β eβ/2 ∝ a−2. (2-116)

这里 β ≡ ε/b。该方程直接决定了 β 的演化，而 β 直接决定了状态方程

ω。因此综合方程（2-113）和（2-116），就可以求解YM 暗能量的演化。

在图（ 2-11 ）中我们画出了暗能量的状态方程随时间的演化行为， 其中

Model 1，我们选择了初始条件 ω0 = −1.2（Phantom-like）， 而 Model 2

为 ω0 = −0.8（Quintessence-like）。随着宇宙的膨胀，他们都趋于同一个

吸引解 ω = −1。因此在该模型中，宇宙的“大撕裂”是自然避免的，即使初

始条件选为小于 −1，这是该模型最重要的特征之一。

在该模型中，方程（2-116）唯一的一个未确定参数可以等价于另一个

参数，即初始 条件 ω0，它的值必须由观测来定。这里我们只简单显示一

下不同的 ω0 对 CMB 功率谱的影响。这里的暗能量仍然是通过 ISW 效应

来影响 CMB 的各向异性功率谱。这个效应主要在大尺度上比较明显。 利

用前面讨论过的公式（2-102）和（2-103）我们可以数值求解功率谱 Cl。在

图（ 2-12 ）中我们画出了不同模型对大尺度 CMB 功率谱的影响，其中我

们选择的宇宙学参数为：h = 0.72，Ωbh
2 = 0.024，Ωdmh2 = 0.14， 再电离

光深 τ = 0.17，原初谱指数 ns = 0.99 并且不考虑其跑动，原初涨落的振

幅 A = 0.9，这里我们没有考虑暗能量自身的扰动。从图中，我们发现对于

不同的模型，CMB 的功率谱是非常不同的。和 ΛCDM 模型相比，Model 1

预言了比较大的功率谱，而 Model 2 预言了比较小的功率谱，特别是是在

l < 10 的极大尺度上。因此原则上可以通过观测值来确定参数 ω0 的值。但

是我们从图中发现，目前 WMAP 的观测在大尺度上还比较粗糙。因此直

接由该方法确定 ω0 的值还有一定的困难。预期下一代 Planck 的观测结果

将大大改进观测精度。另外通过其他的方法，例如 Ia 型超新星，也可以限

制 ω0 的值。在这里我们对此不作详细讨论了。
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图图图 2-11: 暗能量的状态方程随尺度因子的演化。这里 Model 1表示初始条件为
ω0 = −1.2 单场模型；Model 2表示初始条件为 ω0 = −0.8 单场模型；Model 3表示
双场模型，其初始条件为 κ2

1 = 1.5κ2
2，β1 = −0.4，β2 = 0.2，现在的尺度因子设定

位 a0 = 1 [Zhao&Zhang, 2006b]。

§ 2.3.2 Yang-Mills 暗能量模型的物态跨越−1的可能性

这一小节里，我们集中讨论一个问题：既然 YM 场模型既能实现

ω > −1，又能实现 ω < −1，那么有没有可能使 YM 暗能量模型的物态跨

越 −1 呢？

我们首先回到 ω 的演化行为。从图（ 2-11 ）中我们可以发现，无论

我们取什么样的初始条件， 单个的 YM 场都不可能实现 ω 跨越 −1。为

了更清楚地研究这个问题，我们假设在某一时刻，暗能量的状态方程满足

|ω + 1| ¿ 1，它等价于 |β| ¿ 1，因此方程（2-116）变成了：

β ∝ a−2. (2-117)

该方程表示：随着宇宙的膨胀 β 的值将无限趋近于 0，但却不可能跨越 0。

这意味着场强 E将趋近于临界状态 E2 = κ2。而 YM 场的状态方程为

ω + 1 ' 4β

3
∝ a−2. (2-118)
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图图图 2-12: 在不同的YM暗能量模型中的 CMB 各向异性功率谱。这里 Model 1表
示初始条件为 ω0 = −1.2 单场模型；Model 2表示初始条件为 ω0 = −0.8 单场模
型；Model 3表示双场模型，其初始条件为 κ2

1 = 1.5κ2
2，β1 = −0.4，β2 = 0.2。 图

中的孤立点来自于WMAP第一年的观测。我们用了CMBFAST程序 [Zhao&Zhang,
2006b]。

由此可以发现两个重要的性质：其一，随着宇宙的膨胀，ω 将无限趋近于

临界状态 ω = −1，即暗能量无限趋近于宇宙学常数，这是该模型最重要的

特征。其二， ω > −1 和 ω < −1 的物态都有可能存在，但是 ω 却不可能

跨越 −1，这一点和标量场模型是类似的。

那么人们不禁要问这样一个问题：其他形式的拉氏量的 YM 场模型是

否可能出现物态跨越 −1 呢？这里我们讨论一种比较普遍的拉氏量形式：

Leff = G(F )F/2, (2-119)

其中 G(F ) 是跑动的耦合常数，它可以是场强 F 的任意函数。如果取

G(F ) = b ln
∣∣ F
eκ2

∣∣，那么就回到我们前面的形式（2-104）。 这里介电常数的

定义为 ε = 2∂Leff/∂F，其函数形式为

ε = G + FGF . (2-120)

38



CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

这里 GF 表示 dG/dF。我们考虑均匀并且各向同性的电场模型，与前面类

似的讨论，可以得到能量密度和压强的表达式

ρ = E2

(
ε− G

2

)
, (2-121)

p = −E2

(
ε

3
− G

2

)
(2-122)

条件 ρ > 0 要求 G > −2FGF必须是满足的。因此 YM 场的状态方程为

ω = −3− 2γ

3− 6γ
, (2-123)

这里我们定义了 γ = ε/G。当 γ = 0，并且 E2 6= 0，G(F ) 6= 0（后面将会

看到这些条件都是很容易满足的）的时候，可以得到临界状态 ω = −1。在

临界点附近如果 γ > 0，必然有 ω < −1；相反 γ < 0，必然有 ω > −1。如

果考虑一种最简单的模型 G = constant，这就是经典模型的拉氏量，我们

有 γ ≡ 1，可以得到 ω ≡ 1/3。这正是普通辐射的状态方程。很明显，这时

不可能出现负的物态。

为了研究状态方程的演化，我们仍然需要讨论 YM 场方程

∂µ(a4ε F aµν) + fabcAb
µ(a4ε F cµν) = 0. (2-124)

从场强 F a
µν 的定义，可以将其简化为一个简单的方程：

∂τ (a
2εE) = 0 (2-125)

这里 E2 = Σ3
i=1E

2
i。如果 ε = 0，该方程就变成一个恒等式了，由方程（2-

123）可以发现此时 ω = −1，它和宇宙学常数是难以区分的。当 ε 6= 0，该

方程可以写为

a2εE = constant. (2-126)

我们仍然考虑临界点附近的行为。设初始条件为 ω ∼ −1。从 p 和 ρ 的表达

式可以得到 ε ∼ 0，而 E 和 G(F ) 都近似保持常数，并且 ρ ∼ −G(F )E2/2

非常类似于宇宙学常数。因此从 YM 场方程可以得到：

ε ∝ a−2. (2-127)
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由此可以得到

ω + 1 ∝ a−2. (2-128)

这和我们前面所讨论的模型完全一样，因此 ω 是不可能跨越 −1 的。为了

更明显地看出这一点，我们可以考虑另外两个具体模型。首先考虑模型，

其跑动耦合常数为

G(F ) = A(F n − F n
c ), (2-129)

这里 A 和 Fc 都是正的常量，而 n 是一个正数。条件 ρ > 0 要求

F >
Fc

n
√

1 + 2n
. (2-130)

同时可以得到介电常数和 γ 函数

ε = G + FGF = A(n + 1)F n −AF n
c , γ = (n + 1) +

nF n
c

F n − F n
c

.(2-131)

很明显当 F = Fc/
n
√

n + 1 并且 γ = 0 时，暗能量处于临界状态 ω = −1。

在该临界状态附近 E ∼ 2n
√

F n
c /(n + 1)。因此 YM 场方程（2-126）变成了

An

n + 1
2n

√
F 3n

c

n + 1
γ ∝ a−2, (2-132)

这导致了 γ ∝ a−2，并且

ω + 1 ' −4γ

3
∝ a−2. (2-133)

而这正是前面得到的结果。另外我们可以考虑模型

G(F ) = 1− exp

(
1− F

Fc

)
, (2-134)

这里 Fc 6= 0。当 F À Fc时，该拉氏量回到经典形式 G(F ) = 1。但是当 F

的值 Fc 时，非线性效应是非常明显的。这时

ε = 1 +

(
F

Fc

− 1

)
exp

(
1− F

Fc

)
.

因此当 F = 0.433Fc 时有 γ = 0，并且 ω = −1。类似的讨论可以得到临界

点附近 γ ∝ a−2，即 ω + 1 ∝ a−2。
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

从上面的讨论中我们发现单个的 YM 场模型是不能跨越 ω = −1 的。

但是通过前面的分析，我们同时发现对于 YM 场，ω > −1 和 ω < −1 都

能够自然地实现。前者类似于 Quintessence 模型，而后者类似于 Phantom

模型。因此我们有可能构造一个双 YM 场模型，其中一个为 Quintessence-

like，另一个为 Phantom-like。该模型有可能实现物态跨越 −1 的情况。这

种思想类似于前面讨论过的 Quintom 模型 [Hu, 2005]，并且我们的模型中

不含有物理上存在困难的 Phantom 场。原则上该模型的构造可以是多种多

样的，其多样性来源于两种 YM 场可能存在的耦合。这里我们讨论一种最

简单的模型，即考虑两个自由的 YM 场，而不考虑他们的耦合情况。其有

效拉氏量为 [Zhao&Zhang, 2006b]

Li =
1

2
bFi ln

∣∣∣∣
Fi

eκ2
i

∣∣∣∣ , (i = 1, 2) (2-135)

这里 Fi = E2
i (i = 1, 2)，并且要求 κ1 6= κ2。其介电常数分别为

εi ≡ 2∂Li

∂Fi

= b ln

∣∣∣∣
Fi

κ2
i

∣∣∣∣ . (2-136)

从 YM 场方程可以得到

a2εiEi = Ci, (2-137)

这里 Ci(i = 1, 2) 都是积分常数，它们的值可以由初始条件来确定。如果

要求 ωi < −1，必须有 εi < 0 和 Ci < 0。同样如果要求 ωi > −1，必须

有 εi > 0 和 Ci > 0。这里我们选择 C1 < 0（Phantom-like field），C2 >

0（Quintessence-like field）。其能量密度和压强分别为

ρi =
E2

i

2
(εi + b), pi =

E2
i

2
(
εi

3
− b), (2-138)

因此总的状态方程为：

ω ≡ p1 + p2

ρ1 + ρ2

=
E2

1(
β1

3
− 1) + E2

2(
β2

3
− 1)

E2
1(β1 + 1) + E2

2(β2 + 1)
, (2-139)

这里 βi ≡ εi/b。从 βi 与 Ei 的关系，可以将该状态方程简化为

ω + 1 =
4

3

eβ1β1α + eβ2β2

eβ1(β1 + 1)α + eβ2(β2 + 1)
, (2-140)
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

其中 α ≡ κ2
1/κ

2
2。我们希望该暗能量的初始状态为 ω > −1，这就要求

初始时 ρ2 是起主导作用的。但是从 YM 场的运动方程可知：随着宇宙

的膨胀，ρ1是不断增大的，并且 β1 的值也将增大并将趋近于零，即场强

E1 → κ1；同时ρ2是不断减小的，并且 β2 的值也将减小并将趋近于零，

即场强 E2 → κ2。这可以从图（ 2-13 ）和（ 2-14 ）中清楚地看到。 由

于 ρ1 增大，而 ρ2 减小，因此随着宇宙的膨胀，在某一时刻就有可能使得

ρ1 > ρ2，并且导致总的状态方程 ω < −1。这样就自然实现了跨越 −1 的物

态。由于 YM 场自身的演化规律，最终暗能量还是要无限趋近于临界状态

ω = −1。因此在这样的模型中宇宙“大撕裂”仍是不会发生的。 下面我们根

据这个思想构造一个简单的模型： 选取 α = 1.5 保证场 1 的重整化能标大

于场 2。选取现在时刻的值 β1 = −0.4 < 0，β2 = 0.2 > 0，这样得到目前总

的物态为：

ω = −1 +
4

3

eβ1β1α + eβ2β2

eβ1(β1 + 1)α + eβ2(β2 + 1)
= −1.10 < −1, (2-141)

而积分常数 C1 和 C2 的比值也可以得到

C1

C2

=
β1e

β1/2

β2eβ2/2
= −1.48.

这样就可以来数值求解 YM 场方程，从而求得状态方程的演化行为。在图

（ 2-11 ）中我们画出了状态方程随尺度因子的演化行为， 可以看出 ω 确

实可以跨越 −1，并且在宇宙晚期趋近于临界状态 ω = −1。在图（ 2-12 ）

中我们还画出了该模型对 CMB 各向异性功率谱的影响。

§ 2.3.3 Yang-Mills 暗能量模型和宇宙巧合性问题

我们前面已经提到宇宙的巧合性问题是暗能量模型必须面对的两个疑

难之一 [Steinhardt, 1997]。 这个问题在最简单的宇宙学常数模型中变得尤

其尖锐。 但是动力学暗能量模型却有可能对该问题作出比较好的回答。例

如某些Quintessence模型， 如果有跟踪行为就可以大大缓解该疑难 [Zlatev

et al., 1999]。其基本思想是：在宇宙早期辐射为主阶段， 暗能量可以取某

种类似于辐射一样的物态，因而能够跟踪辐射的演化， 这时暗能量在宇宙

中不起主导作用，但是当宇宙进入物质为主阶段， 暗能量的物态慢慢变成

负值，最终起主导作用并推动最近宇宙的加速膨胀。 在这样的模型中，在

宇宙早期暴涨结束了以后， 暗能量的密度取值范围可以有很大的跨度，
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

图图图 2-13: β1 和 β2 随宇宙尺度因子的演化，这里我们取了条件 κ2
1 = 1.5κ2

2，以及
现在时刻的值 β1 = −0.4，β2 = 0.2 [Zhao&Zhang, 2006b]。

而不影响现在暗能量的状态。 类似的思想也可以应用到Phantom模型和K-

essence模型 [Malquarti et al., 2003]。下面我们主要以跟踪的Quintessence模

型为例，来简要介绍一下该模型。 这里考虑模型：V (Q) = M4+αQ−α，

其中 M 是自由参量，它的值必须由观测来决定。考虑早期宇宙中背景的

组分的物态为 ωB。对于辐射为主时期有 ωB = 1/3，而物质为主时期有

ωB = 0。可以证明，这时Quintessence场 Q 的状态方程满足

ωQ '
α
2
ωB − 1

1 + α
2

. (2-142)

这个关系只适用于 ρB À ρQ 的情况。可以看出该模型具有跟踪行为，尤

其是当 α À 1 的时候。在辐射为主时期，暗能量能够近似地跟踪辐射的

演化，进入物质为主时期以后， 又能近似跟踪物质的演化，并慢慢变成

宇宙中的主要成分。 另外一类常用的跟踪模型具有势能函数：V (Q) =

M4[exp(mPl/Q) − 1]，这里 mPl 是Planck质量。在图（ 2-15 ）中画出了该

模型在不同的初始条件下， 宇宙中各个组分的演化情况，而图（ 2-16 ）中

画出了暗能量状态方程的演化情况。 需要指出的是，为了使得暗能量只有
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

图图图 2-14: E1 和 E2 随宇宙尺度因子的演化，这里我们取了条件 κ2
1 = 1.5κ2

2，以及
现在时刻的值 β1 = −0.4，β2 = 0.2 [Zhao&Zhang, 2006b]。

在宇宙近期才起主导作用，现在暗能量状态方程不能小于 −0.8，而这一点

却与观测严重不符 [Seljak et al., 2005]。

下面着重讨论在YM 场暗能量模型中对宇宙巧合问题的回答。暗能量

的能量密度和压强分别是

ρy =
E2

2
(ε + b) , py =

E2

2

( ε

3
− b

)
, (2-143)

其中介电常数

ε = b ln

∣∣∣∣
F

κ2

∣∣∣∣ . (2-144)

相应的状态方程为

ω =
py

ρy

=
β − 3

3β + 3
, (2-145)

这里 β ≡ ε/b = ln |E2

κ2 |。可以发现当 β À 1 的时候，即 F À κ2（高能）

有ω ' 1/3，类似于一种相对论性物质；而当 β → 0 时，即 F → κ2（低
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图图图 2-15: 宇宙中各种组分的能量密度随红移的演化，这里的Quintessence场具有
势能 V (Q) = M4[exp(mPl/Q) − 1]。这里对暗能量取了两种非常不同的初始条
件， 发现它们现在的状态几乎是没有区别的 [Zlatev et al., 1999]。 即目前宇宙中
Ωm = 0.4，ωQ = −0.65。

能）ω → −1，类似于宇宙学常数。 我们知道一般有效理论只能在低能的时

候比较好用，而在高能的时候则不一定适用， 而我们的模型在高能时候自

动回到经典的辐射模型，因此我们的理论不但在低能是适用的，而且在高

能仍然适用 [Zhao&Zhang, 2006III]。 如前所知，有效的YM 场方程为

∂τ (a
2εE) = 0. (2-146)

由此可得

β eβ/2 ∝ a−2, (2-147)

比例系数可以由初始条件来确定。由于目前的暗能量的物态 ω ' −1，而

在早期宇宙中，a → 0，方程（2-147）告诉我们，此时 β À 1，而方程

（2-145）则告诉我们此时 ω → 1/3，即 YM 场非常类似一种辐射物质。暗

能量物态的演化可以通过数值求解方程（2-147） 而得到。但是首先我们必
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图图图 2-16: 势能 V (Q) = M4[exp(mPl/Q) − 1] 的Quintessence场的状态方程随红移
的演化 [Zlatev et al., 1999]。

须从观测上确定 YM 场的重整化能标 κ，这也是唯一的一个模型参数。由

于现在时刻

ρy =
bE2

2
(β + 1) ' bκ2

2
, (2-148)

同时我们知道暗能量的能量密度可以由观测来确定 ρ0 × Ωy，这里 ρ0 ≈
8.099 h2 × 10−11eV4 是宇宙中总的物质密度。观测发现 Ωy = 0.73，因而可

以得到

κ = 3.57 h× 10−5eV2. (2-149)

我们发现该能变远远低于已知的所有物理能标（中微子质量除外），因而

在该模型中，精细调节问题仍然存在。 但是从另一方面考虑，我们可以把

该能标看作一种极低的新物理的能标。而这里的YM 场正是这种新物理的

反映。

我们目前所能观测到的最早的时间是宇宙的核合成（BBN）时期，对

应的红移 z ∼ 1010，相应的能标 ∼ 1MeV。这里我们选择此时作为我们讨论
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

图图图 2-17: 宇宙中各个组分随红移的演化。其中点线表示辐射组分，虚线表示物
质组分，实线表示 rb = 10−2 的 YM 场，而虚-点线表示rb = 10−20 的 YM 场
[Zhao&Zhang, 2006c]。

的初始时刻。为了描述此时YM 场在宇宙中所占的比例，我们定义一个比

例函数

rb ≡ ρy

ρr

∣∣∣∣
z=1010

, (2-150)

其中 ρr 是辐射的能量密度。我们只考虑 rb < 1 的情况，即此时 YM 场并

不起主导作用。很明显不同的 rb 模型中，YM 场的演化是非常不同的，但

是后面我们会发现，rb 在一个相当相当宽泛的范围内取值时，现在 YM 凝

聚都处于同样一个状态，即 Ωy ∼ 0.73，ω ' −1，而这与观测很好地符合。

图（ 2-17 ）中画出了 ρy 随红移的演化规律。作为特例，这里考虑
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

图图图 2-18: 初始条件为 rb = 10−2 和 rb = 10−20 的 YM 模型的物态随红移的演化
[Zhao&Zhang, 2006c]。

了两个模型，一个我们取了 rb = 10−2，另一个取了 rb = 10−20。作为比

较我们同时画出了辐射和物质密度随红移的演化。 可以发现辐射密度以

ρy ∝ a−4 减小，因此在宇宙早期 YM 场能够跟踪辐射的演化，而并不起主

导作用。在（ 2-18 ）中我们画出了 暗能量的物态随红移的演化，发现此

时 ω → 1/3。而在宇宙晚期，随着宇宙的膨胀，β 减小到接近于零，相应

地状态方程逐渐减小到 ω → −1。并且该渐近行为会在现在时刻以前的某一

红移处达到， 对于不同的模型，rb 不同，到达的红移也不相同。rb越小，

渐近区域越早到达。YM 场一旦进入渐进区域，其能量密度就基本保持不

变，其演化就非常类似于宇宙学常数。 我们发现至少 rb 的取值在相当宽

泛的范围（10−20, 10−2）内取值时，演化到现在都能够达到相同的状态，
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

图图图 2-19: 现在的 YM 场状态方程对 rb 的依赖关系。其中虚线以上的部分被 BBN
的观测所排除 [Zhao&Zhang, 2006c]。

Ωy ' 0.73。因而宇宙的巧合性问题在 YM 凝聚的暗能量模型中是不存在

的。

图（ 2-19 ）中画出了现在的暗能量物态对初始条件 rb 的依赖关系。

我们发现函数 log10(rb) 和 log10(ω0 + 1) 几乎呈线性关系。对初始条件

rb = 10−2，我们得到 ω0 = 0.99，而对rb = 10−20，我们发现 ω0 的值与 −1

只有 10−11 的差别，与宇宙学常数几乎完全无法区分。

公式（2-147）可以改写为

z =

√
β

β0

exp

[
β − β0

4

]
− 1, (2-151)

其中 β0 是 β 函数在现在时刻的值，依赖于初始条件。对于一个固定的

β0，该公式显示了 YM 场的状态方程 ω 与红移 z 的一一对应关系。为了

描述 YM 场的物态从 1/3 到 −1 的演化，我们定义一个相变红移，zt 为

ω = −1/3，即 β = −1 时所对应的红移，此时强能量条件被破坏，YM 场
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

图图图 2-20: 相变红移 zt 对 rb 的依赖关系。其中虚线以上的部分被 BBN 的观测所排
除。这里 zeq 表示辐射/物质密度相等时刻的红移 [Zhao&Zhang, 2006c]。

才变成真正的暗能量。因此可以得到

zt =

√
1

β0

exp

[
1− β0

4

]
− 1. (2-152)

这直接给出了一个依赖关系 zt = zt(rb)。图（ 2-20 ）中画出了这种依

赖关系。需要指出的是，和跟踪的Quintessence模型不同，YM 场模型的

相变红移既可以在辐射为主时期，又可以在物质为主时期，这取决于初

始条件的选择。 例如对模型 rb = 10−2，zt ' 12.4 ¿ zeq（zeq 表示辐

射/物质密度相等时刻的红移），相变发生在物质为主时期；而对于模型

rb = 10−20，zt ' 5.0× 105 ¿ zeq，相变发生在辐射为主时期。

最后我们讨论 BBN 的观测对 rb 的限制。我们知道在核合成时刻，

暗能量的存在会加速宇宙的膨胀速率，因而有效中微子的代数 Nν 会增加

[Birkel&Sarkar, 1997]。 最近的观测表明 ∆Nν ≡ Nν − 3 < 1.60 [Cyburt et

al., 2005]。 在我们的模型中，暗能量由 YM 凝聚来充当。通过类似的分

析可以将 rb 和 ∆Nν联系起来：rb = 7∆Nν/4
10.75

，因此可以得到 rb 的一个限制
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rb < 0.26。相应的对状态方程的限制为 ωo < −0.94 图（ 2-19 ），对相变红

移的限制为 zt > 5.8 图（ 2-20 ）。

§ 2.3.4 耦合的 Yang-Mills 暗能量和宇宙巧合性问题

我们前面的讨论中一直都是假设 YM 暗能量在宇宙是自由演化的，即

不存在与其它物质的相互作用。我们知道规范场是一种传递相互作用的媒

介场， 通常对于规范场，我们必须考虑其与宇宙中其他物质粒子的相互作

用。这是我们这一节的基本内容， 我们来研究有相互作用 YM 暗能量可

能的宇宙学后果，以及对宇宙恰好性问题的回答。 但是和已知的相互作用

QED, QCD, 以及弱电作用不同，我们这里没有一个模型来描述 YM 场与物

质粒子的相互作用，因此只能对相互作用作一些简单的唯象描述。

首先我们建立有相互作用存在时，宇宙中各组分演化的基本方程组。

考虑空间平直的 FRW 度规，我们有 Friedmann 方程组（我们这里考虑

到宇宙中存在物质，辐射和 YM 暗能量）[Zhang, 1994; Xia,Zhang&Zhao,

2006]：

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
(ρy + ρm + ρr) , (2-153)

ä

a
= −4πG

3
(ρy + 3py + ρm + ρr + 3pr), (2-154)

这里上标点表示对宇宙时间求导，下标 y 表示暗能量；下标 r 表示辐射；

下标 m 表示物质。可见宇宙尺度因子的演化决定于宇宙中各个组分的大

小。 三种组分各自的演化规律可以用能量守恒方程来描述：

ρ̇y + 3
ȧ

a
(ρy + py) = −Qm −Qr, (2-155)

ρ̇m + 3
ȧ

a
ρm = Qm, (2-156)

ρ̇r + 3
ȧ

a
(ρr + pr) = Qr, (2-157)

这里 Qm 表示暗能量与物质之间的能量转化，而Qr 表示暗能量与辐射之

间的能量转化，在自然单位制中，他们都是 [energy]5 的量纲。这里需要指

出 Qm > 0 表示暗能量转化为物质，而 Qm < 0 表示物质转化为暗能量；
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

对于 Qr 也类似。 只要给定了 Qr 和 Qm 的具体形式，通过求解方程组

（2-153），（2-155），（2-156），（2-157）， 就可以得到宇宙中各个组

分的演化规律。而本节中我们就是要考虑各种不同的耦合模型对宇宙演化

的影响。 下面我们考虑具体的耦合模型，我们主要讨论三类模型：只有暗

能量转化为物质的模型； 只有物质转化为暗能量的模型，暗能量转化为物

质和辐射的模型。需要说明的是我们这里的辐射可以是 中微子（而不需要

是光子），这样就不会与观测直接冲突。

♣ Model 1：在该模型中我们只考虑 Qm > 0 并且 Qr = 0 的情况，即

只存在暗能量向物质的转化。我们可以将其写为一种普遍的形式

Qm = Γρy, (2-158)

即认为耦合形式直接正比于暗能量的能量密度，其中 Γ > 0 具有时间倒数

的量纲描述了暗能量的衰减（物质产生）的速率。 通常对于已知的模型它

的函数形式应该从量子场论中推导出来。 但是这里我们对基本物理几乎一

无所知，因而只能讨论一些唯象模型。 为了提高讨论的普遍性，在这一类

模型中我们我们考虑三种完全不同的耦合情况：

♥ : Γ/H = 0.5; (2-159)

♥ : Γ/H = 0.6e−y; (2-160)

♥ :
Γ

H
= 0.25

2 + y

1 + y
e

y
4 . (2-161)

这是三种完全不同的唯象模型。其中耦合系数的选择都是为了能够得到现

在的宇宙状态： Ωm ' 0.3，Ωy ' 0.7。

利用前面的方程组，我们可以得到宇宙中各个组分的演化行为。 我们

分别对这三个完全不同的耦合模型进行了求解，发现他们的演化规律非常

类似。 下面列举一些研究的结论：

a：在宇宙早期，暗能量的演化仍然能够追踪辐射物质；

b：暗能量的状态方程只有在宇宙晚期才开始变成负值；

c：只有在非常接近现在的时刻，暗能量才开始占主导作用，宇宙开始

加速膨胀；

d：我们取的两个YM 模型具有非常不同的初始条件，却发现演化到

现在，宇宙的状态是非常类似的， 即至少初始条件在一个很宽泛的范
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CHAPTER 2. 宇宙中的暗能量

围 Ωyi ∈ (10−10, 10−2) 取值的时候，我们会得到相同的宇宙现状 Ωy '
0.7，Ωm ' 0.3，Ωr ' 10−5，ωy ' −1。 因此在该模型中宇宙的巧合性问题

仍然是不存在的。

这些性质和前面的自由YM 模型中的结论都是一样的。不同的地方有

主要两点：

e：由于物质与暗能量的耦合，使得在宇宙演化晚期物质的密度不再下

降而保持为一个常数，即未来宇宙会进入一个平衡态， 其中各个组分的比

例满足 scaling 行为：Ωy ∼ 0.85，Ωm ∼ 0.15，Ωr ∼ 0；

f：在该模型中暗能量的状态方程是可以跨越并小于−1的，而在最后的

平衡态 ωy ∼ −1.2，但是宇宙总的物态 ωt 却不会跨越并小于−1，在最后的

平衡态 ωt ∼ −1，宇宙膨胀为 de Sitter 膨胀。

♣♣ Model 2：在该模型中我们只考虑 Qm < 0 并且 Qr = 0 的情况，

即只存在物质向暗能量的转化。我们可以将其写为一种普遍的形式

Qm = − Γρm, (2-162)

在这一类模型中我们我们考虑两种完全不同的耦合情况：

♥ : Γ/H = 0.02; (2-163)

♥ : Γ/H = 0.02e−x; (2-164)

利用前面的方程组，我们可以得到宇宙中各个组分的演化行为。 我们分

别对这两个完全不同的耦合模型进行了求解，发现他们的演化规律非常类

似。 发现宇宙中各个组分的演化 与自由YM 模型中的情况几乎完全一样，

而且宇宙巧合性问题在这里也是不存在的。

最后我们讨论更为普遍的模型，其中暗能量与物质和辐射都有耦合。

♣♣♣ Model 3：在该模型中我们只考虑 Qm > 0 并且 Qr > 0 的情

况。我们可以将其写为一种普遍的形式

Qm = Γρy, Qr = Γ′ρy, (2-165)

即认为耦合形式直接正比于暗能量的能量密度，其中 Γ > 0，并且 Γ′ > 0

表示暗能量可以向物质和辐射转化。在这一类模型中我们我们考虑两种完

全不同的耦合情况：

♥ : Γ/H = 0.5, Γ′/H = 0.00018; (2-166)
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

♥ : Γ/H = 0.25
2 + y

1 + y
e

y
4 , Γ′/H = 0.00009

2 + y

1 + y
e

y
4 ; (2-167)

利用前面的方程组，我们可以得到宇宙中各个组分的演化行为。 在该模型

中宇宙最终会进入一个 scaling 行为：Ωy ∼ 0.8，Ωm ∼ 0.2，Ωr ∼ 10−5。而

宇宙巧合性问题在这里仍然是自然不存在的。 有意思的是这正类似于稳态

宇宙学模型。即在我们的模型中，早期宇宙是大爆炸模型，晚期则是稳态

模型 [Hoyle, 1948]，而暗能量于物质和辐射的耦合则提供了连接两个模型

的桥梁。

§ 2.3.5 有磁场的 Yang-Mills 模型

前面的讨论中，多数情况下我们都只考虑了一种简单的情况，即不考

虑磁场。为了讨论的完整性， 我们在这一小节中讨论既有电场又有磁场的

普遍的模型。研究其状态方程以及电场和磁场的演化规律。

这里我们仍然从有效拉氏量出发：

Leff =
b

2
F ln

∣∣∣∣
F

eκ2

∣∣∣∣ . (2-168)

通过对作用量的变分，可以得到暗能量的能量密度和压强分别是

ρ =
1

2
ε(E2 + B2) +

1

2
b(E2 −B2), (2-169)

p =
1

6
ε(E2 + B2)− 1

2
b(E2 −B2), (2-170)

其中 ε ≡ b ln |(E2 − B2)/κ2|。为了方便我们可以定义两个场强量 F ≡
E2 − B2，Q ≡ E2 + B2，以及对应的无量纲量 f ≡ F/κ2，q ≡ Q/κ2,

ε ≡ ε/b = ln |f |。因此 E2 = (Q + F )/2，B2 = (Q− F )/2。这样暗能量的能

量密度和压强就可以写为一个简单的形式

ρ =
1

2
bκ2(εq + f), p =

1

2
bκ2

(
1

3
εq − f

)
, (2-171)

我们要求暗能量的密度必须大于零，由此可以对暗能量提出一个限制条件

εq + f > 0. (2-172)
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相应的状态方程为

ω =
1
3
εq − f

εq + f
. (2-173)

这里我们对状态方程做一些简单讨论。由上式容易看出当 ε > 0 时有

ω > −1，当 ε < 0 时有 ω < −1。当 εq À f 时，ω ' 1/3，暗能量类似一种

相对论性辐射，而当 εq ¿ f 时，ω ' −1，暗能量类似于宇宙学常数。

在这里我们首先讨论电场大于磁场的情况,即E2 > B2。此时ε = ln f。

为了研究暗能量的演化行为，我们首先考察 YM 场的运动方程。 由前面的

讨论可以知道，YM 场方程为

∂τ (a
2εE) = constant. (2-174)

在这里该方程可以用无量纲的量来表示，即

q + f = c · a−4ε−2, (2-175)

其中c是一个积分常数。我们发现这里有两个变量 q 和 f， 因此还需要考虑

能量守恒方程。为了讨论方便， 首先我们定义一个无量纲量 η ≡ a3，因此

能量守恒方程可以写为

d ( ρ η ) = −p d η. (2-176)

将 ρ 和 p 的表达式代入，可以将该方程简化为

(
1 +

q

f

)
f ′ + εq′ = −4

3
εqη−1 . (2-177)

这里 ′ 表示 d/dη。通过方程（2-175）和（2-177），我们可以数值求解状态

方程的演化。 从这两个方程中可以发现，在该模型中，完全可以用尺度因

子来代替时间函数。因此可以任意选择 a = ai（ai 可以是任意时刻的宇宙

尺度因子）作为初始时刻。此时我们选择初始条件

q = qi, f = fi, (2-178)

而积分常数也可以确定下来

c = (qi + fi)(ln fi)
2. (2-179)
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2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

首先我们考虑初始时刻 ω > −1 的情况，这要求

qi > 0, fi > 0 (2-180)

并且由 q 和 f 的定义可知，必须要求 qi > fi。当 f 与 q 的值越接近，表

示电场的能量远远大于磁场， 当 q = f 的时候，表示只有电场没有磁场，

这正是我们前面讨论的情况；相反如果 f 与 q 的值差别越大则表示电场和

磁场的能量越接近，如果 q À f，就表示 E2 ' B2。当 q 和 f 的值都趋近

于 1 的时候，就表示电场能量趋近于重整化能标 κ2，而磁场的能量衰减为

零。这里我们考虑三个模型

Model a1； fi = 50, qi = 100;

Model a2： fi = 5, qi = 100;

Model a3： fi = 5, qi = 10;

在图（ 2-21 ）中我们画出了这三个模型中暗能量的状态方程随尺度因子的

演化规律， 我们发现和前面讨论的情况一样，不管初始条件如何，状态方

程都不可能跨越−1， 而且随着宇宙的膨胀，都是迅速趋近于−1，因此非

常类似宇宙学常数。并且在宇宙早期YM 场的物态趋近1/3，非常类似于辐

射，因此暗能量仍然能够很好地避免宇宙的巧合性问题。 在图（ 2-22 ）中

我们分别画出了这三个模型中电场和磁场随宇宙尺度因子的演化行为。 我

们发现随着宇宙的膨胀电场能量趋近于重整化能标 κ2，而磁场的能量衰减

为零。

下面我们考虑初始时刻 ω < −1 的情况，考虑到限制条件（2-172）这

要求

fi < qi < − fi/ ln fi , fi < 1, (2-181)

因此我们发现，在这种情况下，fi必须满足条件 e−1 < fi < 1。我们同样考

虑三个模型

Model b1； fi = 0.9, qi = 2.0;

Model b2： fi = 0.9999, qi = 10.0;

Model b3： fi = 0.5, qi = 0.6.

在图（ 2-23 ）中我们画出了这三个模型中暗能量的状态方程随尺度因子的

演化规律， 我们发现和前面讨论的情况一样，不管初始条件如何，状态方

程都不可能跨越−1， 而且随着宇宙的膨胀，都是迅速趋近于−1，因此非常

类似宇宙学常数。 在图（ 2-24 ）中我们分别画出了这三个模型中电场和磁
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图图图 2-21: 在模型 a1, a2, a3 中暗能量的状态方程随宇宙尺度因子的演化行为。

场随宇宙尺度因子的演化行为。 我们发现随着宇宙的膨胀电场能量趋近于

重整化能标 κ2，而磁场的能量衰减为零。因此上面的研究表明：其一，即

使考虑了磁场， 随着宇宙的膨胀，磁场的能量也是迅速衰减，很快达到了

电场为主状态；其二，即使考虑了磁场， 暗能量的演化规律仍然和不考虑

磁场时候的演化规律一样，并不会带来新的物理结果。

然后我们讨论磁场为主的情况，首先考虑极端情况E2 = 0，即只有磁

场的情况。 此时YM 场的压强和能量密度分别为

py =
1

6
εB2 +

1

2
bB2, ρy =

1

2
εB2 − 1

2
bB2, (2-182)

其中ε = b ln(B2/κ2)。定义θ ≡ ε/b = ln(B2/κ2)。有限制条件 ρy > 0，我们

可以得到

θ > 1. (2-183)
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图图图 2-22: 在模型 a1, a2, a3 中电场和磁场随宇宙尺度因子的演化行为。

YM 场的状态方程为

ωy =
1
3
θ − 1

θ + 1
, (2-184)

考虑到条件（2-183）我们可以得到

ωy >
1

3
. (2-185)

即此时YM 场不可能产生负压强，也就不能够充当暗能量。下面讨论B2 >

E2 的普遍情况。此时YM 场的压强和能量密度分别为

py =
1

2
bκ2(

1

3
εq − f), ρy =

1

2
bκ2(εq + f) (2-186)

并且 f < 0，而状态方程为：

ωy =
1
3
εq − f

εq + f
(2-187)

限制条件ρy > 0 给出

0 > f > −εq, (2-188)
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图图图 2-23: 在模型 b1, b2, b3 中暗能量的状态方程随宇宙尺度因子的演化行为。

因此容易得到 1
3
εq − f > 0, εq + f，即YM 场的物态不可能小于零。

那么B2 > E2 的YM 场能不能演化到B2 < E2 的状态，从而充当暗能量

呢？这也是不可能实现的。如果这种情况可以实现，那么必然经过转化点

B2 = E2，此时ε = ∞。从YM 场方程

a2εE = constant, (2-189)

我们知道，在该转化点必须满足a = 0（不现实）或者E2 = 0，由于此

时B2 = E2，因此必然有 B2 = E2 = 0，即YM 场消失了，这也是不可

能发生的，因此该转化点不可能存在，那么B2 > E2 的YM 场不能演化

到B2 < E2 的状态，从而充当暗能量呢？总之，磁场为主的YM 场不能够

实现负压强，因而不能够充当暗能量。

§ 2.3.6 Yang-Mills 暗能量和标量场暗能量的区别

在本章的最后一小节，我们来简单讨论一下 Yang-Mills 场暗能量和通

常的标量场暗能量的区别。在前面的讨论中，我们知道 Yang-Mills 场最终
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图图图 2-24: 在模型 b1, b2, b3 中电场和磁场随宇宙尺度因子的演化行为。

都可以用一个标量函数 A(t) 来表示，那么人们不禁要问这样一个问题：

如果我们把函数 A(t) 从形式上用另外的函数 ϕ(t) 来代替，那么是否能够

将我们的 Yang-Mills 暗能量完全等价于通常的标量场暗能量呢？如果确实

能够等价，那么说明我们的 Yang-Mills 暗能量只是标量场暗能量的一种特

殊情况；如果不能够等价过去，则说明 Yang-Mills 暗能量与标量场模型具

有本质的区别。下面我们分别从拉氏量和运动方程来展示这两类模型。 对

于标量场模型，我们主要讨论 K-essence 模型，而通常的 Qunitessence 模

型和 Phantom 模型都是 K-essence 模型的特殊情况。考虑只有暗能量的宇

宙，其与引力为最小耦合，因而普遍的作用量的形式为 [Armendariz-Picon

et al., 1999]

S = Sg + Sϕ =

∫
d4x

√−g

[
− R

16πG
+ p(ϕ,X)

]
(2-190)

其中R 为 Ricci 标量，而 p(ϕ,X) 则是标量场 ϕ 的拉氏量密度，这里

X ≡ 1
2
∇µϕ∇µϕ。利用作用量对度规 gµν 的变分，容易得到它的能量密度为

ε(ϕ,X) = 2Xp,X(ϕ,X)− p(ϕ,X), (2-191)
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而它的压强则正好就是 p(ϕ,X)。其运动方程可以利用该作用量直接对场 ϕ

作变分而得到

p,X¤gϕ + p,XX(∇µ∇νϕ)∇µϕ∇νϕ + ε,ϕ = 0, (2-192)

其中 ¤g ≡ gµν∇µ∇ν，而 ∇µ 则是通常的协变微分。在均匀各向同性的假设

下，该运动方程化简为

ϕ̈ε,X + ϕ̇p,X

√
3ε + ε,ϕ = 0 (2-193)

当 ε,X 6= 0 的时候，可以被改写为

ϕ̈ + 3H
p,X

ε,X

ϕ̇ +
ε,ϕ

ε,X

= 0, (2-194)

其中上点号表示对宇宙时间求导，H为Hubble 常数，X = 1
2
ϕ̇2，而能量密

度则被化简为

ε(ϕ, ϕ̇) = ϕ̇p,ϕ̇ − p. (2-195)

下面我们给出 Yang-Mills 暗能量的拉氏量及运动方程，并将其与 K-

essence暗能量作一比较。由前面的讨论可知，我们的有效 Yang-Mills 场的

拉氏量密度为

Ly =
1

2
bF

(
ln

∣∣∣∣
F

κ2

∣∣∣∣− 1

)
, (2-196)

其中场量 F a
µν 的定义为

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + fabcAb

µA
c
ν , (2-197)

利用均匀各向同性假设：A0 = 0, Aa
i = δa

i A(t)，我们可以得到

F = −1

2
F a

µνF
aµν =

3

16a4
(4a2Ȧ2 + A4) (2-198)

其中 a(t)为宇宙的尺度因子。因此 Yang-Mills场的拉氏量可以用 A(t)表示

为

Ly =
3b

32a4

(
4a2Ȧ2 + A4

)
×

[
ln

(
4a2Ȧ2 + A4

)
+ ln

(
3

16ea4κ2

)]
, (2-199)

容易发现，我们这里的拉氏量仍然只含有函数 A(t) 及其对时间的一阶导数

项，这一点和 K-essence场是相同的，但不同的是我们这里的 Yang-Mills场

61



2.3 Yang-Mills 场暗能量模型

的拉氏量天生地将场 A(t) 与宇宙尺度因子 a(t) 混合在一起，因此密切依赖

于宇宙尺度因子的演化行为。这是我们的 Yang-Mills 场暗能量和标量场暗

能量最根本的区别，因此不能将我们的 Yang-Mills 场暗能量看作是标量场

暗能量的一种特殊情况。也正是由于这个原因， 我们可以发现，在我们的

模型中暗能量的压强项并正好不等于其拉氏量密度。 类似的区别也可以从

运动方程中看到。通过作用量对 Aa
µ 求导，我们可以得到有效的 Yang-Mills

场方程

∂t

(
a2εȦ

)
= 0, (2-200)

当介电常数不为零的时候，它可以被改写为

Ä + 2HȦ +
ε̇

ε
Ȧ = 0, (2-201)

其中介电常数为

ε = b ln

∣∣∣∣
F

κ2

∣∣∣∣ = b ln
(
4a2Ȧ2 + A4

)
+ b ln

(
3

16a4κ2

)
, (2-202)

它明显依赖于宇宙尺度因子的演化行为，并且函数 ε̇/ε 也明显含有场量

Ä, Ȧ 以及 A。比较两式（2-194）和（2-201）我们也发现， 两种模型是完

全不同，虽然两个运动方程都只含有场量对宇宙时的二阶导数项，但是我

们的Yang-Mills 场方程要远远比 K-essence 的运动方程复杂得多，它对宇宙

尺度因子的依赖性也复杂的多。从这里也可以看出，我们的 Yang-Mills 暗

能量不能被看作是标量场模型的一种特殊情况。两者是有明显区别的。
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第第第三三三章章章

宇宇宇宙宙宙残残残余余余引引引力力力波波波

在本章中，我们首先简单介绍一下宇宙中的几类重要的孤立引力波

源，并估算它们产生的引力波的大小以及其探测的可能性。 然后我们将着

重计算在暗能量主导的宇宙中，宇宙残余引力波的演化行为，分析暗能量

对引力波功率谱的影响， 以及残余引力波的探测等问题。

§ 3.1 引力波与引力波源

引力波是广义相对论理论所预言的一种物理现象。最早爱因斯坦等在

弱场近似下发现了引力波的存在， 后来其它人研究也证明了引力辐射带走

能量，即引力辐射使得孤立引力源的引力质量下降 [Bondi, 1957]。按照广

义相对论，引力场在空间中以光速传播， 就形成引力波。这种波是具有两

个独立自由度的、自旋为2的波。 与其它种类的物理波动类似，引力波也携

带能量。在引力波传播所经过的时空点处， 发生空间伸缩等物理现象。引

力波与电磁波有许多类似的性质，但是电磁波是电磁场在时空中的传播，

而引力波是时空度规场自身扰动的传播 [Weinberg, 1972]。 引力波可以产生

于天体物理、宇宙学的许多物理过程中。引力波的研究和探测对于天体物

理、宇宙学具有重要意义。 从理论角度来看，广义相对论理论是迄今最为

成功的引力理论，它的许多重要预言都得到了观测和实验的验证。 然而，

它的一项重大预言−−引力波，尚未被直接探测到。这阻碍了引力场的量子
理论、基本粒子的统一理论和理论物理的发展。 引力波探测对于物理学的

进一步发展的研究具有重大意义。 下面简短地介绍引力波的基本性质，引
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3.1 引力波与引力波源

力波源，以及探测方面的现状。

通常引力波的能量密度要远远小于电磁波的能量。这就给引力波的

探测带来很大困难。 引力辐射大致分为三种：周期性的孤立源引力辐射

（periodic sources）， 主要来自中子星自转，双致密星系统的相互绕转

以及黑洞的吸积等； 突发式的引力波辐射事件（pulsed sources），如超

新星爆发等；随机引力波源，例如宇宙背景的残余引力波 （relic gravita-

tional waves）， 它产生于早期宇宙的量子涨落，经过宇宙膨胀的若干阶

段（尤其是暴涨）， 最终演化成现在的宇宙残余背景引力波。 我们先简

要介绍弱场近似下的引力辐射的性质和产生，更详细的讨论可以参考文献

[Weinberg, 1972]。 假设引力场是弱场，背景时空是平直的， 用闵可夫斯基

度规来描述，而引力波可以看作在背景时空度规的扰动传播， 可以用度规

张量来描述 ，

gµν = ηµν + hµν , (3-1)

其中 ηµν是闵可夫斯基度规, hµν(|hµν | ¿ 1) 为度规扰动。时空间隔线元为

ds2 = gµνdxµdxν = ηµνdxµdxν + hµνdxµdxν , (3-2)

hµν是一个4 × 4 的对称张量，有十个的分量， 但是由于引力场方程具有

规范不变性和坐标变换下不变的性质，因此实际上引力波只有两个独立的

动力学自由度。 如果我们假设某一列引力波沿 z轴方向传播，在横向无迹

（TT）规范下，引力波的度规为

hTT
µν dxµdxν = h+(xi, t)(dx2 − dy2) + 2h×(xi, t)dxdy, (3-3)

其中 h+和h× 即为引力波的两个独立的自由度，称为辐射引力场的两个极

化自由度。 当引力波经过我们的探测仪器时，将导致探测仪器的长度产生

伸缩效应。如果仪器原始长度为L， 当引力波 hjk经过的时候，仪器长度的

变化为 [Weinberg, 1972]

δL =
1

2
Lhjkn̂

jn̂k, (3-4)

h+分量可以使得探测仪器x和y方向的长度产生周期振荡， 而h×分量可以使

得探测仪器x轴与y轴夹角方向的长度产生振荡。
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引力波辐射的机制和电磁场的产生机制不同，引力波是四极辐射， 也

就是说引力波源的能动张量的四极矩需随时间变化。 假设探测器距离引力

波源为r，则接收的引力波信号为（取到一阶小量）

hTT
ij (t, r) =

2

r

G

c5

d2

dt2
QTT

ij (t− r). (3-5)

其中QTT
ij 为 TT 规范下的引力波源的能动张量的四极矩。 如果假设引力波

的两个极化分量相当，引力波的能流密度量级为 [Weinberg, 1972]

I =
πc3

4G
h2ν2, (3-6)

距离地球距离为r的波源,在时间T ≈ 1/ν 内辐射的能量为∆E = 4πr2I/ν, 引

力波的振幅为

h ≈ 1

r

(
G

π2c3

∆E

ν

)1/2

. (3-7)

若知道引力波的频率ν及引力源的能量损失，就可以对引力波的振幅作出估

计。 更高极矩所产生的引力辐射非常微弱，通常忽略不计。

本小节简要介绍一下几种孤立的引力波辐射源。 对于地面的和空间的

引力波探测仪器来说孤立的引力波源都是极为重要的探测对象。 这种波源

主要分为两类：周期性波源和突发式波源。 实际的引力波发射过程依赖于

具体的物理环境和条件， 目前人们对这些过程细节还不完全了解，通常只

能作量级的估算。

§ 3.1.1 周期性的引力波源（periodic sources）

♣：双双双星星星系系系统统统
两个紧靠的星体互相绕转而形成的体系，具有能动张量的四极矩，

可以产生引力辐射。 引力辐射带走能量，可以使得该系统的旋转频率

增加。 这类系统通常包括双中子星系统、双黑洞系统以及一个黑洞和一

个中子星组成的系统。 目前发现的一千多颗脉冲星中，有六个双中子星

系统，分别为PSR J1518+4904 ， B1913+16， B1534+12，B2127+11c，

B2303+46，B1820-11，共同质量在M1 + M2 ∼ 2.6 − 2.8M¯， 其中PSR

B1820-11的伴星可能不是中子星， 参见文献 [Nice et al., 1996]。 对于地面
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干涉仪引力波探测器，致密双星系统是一类最重要的引力波源。 如果波

源距离地球的距离为r，那么我们接收到的引力波的幅度约为 [Grishchuk,

1988]

h ≈ 10−21 100pc

r

(
m

M¯

)5/3 ( ν

10−4Hz

)2/3

, (3-8)

这里m是星体的质量，而引力波的频率和双星系统的旋转频率相当。 由上

式可见，质量比较大且距离比较近的双星系统才有较强的引力波。

理论计算表明双致密星系统可以被发现的概率D与系统并合的速率的

关系为 [Grishchuk et al., 2000]

DBH

DNS

=
RBH

RNS

(
MBH

MNS

)5/2

, (3-9)

其中下标BH和NS分别指的是双黑洞系统和双中子星系统。 MBH 和MNS

分别为系统的唧质量（chirp mass）M = (M1M2)
3/2/(M1 + M2)

1/5 。 如果

假设M(BH) > Mcr = 80M¯，可以得到结果

DBH

DNS

=

(
80M¯
10M¯

)−1.35 (
8.5M¯
1.40M¯

)5/2

≈ 5.5. (3-10)

如果黑洞的质量可以小于80M¯，这个估计值将会更大。 可见双黑洞系统

是比双中子星系统更普遍的一种引力 波源。 几个黑洞的可能候选者为，

Cyg X-1，LMC X-3 ，LMC X-1 ，A0620-00 ，GS2023+338 ，GSR1121-

68，GS2000+25 ，GRO J0422+32， GRO J1655-40，XN Oph 1977， 数据

来源于 [Grishchuk et al., 2000]。 它们的平均质量为8.5M¯。这一类周期性

的引力波源是地面上探测最可能直接探测到的。

♣：旋旋旋转转转的的的中中中子子子星星星
旋转的中子星是另外一种比较重要的周期性引力波源。 当中子星关于

旋转轴不对称时，四极矩会随时间变化，可以产生引力辐射。 根据四极矩

模型不同，其辐射的频率和中子星的自转频率相当，平均幅度为 [Grishchuk

et al., 2000; Jaranowski et al., 1998]

h = (3 ∼ 17)× 10−27 Izz

1045g · cm2

ε

10−6

10kpc

r

(
f

200Hz

)2

, (3-11)
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其中r为到引力波源的距离，Izz为惯量张量沿转轴方向的分量， f为中子星

的转动频率，ε为垂直转轴方向的椭率。 由该公式可以通过h的上限估计星

体椭率的上限。 最近LIGO 引力波探测器第二次的科学运行 [Abbott et al.,

2004] 对28个孤立的脉冲星进行探测， 但是在 ∼ 0.3 × 10−23 的测量精度上

仍然没有发现引力波信号,并由此定出了它们的椭率的上限。 例如，脉冲星

B0021−72C的频率f = 173.71 Hz，频率变化率ḟ = +1.50× 10−15 Hz/s， 引

力波上限h = 4.3×10−24，椭率上限ε = 16×10−5；脉冲星 B0021−72F的f =

381.16 Hz，ḟ = −9.37 × 10−15 Hz/s，h = 7.2 × 10−24， 椭率上限ε = 5.7 ×
10−5；椭率最小的是脉冲星J2124−3358，f = 202.79Hz，ḟ = −8.45×10−16

Hz/s， 椭率上限ε = 0.45 × 10−5。 有关这次观测的敏感度以及对所观测

的28个脉冲星的限制， 参见 LIGO 第二次科学运行结果报告 [Abbott et al.,

2004]。

♣：R-模模模式式式的的的不不不稳稳稳定定定性性性

近年来研究表明转动的相对论星体具有一类不稳定的扰动模式， 称

为R−模式 [Andersson, 1998]。 当不考虑引力辐射时，这类模式是稳定的，

但引力辐射可以反作用于该模式， 导致扰动不稳定，其能量消耗来源于星

体的转动能量。这类扰动模式具有以下两个特点: (1) 没有粘性时，它们对

所有的角速度都是不稳定的； (2) 只考虑主要项时，引力辐射只取决于动

量密度的分布以及演化，而与质量分布无关。

图（ 3-45 ）给出了低转速星体最低阶辐射模式的流体扰动，参

见 [Finn, 1999]。 这种扰动的演化其实就是相应于地球大气和海洋里

的Rossby波。 图中的线表示了流体的流线。 星体低速旋转时，流体运

动几乎没有径向分量。 当星体不转动时，流体会以图示的模式以恒定的角

速度循环运动， 流体的动量四极矩具有恒定的振幅。 有转动时，科里奥

里（Coriolis）力的作用使得循环具有周期性， 四极矩对时间的二阶导数非

零，产生引力辐射。 对中子星物质粘性的研究表明， 在中子星刚形成时，

在一段时期内（可以持续一年左右的时间） R−模式为不稳定的，产生近周
期性的强引力辐射，此时星体转动频率约为103到102Hz 的量级， 引力波的

振幅为 [Andersson, 1998]

h ≈ 2.3× 10−26
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Ω

0 2πϕ

co
s θ

-1

1

图图图 3-1: R-模式的低阶扰动， 流体相对于星体转动的流动示意图，其中下图是赤
道剖面图 [Finn, 1998]。

(
Pc

1ms

)1/2 (
M

1.4M¯

)1/4 (
R

10km

)1/4
(

Ṁ

10−8M¯/yr

)1/2 (
1kpc

r

)
, (3-12)

其中Pc为星体的自转周期，M为星体质量，R为半径，Ṁ为年质量吸积

率。 对于星体 ScoX − 1，r = 0.7 kpc， Ṁ = 3 × 10−9M¯/yr， 有h ≈
3.5× 10−26。 目前直接探测这一类源较困难.

♣： X 射射射线线线双双双星星星系系系统统统中中中的的的中中中子子子星星星

近年来，Rossi 卫星X射线探测器发现一类发射X射线的双星系统的功

率谱呈准周期性的高频信号 [Finn, 1999]，有些作者认为这种准周期性可能
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是两种频率合成的结果， 其中一种频率即为中子星的旋转频率。观测发现

中子星的旋转频率都集中在250 − 350Hz 左右的一个极窄的范围内。我们

知道， 一颗中子星诞生时可以具有比较高的频率（几百 Hz 左右）， 但

会很快减缓至几十Hz的正常频率。但是在一个双星系统中， 当其伴星变

成一颗红巨星时，中子星开始吸积它的质量和角动量， 虽然该吸积过程

非常缓慢（Ṁ = 10−10M¯/yr）， 但吸积的角动量可以使得中子星旋转速

度加快并加热其壳层。 一般认为毫秒脉冲星就是这样形成的。但是为什

么X射线双星系统中的中子星的转动频率都集中在300Hz 附近呢？ 也有人

认为由于缺乏有效的导热机制， 使得中子星的吸积盘上可能存在一个温度

梯度，只要该温度分布具有大尺度的不对称性， 就可以产生质量的四极距

（∼ 10−7MR2 ）， 从而可以以引力辐射的形式带走吸积盘上的角动量，从

而限制星体的旋转频率。该机制只适用于吸积过程， 当吸积结束以后，过

程就会很快停止。只要知道脉冲星的转动频率，进一步可以分析出引力波

的频率。 有些研究者认为 [Bildsten, 1998]，在一些源中，引力波的振幅可

以达到 h ∼ (0.5− 3)× 10−26 的量级。这一类源的直接探测比较困难。

§ 3.1.2 突发式的引力波源（pulsed sources）

♣：超超超新新新星星星爆爆爆发发发
核塌缩超新星爆发使得星体物质以极高的速度（可以达到0.001c的量

级）爆发， 最后在其中心形成一个致密的核，一般为一个中子星或者黑

洞。 由于超新星的前身星具有几十个太阳质量的巨大质量， 而且具有致密

的核球以及极大的加速度，因此它可能是一个理想的引力波源。 但是如果

超新星爆发为完全的球对称，就不会有引力辐射产生。 下面的几个可能的

物理过程被认为将导致超新星非球对称爆发：

（1）原初的密度和温度的扰动可能使得星体不均匀地塌缩；

（2）高速旋转可以导致压力不稳定性（bar instability）;

（3）流体动力学不稳定性可以产生很大的对流，它可以影响星体的原初爆

发；

（4）遗留的中子星形成时具有很小的激发能量。该过程损失的能量约为

|E| ∼ 3× 1053

(
M

M¯

)2 (
R

10km

)−1

erg, (3-13)
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其中大部分能量以中微子形式带走，只有大约不到10−7 的能量被引力波带

走。 而辐射的引力波的振幅为 [Grishchuk, 2000]

h ≈ 2× 10−19 10kpc

r

(
∆E

10−4M¯
c2

)1/2 (
103Hz

ν

)1/2

, (3-14)

其中∆E 为有引力波带走的能量。

♣：黑黑黑洞洞洞的的的形形形成成成过过过程程程
当中子星吸积到足够多的物质而超过其临界质量的时候， 只要存在微

小的扰动， 一般最终会塌缩成一个黑洞。如果该过程偏离球对称，就会有

引力波辐射出来。 可以用解析的方法来求解该过程 [Sildel&Moore, 1987]，

但由于非线性的爱因斯坦方程非常复杂，可以用数值模拟的方法来解。 文

献 [Stark&Piran, 1985] 作了一些简单的假设进行拟合， 可以描述大质量恒

星塌缩成黑洞的过程。 结果表明，辐射的引力波的能谱与塌缩星体的初始

状态无关，仅由黑洞的质量和角动量决定。 塌缩的过程可以作如下描述

[Ferrari, 2000]：当星体总的角动量a = J/(GM2

c2
) 大于临界值acrit 的时候，塌

缩不会发生； 而当条件不满足的时候， 小扰动会急剧增长，最终导致星体

的塌缩。 该过程辐射的引力波中h+ 分量是主要的，而h× 分量非常小， 可

以忽略不计。 一般该过程中的能量损失 ∆EGW /Mcorec
2 ≤ 7 × 10−4。辐射

引力波的振幅约为

h+ ∼ 3.0× 10−22

(
M

1.5M¯

) (
r

15Mpc

)−1

, (3-15)

而其持续的时间大概只有 6× 10−4 秒。

♣：并并并合合合的的的致致致密密密双双双星星星
两颗互相绕转的致密双星系统，由于引力波带走了能量，双星会不断

靠近， 转动加快，最终将以两星的并合而结束。并合过程中发生的引力辐

射也是一种较重要的引力波源。 由于这类过程大都在强引力场中进行，详

细求解非常复杂。 一般采取数值的办法来拟合 [Smarr, 1979]。 设距离地球

距离为r的双星系统，约化质量为m， 对该过程中作简单的估算给出辐射引

力波约为:

h ≈ 4× G5/3

c4

1

r
m5/3ν2/3, (3-16)
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当两星接触以后，该过程就很快结束了。此时对应于最大的辐射频率ν ≈
103Hz。 在这种情况下，如果取r = 10kpc ，可以得到h = 5× 10−19。 这种

双星系统的并合过程是一种非常强的引力波源， 但是这种事件发生的频率

却非常小 [Grishchuk, 1988]。 在银河系中，一般几千年才会发生一次， 只

有在宇宙学尺度上，事件发生的频率才会变得比较大一些。

除了这些孤立的引力波源，还有一类非常重要的引力波，即暴涨时期

产生并残留至今的宇宙背景的残余 引力波。这种引力波是本论文讨论的重

点之一。在下面我们将对其作详细地讨论。

§ 3.2 暴涨宇宙学与残余引力波的产生

标准的大爆炸宇宙模型是建立在宇宙学原理和广义相对论的基础上。

这是目前为止最成功的宇宙学模型， 它成功的预言了宇宙的膨胀，宇宙微

波背景辐射的存在，以及宇宙核合成的发生。 近几年来以来大量的观测

已经对该模型参数提出了比较严格的限制，并最终确立了宇宙学的标准模

型：即ΛCDM 模型。该模型认为，宇宙早期经历了辐射为主阶段，物质为

主阶段，最终演化到现在的宇宙学常数为主阶段。 但是大爆炸宇宙学也存

在着一些与初条件有关的问题，如平坦性疑难，均匀性疑难，超重粒子疑

难，结构起源疑难等等。 这些问题由来已久，并已经被很多教科书中详

细研究过。我们这里不再对其作细致的讨论。我们只是需要指出：这些问

题， 归根结底都是由于在宇宙漫长的物质和辐射为主阶段，宇宙视界的增

长比尺度因子的膨胀要快， 造成今天有因果联系的区域在宇宙早期都是没

有不可能存在联系。下面我们首先简单介绍一下暴涨模型的基本思想以及

其动力学描述。然后我们将介绍暴涨所预言的标量和张量扰动的原初功率

谱。注意这里的张量扰动正是我们所关心的宇宙残余引力波。

§ 3.2.1 暴涨宇宙学的基本思想与其动力学描述

1981 年，Guth 提出了暴涨理论 [Guth, 1981]，后来得到了进一步的发

展 [Lidde, 1982; Albrecht&Steinhardt, 1982]，尤其是近几年通过对CMB 温
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度各向异性功率谱 [Bennett et al., 2003] 以及物质功率谱的观测 [Tegmark

et al., 2004] 间接证明了该模型。暴涨模型认为：在辐射为主之前， 宇宙经

历了一个加速膨胀的阶段：

ä(t) > 0. (3-17)

利用Friedmann 方程可知，这要求宇宙中的压强和能量密度满足

(ρ + 3p) < 0, (3-18)

即只要宇宙中总的状态方程小于−1/3，宇宙才能加速膨胀。

为了清晰地看到暴涨模型的性质，我们现以一个极端情况（p = −ρ）

为例来进行分析， 这就是人们通常所说的 de Sitter 膨胀。容易得到，在这

个阶段

ρ = constant H = constant, (3-19)

这里H 是暴涨时期的Hubble 常数。因此宇宙尺度因子的变化规律为

a = aie
H(t−ti). (3-20)

其中 ti 表示暴涨开始的时刻。我们看到此时宇宙的尺度因子对时间呈指数

膨胀，一般模型认为该模型至少要使暴涨在极短的时间内膨胀 1020 倍以

上。因此被称为暴涨（inflation），而宇宙视界在这时却几乎没有变化。因

此在该阶段宇宙的急速膨胀将本来有因果联系的区域迅速推到视界之外，

当进入实物为主阶段以后这些区域再慢慢回到视界之内，因而自然地回答

了大爆炸模型中的平坦性疑难， 均匀性疑难，超重粒子疑难。而且暴涨将

早期的量子涨落推出视界变成经典涨落形成了宇宙结构起源的种子， 因而

也自然回答了宇宙的结构起源疑难，这就是暴涨理论的基本思想。但是大

爆炸模型的成功， 使得暴涨不能永远持续下去，它必然经历一段时间而及

时停止下来。暴涨理论不能代替大爆炸理论， 而是对它的合理补充。在暴

涨阶段向大爆炸阶段演化时还需要一个宇宙再加热（reheating）过程。

这方面的研究已经非常成熟了，可以参考综述性文章 [Sasaki, 1986]。

在标准暴涨模型中，暴涨过程通过一个标量场来实现，这个标量场被称

为inflaton。inflaton 场的作用量能够被写为

S =

∫
d4x

√−gL =

∫
d4x

√−g

(
1

2
∂µφ∂µφ + V (φ)

)
, (3-21)
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这里对于 FRW 度规
√−g = a3。从 Euler-Lagrangian 方程

∂µ δ(
√−gL)

δ∂µφ
− δ(

√−gL)

δφ
= 0 (3-22)

我们得到

φ̈ + 3Hφ̇− ∇2φ

a2
+ Vφ(φ) = 0. (3-23)

注意这里 Vφ ≡ dV/dφ。由于 3Hφ̇ 的出现，我们看到宇宙的膨胀阻碍着

inflaton 沿着势 V (φ) 的滚动。inflaton 的能动张量是

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµνL, (3-24)

相应的能量密度和压强是

T00 = ρφ =
φ̇2

2
+ V (φ) +

(∇φ)2

2a2
, (3-25)

Tii = pφ =
φ̇2

2
− V (φ)− (∇φ)2

6a2
, (3-26)

注意到如果 φ 的梯度项为主，我们有 pφ = −ρφ/3，我们很难得到足够的解

决标准模型若干问题的 e-folds 数。通常我们假设 inflaton 是近似均匀各向

同性的，并存在很小的扰动成分。我们现在把 inflaton 场写为

φ(x, t) = φ(t) + δφ(x, t), (3-27)

这里 φ(t) 是经典的背景场，而 δφ(x, t) 代表 φ(t) 附近的量子扰动。在这一

节中我们只考虑经典场 φ(t) 的演化，在下面的章节中我们再研究它的量子

扰动以及相应的扰动谱的计算。因此能动张量成为

ρφ =
φ̇2

2
+ V (φ), (3-28)

pφ =
φ̇2

2
− V (φ). (3-29)

当 V (φ) À φ̇2 的时候，我们有

pφ ' −ρφ. (3-30)

73



3.2 暴涨宇宙学与残余引力波的产生

从这里我们看到了一个标量场为主且它的势能远远超过动能的宇宙处于 de

Sitter 相中。即我们得到了一个被标量场真空能驱动的暴涨。此时 inflaton

场的运动方程是：

φ̈ + 3Hφ̇ + Vφ(φ) = 0. (3-31)

为了有足够长的滚动时间，我们要求 φ̈ ¿ 3Hφ̇。因此一般地，我们称以下

两个条件为慢滚条件：

φ̇2 ¿ V (φ) ⇒ V 2
φ

V
¿ H2, (3-32)

φ̈ ¿ 3Hφ̇ ⇒ Vφφ ¿ H2. (3-33)

当这两个条件满足的时候，inflaton 场将缓慢地沿着势能函数滚下，这段时

期通常被称为慢滚动。我们可以定义慢滚动参数

ε ≡ − Ḣ

H2
= 4πG

φ̇2

H2
' 1

16πG

(
Vφ

V

)2

, (3-34)

η ≡ 1

8πG

(
Vφφ

V

)
, (3-35)

δ ≡ φ̈

Hφ̇
' ε− η. (3-36)

而相应的慢滚条件可以表示为

ε ¿ 1, η ¿ 1. (3-37)

由于

ä

a
= Ḣ + H2 = (1− ε)H2, (3-38)

可以看出，只有ε < 1，暴涨才会发生。最后当慢滚近似被考虑的时

候，Hubble 方程和 inflaton 的运动方程变成

H2 ' 8πG

3
V (φ), 3Hφ̇ ' −Vφ(φ). (3-39)
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§ 3.2.2 标量和张量原初扰动谱的解析计算

由于在暴涨期间，inflaton 场支配着宇宙的演化，inflaton 场的任何扰

动都将引起相应的能动张量的扰动，

δφ ⇒ δTµν . (3-40)

通过 Einstein 方程，能动张量的扰动又会带来度规的扰动，

δTµν ⇒ δgµν . (3-41)

反过来通过 inflaton 的扰动的 Klein-Gordon 方程，度规的扰动又会影响

inflaton 场的扰动

δgµν ⇒ δ

(
∂µ∂

µφ +
∂V

∂φ

)
= 0 ⇒ δφ (3-42)

这种逻辑说明 inflaton场的扰动和度规的扰动是彼此紧密联系的，必须一起

来研究。

一般地，我们考虑到 FRW 度规到一阶小量

gµν = (0)gµν(t) + δgµν(x, t), (3-43)

其中 (0)gµν 描述度规的背景部分，δgµν 描述度规的扰动部分。度规的扰动

有十个分量。根据自旋的不同， 可以将其分成四个分量的标量扰动， 四个

分量的矢量扰动（它来自场的转速，相应于 vorticity 模），和两个分量的

张量扰动（即引力波，它是引力场自身的自由度）。 在线性近似下，这些

自旋不同的扰动彼此独立地演化，因而能够分别来研究它们。 由于矢量扰

动在宇宙中迅速衰减，因此这里我们只研究标量扰动和张量扰动。

♣：标标标量量量原原原初初初谱谱谱
对标量自由度，一般的扰动度规可以被写为 [Sasaki, 1986]

ds2 = a2
[
(1 + 2A)dτ 2 − 2∂iBdxidτ − ((1− 2C)γij + 2∂i∂jE)dxidxj

]
(3-44)

这里 τ 是共形时间，γij = δij 表示背景空间是平直的。描述标量扰动的四

个变量 A，B，C，E 并不都是物理的，还存在着规范任意性。它们在广义

坐标变化下不发生改变。考虑无穷小的坐标变化：

xµ −→ x̃µ = xµ + ξµ, (3-45)
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度规也发生相应的变化

δg̃µν ≡ g̃µν − gµν = −ξµ;ν − ξν;µ, (3-46)

其中 ; 好表示在度规 gµν 下的协变微分。矢量 ξµ = (ξ0, ξi) 的空间分量可以

分解成横向和纵向部分：

ξi = ξ|i + ηi, (3-47)

这里 ξ|i 表示度规 γij 下对 ξ 的协变微分。结果参量 xµ 包含两个标量型分

量 (ξ0, ξ) 和一个矢量型分量 ηi。把方程（3-46）代入（3-44）可以得到

Ã = A− (a′/a)ξ0 − ξ0′ , (3-48)

B̃ = B + ξ0 − ξ′, (3-49)

C̃ = C + (a′/a)ξ0, (3-50)

Ẽ = E − ξ, (3-51)

这里的撇号表示对共形时间求导。由上面的方程，我们可以构造两个规范

不变量 Φ 和 Ψ 来刻画标量场的扰动：

Ψ = A + (1/a)[(B − E ′)a]′, Φ = C − (a′/a)(B − E ′). (3-52)

在牛顿规范下，B = E = 0，因此有：

dss = a2(τ)
[
(1 + 2Ψ)dτ 2 − (1− 2Φ)γijdxidxj

]
. (3-53)

而暴涨场能动张量的各分量的一阶扰动的形式为[Sasaki, 1986]：

δT 0
0 = a−2

[
φ′δφ′ − φ′2Φ + 2Vφδφ

]
, (3-54)

δT 0
i = a−2φ′δφ,i, (3-55)

δT i
j = a−2

[−φ′δφ′ + φ′2Φ + 2Vφδφ
]
δi
j = −δpδi

j (3-56)

相应的 Einstein 方程组为

∇2Φ− 3H(Φ′ +HΦ) = 4πG(φ′δφ′ − φ′2Φ + a2Vφδφ), (3-57)

(Φ′ +HΦ)′i = 4πGφ′δφ,i, (3-58)

Φ′′ + 3HΦ′ + (2H′ +H2)Φ = 4πG(φ′δφ′ − φ′2Φ− a2Vφδφ), (3-59)
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Φ = Ψ, (3-60)

其中 H ≡ a′/a。利用该方程和背景方程可以得到

Φ′′ + 2

(
H− φ′′

φ′

)
Φ′ + 2

(
H′ −Hφ′′

φ′

)
Φ−∇2Φ = 0. (3-61)

另外线性扰动的 Klein-Gordon 方程为

δφ′′ + 2Hδφ′ −∇2δφ + a2Vφφδφ = 4φ′Φ′ − 2a2VφΦ. (3-62)

为了计算原初扰动谱，我们必须先定义新的变量

u ≡ aδφ + zΦ, z ≡ a
φ′

H = a
φ̇

H
, (3-63)

这样方程（3-61）可以化为：

u′′ −∇2u− z′′

z
u = 0. (3-64)

可以得到，在慢滚近似下

z′′

z
= 2a2H2

(
1 +

3

2
δ + ε +

1

2
δ2 +

1

2
εδ +

1

2

1

H
ε̇ +

1

2

1

H
δ̇

)
. (3-65)

对 u 作平面波展开：

u(x, τ) =

∫
d3k

(2π)3/2

{
uk(τ)âke

ik·x + u∗k(τ)â+
k e−ik·x} , (3-66)

原初扰动产生于暴涨期间的量子涨落 [Guth&Pi, 1982]。考虑量子对易关

系，

[u(x1, τ), u′(x2, τ)] = iδ3(x1 − x2), (3-67)[
âk, â

†
k′

]
= δ3(k1 − k2), âk|0〉 = 0, ..... (3-68)

则函数 uk 满足归一化条件

uku
′∗
k − u∗ku

′
k = i, (3-69)

和运动方程[Sasaki, 1986]

u′′k +

(
k2 − z′′

z

)
uk = 0. (3-70)
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注意这里 k = |k|，我们已经假设标量扰动是各向同性的。这就是暴涨期间
的标量扰动方程， 它也可以通过对系统作用量变分展开到一阶小量并且量

子化而得到 [Stewart&Lyth, 1993]。规范不变的 Bardeen 参数 ζ 这里可以表

示为：

− ζ = Φ +
H
φ′

δφ− ∇2Φ

12πGφ′2
, (3-71)

在大尺度上 ζ 是守恒的，它与 u 的关系为：

u = −zζ, (3-72)

而能够与观测直接相关的宇宙早期标量曲率扰动功率谱的定义为

PS(k) ≡ k3

2π2
|ζk|2, (3-73)

这里 ζk 是 Bardeen参量的傅里叶变换系数。给定具体的暴涨势能函数和初

始条件我们可以具体求解出 PS(k)。对于给定的模，当它在暴涨期被产生时

k À aH，k2 À z′′/z，一般取绝热真空，它对应的模函数为

uk → 1√
2k

e−ikτ , (3-74)

早期慢滚动近似下解析计算原初谱的普遍方法由 E.D.Stewart 和

D.H.Lyth [Stewart&Lyth, 1993] 给出，这里不再作详细介绍，只给出其

结果

PS(k) ' 22ν−3

4π2

Γ2(ν)

Γ2
(

3
2

)(1− ε)2ν−1 H4

|φ̇|2

∣∣∣∣∣
aH=k

, (3-75)

=
1

96π2
4ν Γ2(ν)

Γ2
(

3
2

)(1− ε)2ν−1V 3

V 2
φ

∣∣∣∣∣
aH=k

, (3-76)

这就是所谓的 Stewart-Lyth 公式，其中 ν = 1+ε+δ
1−ε

+ 1
2
。上式中所有变量都

在 k = aH 处取值。当然该公式只有在慢滚近似成立，对于一般情况还需要

对方程（3-70）作详细的数值求解，这里不作详细讨论。

标量谱指数是表征原初谱的重要参量，其定义为：

ns(k) ≡ 1 +
d ln PS

d ln k
, (3-77)
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下面我们看如何解析计算标量谱指数。根据 e-folds 数的定义，

N(t) ≡ ln
(ae

a

)
=

∫ te

t

H(t)dt, (3-78)

可以得到：

dN = −Hdt(= d ln a). (3-79)

在暴涨的慢滚阶段，

dN

dφ
= −H

φ̇
= − V

Vφ

, (3-80)

d ln k = d ln(aH) ' d ln a = Hdt = −dN(φ), (3-81)

可以发现：

dφ

d ln k
= −Vφ

V
, (3-82)

因而根据标量谱的表达式：

ns = 1 +
d ln PS

d ln k

= 1 +

(
3
Vφ

V
− 2

Vφφ

Vφ

)(
−Vφ

V

)

= 1− 6ε + 2η. (3-83)

其中的 ε，η 都是前面定义过的慢滚动参数。相应的谱指数的跑动为

α ≡ dns

d ln k
= 16εη − 24ε2 − 2ξ (3-84)

其中 ξ 是另外一个慢滚动参数，其定义为

ξ =
VφVφφφ

V 2
. (3-85)

应当指出的是，由于 PS 的取值是在 k = aH 处，因而 ns 和 α 的取值也

都是在 k = aH 处。一般满足慢滚近似的暴涨模型预言的原初标量扰动谱

是近似尺度不变的，即 ns ' 1，而谱指数的跑动也是非常小的，大约在

10−4 ∼ 10−3 的量级，这也为最近的观测所支持。

♣：张张张量量量原原原初初初谱谱谱
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下面我们讨论原初张量扰动，即宇宙残余引力波的原初谱。 在 FRW

宇宙中，线性张量扰动的度规一般可以写为

ds2 = a2(τ)[dτ 2 − (δij + hij)dxidxj], (3-86)

其中 hij 是对称、无迹、无散的三维张量，它只有两个独立的物理自由度，

用 λ = +,× 来表示。张量扰动的展开式为：

hij =

∫
d3k

(2π)3/2

∑

λ=+,×
ψk,λ(τ)eij(k, λ)eik·x, (3-87)

这里 eij(k, λ) 是极化张量，满足关系式：

eij = eji, eii = 0, kieij = 0, (3-88)

eij(k, λ)e∗ij(k, µ) = δλµ, (3-89)

eij(−k, λ) = e∗ij(k, λ). (3-90)

同样地可以定义张量扰动的功率谱 PT：

〈φk,λ, φ
∗
l,λ〉 =

2π2

k3
PT δ3(k− l), (3-91)

与标量扰动的计算类似，我们可以写出二阶张量扰动的作用量：

(2)S =
1

8

∫
a2

[
(h′ij)

2 − (∂lhij)
2
]
dτd3x,

=
1

2

∫
d3k

∑

λ

∫ [∣∣v′k,λ

∣∣2 −
(

k2 − a′′

a

)
|vk,λ|2

]
dτ (3-92)

这里

vk,λ =
1

2
aψk,λ . (3-93)

经过量子化：

v̂k,λ(τ) = vk(τ)âk,λ + v∗k(τ)â†−k,λ, (3-94)

[
âk1,λ, â

†
k2,σ

]
= δλσδ

3(k1 − k2), âk,λ|0〉 = 0, ..... (3-95)
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因而可以得到 vk 的运动方程 [Stewart&Lyth, 1993]，

v′′k +

(
k2 − a′′

a

)
vk = 0 . (3-96)

绝热条件要求

vk → 1√
2k

e−ikτ , (3-97)

可以得到张量扰动的 Stewart-Lyth 公式：

PT (k) ' 22µ−3 Γ2(µ)

Γ2
(

3
2

)(1− ε)2µ−1 H2

4π2

∣∣∣∣∣
aH=k

, (3-98)

' 22µ−3 Γ2(µ)

Γ2
(

3
2

)(1− ε)2µ−1 V

12π2

∣∣∣∣∣
aH=k

, (3-99)

其中 µ = 1
1−ε

+ 1
2
。通常张量谱指数的定义为

nt ≡ d ln PT

d ln k
, (3-100)

在慢滚近似下：

nt =
d ln V

d ln k
= −2ε , (3-101)

相应的谱指数的跑动为：

αt ≡ dnt

d ln k
= 4εη − 8ε2. (3-102)

一般地单标量场模型预言的谱指数为 nt <' 0，αt ' 0，即近似尺度不变

谱。但是仍然有一些模型能够预言 nt >' 0的谱指数 [Liddle&Urena-Lopez,

2006]。

为了联系标量和张量扰动的大小，我们可以定义一个新的参数：张

量/标量比 r，它有两种定义办法：一种是通过原初谱，即：

r ≡ PT

PS

, (3-103)

这种定义显然与 k 的选择有关。但是由于标量和张量原初谱都是近似尺度

不变得，因此选择不同的 k，对 r 的影响不大；另外一种定义办法是通过

直接的观测量（两种四极矩）：

r ≡ Ctensor
2

Cscalar
2

, (3-104)
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3.2 暴涨宇宙学与残余引力波的产生

其中 Ctensor
2 是张量四极矩，Cscalar

2 是标量四极矩。这两种定义稍有差别，

具体的关系可以参考文献[Liddle&Lyth, 2000]，这里不再详细讨论。本文中

我们将采用第一种定义办法。可以证明单标量场预言的张量/标量比满足一

致性关系（consistence relation）:

r = 16ε = −8nt. (3-105)

§ 3.2.3 暴涨模型的分类以及对残余引力波的预言

暴涨的分类有很多种方法，我们组要参照 WMAP 组[Bennett et al.,

2003]以及文献[Dodelson et al., 1997]的方法，依照不同暴涨模型的观测效应

来对它们进行分类， 这种方法只局限于满足慢滚近似的单场暴涨模型，依

照慢滚参数所处的区域不同，单场慢滚暴涨模型具体可分为如下四类：

A：负曲率模型，η < 0；

B：微正（或零）曲率模型，0 ≤ η ≤ 2ε；

C：中正曲率模型，2εη ≤ 3ε：

D：巨正曲率模型，η > 3ε，

由上节的讨论我们不难发现如下结论：

A：ns < 1， 0 ≤ r < (8/3)(1−ns)， (−2/3)(1−ns)
2/3 < α+2ξ < 0；

B：ns < 1， (8/3)(1 − ns) ≤ r ≤ 8(1 − ns)， (−2/3)(1 − ns)
2 ≤

α + 2ξ ≤ 2(1− ns)
2；

C：ns < 1， r > 8(1− ns)， α + 2ξ > 2(1− ns)
2；

D：ns ≥ 1， r ≥ 0， α + 2ξ > 0。

下面我们简要介绍以上四类分别对应的暴涨模型。

♣ A：：：负负负曲曲曲率率率模模模型型型，，，η < 0；；；

负曲率模型的势通常来自于一些对称性自发破缺，比如新暴涨

（new inflation）模型以及自然暴涨（natural inflation）模型 [Lyth&Riotto,

1999]，它们可以参数化为如下形式：

V = Λ4[1− (φ/µ)p], p ≥ 2 , (3-106)
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只有 φ < µ 时该势才是有效的。自发破缺德超对称理论中考虑单圈修正得

到的模型也属于这一类，它的势函数具有如下的形式：

V = Λ4[1 + α ln(φ/µ)], p ≥ 2 , (3-107)

这一类模型的特点是引力波的贡献很小，一般给出红谱（ns < 1）。

♣ B：：：微微微正正正（（（或或或零零零）））曲曲曲率率率模模模型型型，，，0 ≤ η ≤ 2ε；；；

微正（或零）曲率模型对应的势能函数具有多项式或指数形式。前者

的形式如下：

V = Λ2(φ/µ)p, p ≥ 2, (3-108)

它的慢滚参数的关系是：0 < η < 2ε；后者具有形势

V = Λ4 exp(φ/µ), (3-109)

对于它而言，η = 2ε．而 η = 0 对应的模型是线性势：V = Λ(φ/µ)。多项式

模型通常出现在混沌暴涨（chaotic inflation）模型[Lyth&Riotto, 1999]，其

中p = 2时暴涨是由质量项驱动的，p = 4时暴涨是由暴涨自由相互作用项驱

动的。 指数势可以由Brans-Dicke引力理论共形变换到爱因斯坦系后得到，

如扩充暴涨（extended inflation）模型[Lyth&Riotto, 1999]。它预言的原初

谱具有严格的幂律形式。这一类模型一般给出红谱，预言的引力波相对较

大。

♣ D：：：巨巨巨正正正曲曲曲率率率模模模型型型，，，η > 3ε；；；

在讨论C类模型之前先讨论D类模型是有必要的。巨正曲率模型的代表

是杂化暴涨（hybrid inflation）模型[Lyth&Riotto, 1999]。它可以参数化为

如下的形式：

V = Λ4[1 + (φ/µ)p], (3-110)

其中φ/µ < 1。在杂化暴涨模型中，需要存在另外一个辅助场，它与 φ 耦合

并触发暴涨的结束。 一般对于暴涨期间的动力学来说，只有暴涨子 φ 有贡
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3.3 残余引力波的演化

献，所以杂化暴涨模型仍然被归类到单场暴涨模型中。 超对称框架下的跑

质量暴涨模型[Lyth&Riotto, 1999]，也归类于巨正曲率模型，对应的势能函

数形式为

V = Λ4 { 1 + (φ/µ)2[1 + α ln(φ/Q)] }. (3-111)

这一类模型的特点是它预言的原初谱一般都是蓝谱（ns > 1），但引力波的

贡献可以忽略。

♣ C：：：中中中正正正曲曲曲率率率模模模型型型，，，2εη ≤ 3ε：：：

在杂化暴涨方程（3-110）中，考虑p ≥ 2，φ À µ时它对应于B类多项

式模型 V → Λ4(φ/µ)p，预言ns < 1；当φ ¿ µ时，它对应于杂化暴涨模型

（D类）， 预言ns > 1，而当φ ∼ µ、模型的参数位于B和D之间时，它就对

应于C类。 这一类模型的例子如在超引力杂化暴涨中考虑单圈修正后得到

的势[Lyth&Riotto, 1997]，

V ' Λ4[1 + α ln(φ/Q) + λ(φ/µ)4], (3-112)

该模型有一个有趣的性质是谱指数 ns 随着尺度的减小从红往蓝跑，这

与WMAP观测到的谱指数的跑动方向正好相反。

§ 3.3 残余引力波的演化

在上一节中我们主要讨论了宇宙的残余引力波如何从宇宙的暴涨阶段

产生， 这一节我们将详细讨论产生的该引力波如何在宇宙中演化， 分别研

究宇宙的膨胀，特别是加速膨胀，宇宙中微子以及宇宙相变如何影响引力

波的能谱。 需要说明的是为了保证讨论的针对性，在这一节的讨论中我们

暂时撇开具体的暴涨模型， 而用一个极为简单的模型来描述宇宙的暴涨过

程。 在本章的最后一节中我们将会将前两节讨论的结果结合起来研究残余

引力波的探测问题。
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§ 3.3.1 宇宙的加速膨胀对引力波的影响

首先我们研究加速膨胀中残余引力波的演化规律。在我们的文

章[Zhang et al., 2005a; Zhang et al., 2005b; Zhang et al., 2006] 中， 分

别用近似解析、数值、以及完全解析的方法分别研究了残余引力波在加速

膨胀中的演化。 在这里我们以完全解析的方法为主，来具体研究一下宇宙

的残余引力波在膨胀宇宙， 特别是加速膨胀宇宙中的演化规律。其主要结

果来自于文章 [Zhang et al., 2006]。

♣: 宇宇宇宙宙宙尺尺尺度度度因因因子子子的的的演演演化化化

在宇宙整个演化过程中，宇宙的尺度因子a(τ)（τ为共形时间）分别经

历了下面几个阶段的演化 [Grishchuk, 1997; Zhang et al., 2005a; Zhang et

al., 2005b; Zhang et al., 2006]。

宇宙的初始阶段（或暴涨阶段）

a(τ) = l0 | τ |1+β, −∞ < τ ≤ τ1, (3-113)

这里1 + β < 0，τ1 < 0。当β = −2的时候表示 de Sitter 膨胀。

宇宙再加热（reheating）阶段；

a(τ) = az(τ − τp)
1+βs , τ1 ≤ τ ≤ τs. (3-114)

这里给出的表达式能够描述各种再加热模型。

辐射为主阶段：

a(τ) = ae(τ − τe), τs ≤ τ ≤ τ2. (3-115)

物质为主阶段：

a(τ) = am(τ − τm)2, τ2 ≤ τ ≤ τE, (3-116)

其中 τE 表示宇宙暗能量的能量密度和物质密度相等的时刻。对应的红移

zE为 1 + zE = (ΩΛ/Ωm)1/3。如果取宇宙模型 ΩΛ ∼ 0.7，Ωm ∼ 0.3，可以得

到 1 + zE ∼ 1.33；而如果取 ΩΛ ∼ 0.65，Ωm ∼ 0.25，那么 1 + zE ∼ 1.23。
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Ω
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τ τ
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τ

图图图 3-2: ΩΛ = 0.7, Ωm = 0.3的宇宙中尺度因子的演化，γ = 1.05 的公式（3-117）
可以很好地拟和该演化模型 [Zhang et al., 2006]。

加速膨胀阶段（一直到现在时刻 τH）：

a(τ) = lH |τ − τa|−γ, τE ≤ τ ≤ τH , (3-117)

当 γ = 1.0 表示 de Sitter 膨胀，即 ΩΛ = 1，Ωm = 0。但是实际上宇宙现在

的状态是 ΩΛ = 0.7，Ωm = 0.3，为了减小误差，我们需要数值求解方程
(

a′

a2

)2

= H2(ΩΛ + Ωma−3) (3-118)

这里 a′ ≡ da(τ)/dτ。图（ 3-2 ）中画出了在 ΩΛ ∼ 0.7，Ωm ∼ 0.3的宇宙学

模型中宇宙晚期尺度因子的演化，我们发现对于公式（3-117） γ = 1.05 能

够很好地符合数值计算的结果，同样的对于 ΩΛ = 0.65，Ωm = 0.35的宇宙

模型， γ = 1.06 能够很好地符合数值计算的结果；对于 ΩΛ = 0.75，Ωm =

0.25的宇宙模型， γ = 1.048 能够很好地符合数值计算的结果；对于

ΩΛ = 0.80，Ωm = 0.20的宇宙模型， γ = 1.042 能够很好地符合数值计算的

结果。因此公式（3-117）给出的形式能够很好地描述各种宇宙模型，而 τa

值在各种模型中都是非常相似的，对 ΩΛ 和 Ωm 的值并不敏感。

在上述对宇宙的描述中，除了模型参数 β，βs，γ 以外还有 10 个待定

参数，通过在τ1, τs, τ2, τE 时刻对宇宙的光滑连接，我们可以确定其中的８
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个参数，另外需要对尺度因子的归一化以及通过可观测的 Hubble 常数对现

在宇宙膨胀速率的限制来确定。不失一般性地，我们可以将现在宇宙的尺

度因子归一化为 a(τH) = lH，即

|τH − τa| = 1, (3-119)

而常数 lH 可以通过下面的关系来确定：

1

H
≡

(
a2

a′

)

τH

=
lH
γ

. (3-120)

我们知道在实际的宇宙模型中 γ ' 1.0，因此 lH 其实就是现在宇宙的

Hubble 半径。这样公式（3-113）−（3-117）中的所有参数都已经确定了，

例如我们可以得到参数 l0 的值：

l0 = lHbγζ
−(1+ 1+β

γ
)

E ζ
β−1

2
2 ζβ

s ζ
β−βs
1+βs

1 , (3-121)

其中 b ≡ |1 + β|−(1+β), ζE ≡ τE/τH , ζ2 ≡ (τE/τ2)
2, ζs ≡ τ2/τs, ζ1 ≡

(τs/τ1)
1+βs。从该式我们可以看出 βs 的值可以有 β 和 l0 的值来确定，

前者对应于具体的暴涨模型，而后者对应于初始条件的选择（这一点后面

会看到）， 因此在我们的讨论中并不直接讨论 βs 的取值，而是通过选择初

始条件以及暴涨模型，再利用该公式来间接得到 βs 的值。

为了后面讨论的方便，我们还需要明显地给出 τ1, τ2, τs, τE 的值。

对于现实的宇宙学模型[Bennett et al., 2003]，我们有 a(τH)/a(τE) = 1.33,

a(τE)/a(τ2) = 3454, a(τ2)/a(τs) = 1024, a(τs)/a(τ1) = 300。利用这些关系，

通过光滑连接宇宙的各个演化阶段我们得到

|τE − τa| = (1 + zE)
1
γ ,

|τE − τm| =
2(1 + zE)

γ
,

|τ2 − τm| =
2(1 + zE)

γ
√

3454
,

|τ2 − τe| =
(1 + zE)

γ
√

3454
,

|τs − τe| =
(1 + zE)× 10−24

γ
√

3454
,

|τs − τp| = (1 + βs)
(1 + zE)× 10−24

γ
√

3454
,
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|τ1 − τp| =
(1 + βs)

300
1

βs+1

(1 + zE)× 10−24

γ
√

3454
,

|τ1| =
|1 + β|
300

1
βs+1

(1 + zE)× 10−24

γ
√

3454
. (3-122)

明显可以看出上述表达式还依赖于三个模型参数 β，βs，γ，因此后面的讨

论中我们会分别研究不同宇宙学参数对引力波能谱的影响。

在膨胀的 FRW 度规中，物理尺度 λ 和共动波数 k 的关系为

λ ≡ 2πa(τ)

k
. (3-123)

因此从（3-119）中我们可以得到现在的 Hubble 半径对应的共动波数为

kH = 2πa(τH)/lH = 2π，而 τE 时刻的 Hubble 半径对应的共动波数为

kE ≡ 2πa(τE)H = kH/(1 + zE)。

♣: 引引引力力力波波波的的的演演演化化化方方方程程程

现在我们讨论引力波在膨胀宇宙中的演化方程。在 FRW 度规中，引

力波 hij 满足波动方程

∂µ(
√−g∂µhij(x, τ)) = 0. (3-124)

对于给定波矢 k 和极化 σ，该演化方程可以写为

h
(σ)′′
k + 2

a′

a
h

(σ)′
k + k2h

(σ)
k = 0, (3-125)

这里的上撇号表示对共形时间求导。我们假定宇宙残余的引力波的各向同

性的，并且两个极化方向是等价的，因此下面的讨论中我们用 hk 来代替

h
(σ)
k 。一旦模函数 hk(τ) 被给出，那么引力波谱 h(k, τ) 就可以得到

h(k, τ) =
4lPl√

π
k|hk(τ)|, (3-126)

其定义为∫ ∞

0

h2(k, τ)
dk

k
≡ 〈0|hij(x, τ)hij(x, τ)|0〉, (3-127)

其中等号右边表示算符 hijhij 的真空期望值，而引力波的能量密度参数，

通常称为引力波的强度（strength）的定义为

ρg

ρc

=

∫
Ωg(k)

dk

k
,
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其中 ρg = 1
32πG

hij, 0h
ij
, 0 是引力波的能量密度，而 ρc 是宇宙的临界密度。由

此可以得到

Ωg(k) =
π2

3
h2(k, τH)

(
k

kH

)2

, (3-128)

这是一个没有量纲的密度参量。这里需要说明的是，该参量对所有波段

积分所得到的 ρg 可能会出现红外或紫外发散。我们知道，只要引入红外

的截断，红外发散就会被避免， 这是由于宇宙的暴涨阶段总有一个开始

的时刻，因此被推出视界的引力波波长总有一个上限。 而如果我们考虑

到Parker 的绝热定理 [Parker, 1969]，这里的紫外发散也会避免。该定理认

为：考虑一个持续时间 ∆t 的膨胀过程，它所产生的引力子波数如果满足

k > 1/∆t，那么该波段的引力波能谱将被压低。因此我们这里的引力波在

极高频和极低频都应该被扔掉。

♣: 初初初始始始条条条件件件的的的选选选择择择

对于宇宙的残余引力波，其初始振幅的大小如我们上一节的讨论，是

由暴涨的能标决定的。但是暴涨的能标具体是多少呢？ 不同的模型给出了

完全不同的结论。因此我们希望能够从观测来对引力波的初始条件作出限

制。我们这一小节来讨论这个问题。 对于给定的波数 k 的引力波，假设其

出视界的时刻为 τi，即此时引力波的波长 λi = 2πa(τi)/k 和宇宙的哈勃半径

1/H(τi) 大小相等。由方程（3-113）可以得到 H(τi) = l−1
0 |1 + β| · |τi|2+β，

对于 de Sitter 膨胀有 H(τi) = l−1
0 。因此不同波模的引力波对应不同的时刻

τi。我们选择初始条件

|hk(τi)| = 1

a(τi)
. (3-129)

这样初始时刻的振幅为 [Grishchuk, 1997; Zhang et al., 2005a]

h(k, τi) = A

(
k

kH

)2+β

, (3-130)

这里

A = 8
√

πb
lPl

l0
. (3-131)
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引力波的原初功率谱的定义为 P (k) ∝ |h(k, τH)|2，其谱指数 nt 的定义为

P (k) ∝ knt，可以得到 nt = 2β + 4。严格的 de Sitter 膨胀对应于 β = −2，

可以得到 nt = 0，即严格的尺度不变谱。对于其它的 β 值，将偏离尺度

不变谱。我们这里先粗略地从 CMB 各向异性的大小对引力波的初始值作

一个限制（比较细致的限制我们将在下一节关于引力波的观测的讨论中给

出）。 由于 CMB 温度各向异性只要是由宇宙中的标量扰动和张量扰动产

生的，而且一般认为标量扰动的贡献是主要的。 为了描述标量扰动和张量

扰动的大小，我们上一节已经定义了一个张量/标量比 r，目前 WMAP 和

SDSS 给出的现在是r < 0.37 (95% c.l.) [Bennett et al., 2003; Seljak et al.,

2005]。而在最大尺度上 CMB 的温度扰动的大小为∆T/T ' 0.37 × 10−5，

它近似等于标量扰动的大小。因此我们可以近似采用下面的方法来选择初

始条件

h(kH , τH) = 0.37× 10−5r. (3-132)

对于 r = 0.37 的极端情况，我们h(kH , τH) ' 0.14 × 10−5。后面的讨论中我

们主要就以该极端条件为例来计算残余引力波在膨胀宇宙中的演化。

♣: 解解解析析析计计计算算算的的的结结结果果果

我们可以定义一个新的函数 hk(τ) = µk(τ)/a(τ)，从方程（3-125）可

知，µk(τ) 满足的方程为

µ′′k +

(
k2 − a′′

a

)
µk = 0. (3-133)

对于幂律形式的尺度因子 a(τ) ∝ τα，该方程的通解为

µk(τ) = c1(kτ)
1
2 Jα− 1

2
(kτ) + c2(kτ)

1
2 J 1

2
−α(kτ),

其中 c1 和 c2 是待定参数。在暴涨时期，方程的解为

µk(τ) = x
1
2

[
A1Jβ+ 1

2
(x) + A2J−(β+ 1

2
)(x)

]
, −∞ < τ ≤ τ1, (3-134)

这里 x ≡ kτ，而系数 A1 和 A2 是由初始条件来决定的，分别为

A1 = − i

cos βπ

√
π

2
eiπβ/2, A2 = iA1e

−iπβ,
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都与 k 无关。代入方程（3-134）容易得到

µk(τ) = A1e
−iπβ sin

(
βπ +

π

2

)
x

1
2 H

(2)

β+ 1
2

(x) , (3-135)

而在高频极限下，有

lim
k→∞

µk(τ) → e−ikτ .

这正是我们上一节所提到的绝热真空态的定义。在宇宙再加热阶段，

µk(τ) = t
1
2

[
B1Jβs+

1
2
(t) + B2J−βs− 1

2
(t)

]
, τ1 < τ ≤ τs, (3-136)

这里 t ≡ k(τ − τp)，而系数 B1 和 B2 可通过函数 µk(τ) 和 (µk(τ)/a(τ))′ 在

τ1 时刻的光滑连接来实现，即

B1 =

√
x1

t1

Jβ+ 1
2
(x1)J−βs− 3

2
(t1) + Jβ+ 3

2
(x1)J−βs− 1

2
(t1)

Jβs+
1
2
(t1)J−βs− 3

2
(t1) + J−βs− 1

2
(t1)Jβs+

3
2
(t1)

A1

+

√
x1

t1

J−β− 1
2
(x1)J−βs− 3

2
(t1)− J−β− 3

2
(x1)J−βs− 1

2
(t1)

Jβs+
1
2
(t1)J−βs− 3

2
(t1) + J−βs− 1

2
(t1)Jβs+

3
2
(t1)

A2,

B2 =

√
x1

t1

Jβ+ 1
2
(x1)Jβs+

3
2
(t1)− Jβ+ 3

2
(x1)Jβs+

1
2
(t1)

Jβs+
1
2
(t1)J−βs− 3

2
(t1) + J−βs− 1

2
(t1)Jβs+

3
2
(t1)

A1

+

√
x1

t1

J−β− 3
2
(x1)Jβs+

1
2
(t1) + J−β− 1

2
(x1)Jβs+

3
2
(t1)

Jβs+
1
2
(t1)J−βs− 3

2
(t1) + J−βs− 1

2
(t1)Jβs+

3
2
(t1)

A2

其中 x1 ≡ kτ1, t1 ≡ k(τ1 − τp)。 (1 + βs)x1 = (1 + β)t1，这个关系式是通过

在 τ1 光滑连接 a(τ) 和 a′(τ) 函数来得到的。

在辐射为主时期，我们有

µk(τ) = C1e
−iy + C2e

iy, τs ≤ τ ≤ τ2, (3-137)

这里 y ≡ k(τ − τe)，通过类似的方法可以得到 C1 和 C2 的值为

C1 =
eiyst

1
2
s

2i
B1

[
(i− 1

ys

)Jβs+
1
2
(ts) + Jβs+

3
2
(ts)

]

+
eiyst

1
2
s

2i
B2

[
(i− 1

ys

)J−βs− 1
2
(ts)− J−βs− 3

2
(ts)

]
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C2 =
−e−iyst

1
2
s

2i
B1

[
−(i +

1

ys

)Jβs+
1
2
(ts) + Jβs+

3
2
(ts)

]

+
−e−iyst

1
2
s

2i
B2

[
−(i +

1

ys

)J−βs− 1
2
(ts)− J−βs− 3

2
(ts)

]
,

其中 ts ≡ k(τs − τp), ys ≡ k(τs − τe), ts = (1 + βs)ys。

在物质为主时期

µk(τ) =

√
πz

2

[
D1J 3

2
(z) + D2J− 3

2
(z)

]
, τ2 ≤ τ ≤ τE, (3-138)

其中 z ≡ k(τ − τm)，而系数D1，D2 分别为

D1 =

[
−eiy2 − i

2y2

eiy2 +
eiy2 + e−3iy2

8y2
2

]
C1 +

[
−e−iy2 +

i

2y2

e−iy2 +
e−iy2 + e3iy2

8y2
2

]
C2,

D2 =

[
ieiy2 − eiy2

2y2

− i

8y2
2

(eiy2 − e−3iy2)

]
C1 −

[
ie−iy2 +

e−iy2

2y2

+
i

8y2
2

(e3iy2 − e−iy2)

]
C2,

这里 y2 ≡ k(τ2 − τe)。

在加速膨胀阶段

µk(τ) =

√
πs

2

[
E1Jγ+ 1

2
(s) + E2J−γ− 1

2
(s)

]
, τE ≤ τ ≤ τH , (3-139)

其中 s ≡ k(τ − τa)，而系数E1，E2 分别为

E1 = ∆−1 zE

sE

{
J 3

2
(zE)

[
−

J−γ− 1
2
(sE)

sE

− J−γ− 3
2
(sE)

]
− J 5

2
(zE)J−γ− 1

2
(sE)

}
D1

+

{
J− 3

2
(zE)

[
−

J−γ− 1
2
(sE)

sE

− J−γ− 3
2
(sE)

]
+ J− 5

2
(zE)J−γ− 1

2
(sE)

}
D2,

E2 = ∆−1 zE

sE

{
J 5

2
(zE)Jγ+ 1

2
(sE)− J 3

2
(zE)

[
−

Jγ+ 1
2

sE

(sE) + Jγ+ 3
2
(sE)

]}
D1

+

{
−J− 5

2
(zE)Jγ+ 1

2
(sE)− J− 3

2
(zE)

[
−

Jγ+ 1
2

sE

(sE) + Jγ+ 3
2
(sE)

]}
D2.

∆ = Jγ+ 1
2
(sE)

[
−

J−γ− 1
2
(sE)

sE

− J−γ− 3
2
(sE)

]
− J−γ− 1

2
(sE)

[
−

Jγ+ 1
2
(sE)

sE

+ Jγ+ 3
2
(sE)

]
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β= −2.0

β= −1.9

β= −1.8

γ

图图图 3-3: 对于固定的加速膨胀模型 γ = 1.05，不同的暴涨模型 β = −1.8,−1.9,−2.0
对应的引力波谱 h(ν, τH) [Zhang et al., 2006]。

其中 zE ≡ k(τE − τm), sE ≡ k(τE − τa), γzE = −2sE。

这样所有的系数都被确定了，现在时刻的 hk(τH) 的值只依赖于波数

k，那么由定义（3-126），我们可以得到

h(k, τH) =
4lPl√

π
k|hk(τH)|, (3-140)

当然在具体计算的时候还要用到公式 hk(τH) = µk(τH)/a(τH)。对于选定的

初始条件，还有两个模型参数 β和 γ 待定。

在图（ 3-3 ）和（ 3-4 ）中我们分别给出了不同的 β和 γ是所给出的

引力波的波谱，注意这里的物理频率 ν = k/2πa。从图中可以看出只有当

ν ≤ 10−18Hz 的时候引力波是一个近似的尺度不变谱，而当 ν ≥ 10−18Hz
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β= −2.0

β= −1.9

β= −1.8

γ

图图图 3-4: 对于固定的加速膨胀模型 γ = 1.06，不同的暴涨模型 β = −1.8,−1.9,−2.0
对应的引力波谱 h(ν, τH) [Zhang et al., 2006]。

时，引力波的振幅随着频率的增长而降低，而且在此阶段随着频率的变

化， 引力波的振幅还是一个振荡极快的函数，这是由于我们上述计算中

Bessel 函数引起的，但是一般我们并不十分关心这种振荡行为。 同时在图

（ 3-5 ）和（ 3-6 ）中我们分别给出了不同的 β和 γ是所给出的引力波的能

量强度 Ωg(ν, τH) 的值，我们发现不同的 β 的影响是非常明显的，尤其是在

高频阶段。对于 β > −2，（对应于超 de Sitter 暴涨），Ωg(ν, τH) 会随着

频率的增长而迅速增长。同样的道理，对于亚 de Sitter 暴涨，Ωg(ν, τH) 会

随着频率的增长而衰减。而加速膨胀模型的影响却比较小，其效应我们在

后面再详细讨论。
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γ

β= −2.0

β= −1.9

β= −1.8

图图图 3-5: 对于固定的加速膨胀模型 γ = 1.05，不同的暴涨模型 β = −1.8,−1.9,−2.0
对应的引力波谱能量强度 Ων,τH [Zhang et al., 2006]。

♣: 解解解析析析近近近似似似的的的结结结果果果

为了更好地研究宇宙的膨胀历史对引力波能谱的影响，我们对前面所

给出的结论作解析近似处理。 而这样的处理也可以直接通过解析近似求解

引力波的演化方程而得到 [Zhang et al., 2005a]。 在下面的近似求解中我们

主要用到下面两个数学关系

Jµ(x) ≈
√

2

πx
cos

(
x− µπ

2
− π

4

)
, x À 1, (3-141)

Jµ(x) ≈ 1

Γ(µ + 1)

(x

2

)µ

, x ¿ 1. (3-142)
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β= −2.0

β= −1.9

β= −1.8

γ

图图图 3-6: 对于固定的加速膨胀模型 γ = 1.06，不同的暴涨模型 β = −1.8,−1.9,−2.0
对应的引力波谱能量强度 Ων,τH [Zhang et al., 2006]。

来对系数 D1, D2, B1, B2, C1, C2, E1, E2 进行化简。因为这些系数都依赖于

波数 k，因而对于不同的 k，其结果是不一样的。通过一些简单的计算，忽

略其中的小量， 我们可以将引力波的波谱

h(k, τH) = A

[
γ(ζ

−(1+ 1+β
γ

)

E ζ
β−1

2
2 ζβ

s ζ
βs−β
1+βs

1

]
k

kH

√
πsH

2

∣∣∣E1Jγ+ 1
2
(sH) + E2J−γ− 1

2
(sH)

∣∣∣ .

写为下面的分段形式：

h(k, τH) = A

(
k

kH

)2+β

, k ≤ kE; (3-143)

h(k, τH) ≈ A

(
k

kH

)β−1
1

(1 + zE)3+ε
, kE ≤ k ≤ kH ; (3-144)
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h(k, τH) ≈ A

(
k

kH

)β
1

(1 + zE)3+ε
, kH ≤ k ≤ k2; (3-145)

h(k, τH) ≈ A

(
k

kH

)β+1
kH

k2

1

(1 + zE)3+ε
, k2 ≤ k ≤ ks; (3-146)

h(k, τH) ≈ A

(
ks

kH

)βs kH

k2

(
k

kH

)β−βs+1
1

(1 + zE)3+ε
,

ks ≤ k ≤ k1, (3-147)

计算中我们还用到了公式（3-126）,（3-139）,（3-121）以及关系式 |(τH −
τa)/(τE − τ2)| = 1/(1 + zE)。这里的小参量 ε ≡ (1 + β)(1− γ)/γ 依赖于具体

的加速膨胀模型。当 γ = 1时对应于 ε = 0。除了极低频的波模 k < kE（还

没有进入宇宙视界）以外，对其他所有的模式的引力波， 加速膨胀对引

力波 h(k, τH) 的影响主要体现在因子 1/(1 + zE)3+ε 上。对于特定的暴涨模

型 β ≈ −2，模型 γ = 1.05 (ΩΛ = 0.7) 给出 1/(1 + zE)3+ε = 0.423；而模型

γ = 1.06 (ΩΛ = 0.65) 给出 1/(1 + zE)3+ε = 0.533。注意到当 γ = 1.05时，

1/(1 + zE)ε = 0.987 , 而当 γ = 1.06 时，1/(1 + zE)ε = 0.989，都与 1 偏离很

小，因而可以近似用 1 来代替。因此加速膨胀对引力波的影响可以归结到

一个因子 1/(1 + zE)3 上。由于 zE = 0 就正好对应于减速膨胀的模型，因此

和没有暗能量的模型相比， 加速膨胀对引力波波谱的影响可以简单地表现

为一个damping 因子：

tacc =
1

(1 + zE)3
=

Ωm

ΩΛ

, (3-148)

其中 Ωm, ΩΛ 分别是现在宇宙中物质和暗能量各自地能量比重。这个因子

我们后面的讨论中会用到。 而对于引力波 Ωg(k)的影响是 t2acc，这个也不难

得到。这里我们还应该指出，从这里的近似解析表达式我们还能够发现，

宇宙的再加热过程对引力波的影响（通过 βs），只对极高频 k > ks 的引力

波有贡献，而不影响其它频段的引力波。

♣: 数数数值值值计计计算算算的的的结结结果果果

为了求解膨胀宇宙中的引力波演化，我们也可以数值求解引力波的演

化方程 [Zhang et al., 2005b]

h′′k(τ) + 2
a′

a
h′k(τ) + k2hk = 0. (3-149)
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而宇宙尺度因子的演化以及初始条件的选择都与上节讨论的一样。这里的

困难在于， 在数值引力波求解的过程中引力波频率和宇宙时间的跨度都太

大，均超过 20 个量级。为了计算的方便，我们定义一个变量 t̂，

et̂ = |τ − τ0| , (3-150)

因此引力波的演化方程被改写成

ḧk +

(
2ȧ

a
− 1

)
ḣk + k2e2t̂hk = 0, (3-151)

这里的上标点表示对 t̂ 求导。这样我们用 Runge-Kutta 方法数值求解该

方程一直从暴涨期间积分到现在时刻就可以目前引力波的波谱。 在图

（ 3-7 ）中我们画出了在加速膨胀宇宙中，对不同的暴涨模型（不同的 β

值）所得到的引力波能谱，而在图（ 3-8 ）中则画出了没有加速膨胀时候

的引力波能谱。 其中能谱的振荡行为是由 Bessel 函数引起的。这和前面解

析计算的结果是一样的。为了显示加速膨胀的影响， 在图（ 3-9 ）中同时

给出了加速和非加速膨胀宇宙中的引力波能谱。其中我们忽略了能谱的振

荡效应。 我们发现加速膨胀确实对引力波的振幅产生一个压低效应，进一

步证明了我们前面的结论。 同时我们可以发现，β 值的大小对引力波的影

响非常明显，特别是在高频段，β 的值越大，引力波的幅度也就越大。这

和前面解析计算的结果也是一样的。 在图（ 3-10 ）中我们画出了宇宙再

加热过程对引力波的影响， 其中虚线表示存在宇宙再加热阶段时候的引力

波，而实线则表示不存在宇宙再加热时候的能谱。 我们发现，两者的区别

仅仅在于极高频（ν > 108Hz）的引力波，宇宙再加热可以使得该频段的引

力波能谱急剧变大。这和我们前面解析计算的结果也是自洽的。 而该频段

的引力波可以被电磁引力波探测器探测到 [Li,Tang&Shi, 2003]，它敏感的频

段正好是 ν ∈ (109 ∼ 1011)Hz。因此提高该探测器的灵敏度有可能对宇宙再

加热阶段的物理提出限制，这对于早期宇宙学的研究也是极为重要的。

§ 3.3.2 宇宙中微子和宇宙相变的影响

在前面的讨论中我们讨论引力波的演化的时候一直都用的是引力波在

真空中的演化方程。 因为引力波与物质的耦合很弱，这个方程能够比较好
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β

β

β

ν
τ

ν

图图图 3-7: 数值计算得到的引力波波谱h(k, τH)，初始条件我们选择了 r = 1.0，对于
现阶段的加速膨胀我们选择了 γ = 1 的近似模型 [Zhang et al., 2005b]。

地描述引力波的演化。但是要想更精细地描述引力波的演化， 我们需要考

虑更一般的方程，即有相互作用项的演化方程。其中在宇宙演化中，对引

力波影响比较显著的是宇宙中的只有中微子流。 另外在我们上面的考虑

中，我们一直认为宇宙在辐射为主时期，尺度因此严格满足 ρ ∝ a−4 的演化

行为。但是实际上在宇宙演化过程中，尤其是辐射为主的宇宙早期，一直

发生着各种相变过程，例如 e+e− 湮灭相变，QCD 相变，弱电相变，超对

称相变等等。这些相变过程的存在能够影响宇宙在短时间内的演化规律，

使其暂时偏离 ρ ∝ a−4 的演化行为，从而影响引力波的能谱。我们在这一

节中主要来讨论这两个效应对引力波的影响。我们的思路是： 由于这两个

效应的影响都比较小，因而我们仍然以上一节讨论的结论为基本框架，而

将这两个效应分别归结为两个比较小的 damping 因子，将该因子乘到原来

的能谱上就可以考虑这些效应以后的引力波能谱。下面我们分别考虑这两

个效应。

♣: 自自自由由由中中中微微微子子子流流流对对对引引引力力力波波波的的的影影影响响响
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3.3 残余引力波的演化
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图图图 3-8: 数值计算得到的引力波波谱h(k, τH)，初始条件我们选择了 r = 1.0，注意
该图表示的是没有加速膨胀的宇宙模型中的引力波谱 [Zhang et al., 2005b]。

在考虑横向无迹的各向异性应力张量的时候，普遍的引力波演化方程

应该写为

ḧij +

(
3ȧ

a

)
ḣij −

(∇2

a2

)
hij = 16πGπij (3-152)

这里的上点号表示对宇宙时间 t 求导。而右边的 πij 正是我们考虑的横向无

迹的各项异性应力张量。在宇宙演化中，该应力张量主要是由当中微子退

耦以后形成的自由运动的中微子流来贡献的。这是一个比较复杂的过程，

最早是 S.Weinberg 研究在文献[Weinberg, 2004]中研究过，我们这里并不准

备对该工作作详细介绍，而只是给出其结果。 可以证明该方程可以被改写

为一个微分−积分方程
h′′k(u) +

2a′(u)

a(u)
h′k(u) + hk(u)

= −24fν(u)

(
a′(u)

a(u)

)2 ∫ u

0

K(u− U)h′k(U)dU, (3-153)

其中 hk 是引力波 hij 的傅里叶分量，上撇表示对u 求导，其定义为

u ≡ k

∫ t

t1

dt′

a(t′)
, (3-154)
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图图图 3-9: 数值计算得到的引力波波谱，注意这里我们忽略掉了振荡因子的影响，初
始条件我们选择了 r = 1.0, 对于现阶段的加速膨胀我们选择了 γ = 1 的近似模型
[Zhang et al., 2005b]。

函数 K(s) 表示

K(s) ≡ 1

16

∫ +1

−1

dx(1− x2)2eixs = −sin s

s3
− 3 cos s

s4
+

3 sin s

s5
, (3-155)

t1 表示中微子退耦的时刻，而 fν ≡ ρν/ρc，表示自由中微子占宇宙密度的

比重。 初始条件为

h′k(0) = 0 . (3-156)

然后我们就可以具体地求解该方程。这还是一个比较复杂的方程， 在文

献[Dicus&Repko, 2005; Boyle&Steinhardt, 2005]中，作者还给出了一个近似

求解该方程的技巧。将 hk 做展开

hk(u) = hk(0)
∞∑

n=0

anjn(u), (3-157)

这里 jn(u) 是球 Bessel 函数，将其代入方程（3-153），可以得到展开系

数：

a0 = 1, (3-158)
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ν
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ν

图图图 3-10: 宇宙再加热阶段对引力波谱的影响。这里初始条件我们选择了 r =
1.0，β = −1.9，对于现阶段的加速膨胀我们选择了 γ = 1 的近似模型 [Zhang et
al., 2005b]。

a2 =
10f

(15 + 4f)
, (3-159)

a4 =
18f(3f + 5)

(15 + 4f)(50 + 4f)
, (3-160)

a6 =
130f(14f 2 + 92f + 35)

7(15 + 4f)(50 + 4f)(105 + 4f)
, (3-161)

a8 =
85f(4802f 3 + 78266f 2 + 161525f − 29400)

343(15 + 4f)(50 + 4f)(105 + 4f)(180 + 4f)
, (3-162)

(3-163)

这里只给出了前五项，这已经可以在 0.1% 的精度上与完全数值的结果相

符。而奇次项的系数都为零。由于引力波在视界之外的时候， 其振幅是不

变的，因而也不受中微子的影响，只有进入视界 u > 1的时候，宇宙的膨胀

以及中微子流才会影响引力波的演化。我们利用公式

j2n(u) → (−1)n sin u

u
, u →∞, (3-164)

并考虑到 f = 0（即不考虑中微子的影响）时 h̃k(u) = hk(0)j0(u)， 因而我
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们可以将自由中微子的影响归结为一个 damping 因子；

tneu =
∞∑

n=0

(−1)na2n, (3-165)

当考虑到前五项的时候，该因子为

tneu =
15(14406f 4 − 55770f 3 + 3152975f 2 − 48118000f + 324135000)

343(15 + 4f)(50 + 4f)(105 + 4f)(180 + 4f)
.(3-166)

该因子只依赖于函数 f 的值，对于频率高于 10−10Hz 的波模（进入视界

时中微子还处于热平衡中，即没有自由的中微子流）和频率低于 10−16Hz

的波模（进入视界的时候，宇宙处于物质为主或暗能量为主时期，中微

子的密度可以忽略），都有 tneu ' 1，即没有影响。而只有对于频率处

于两者之间的引力波模，中微子的影响才比较明显。 我们在图（ 3-11 ）

中给出了该 damping 因子对 f 的依赖关系。可以看出对于两个极端情况

f = 0有 tneu = 1； f = 1有 tneu = 0.59；而对于三代中微子 f = 4052,有

tneu = 0.80313。需要指出的是这个 damping 效应不仅适用于自由中微子

流，而且适用于宇宙的各种自由粒子流。因此如果我们能够通过观测引力

波的能谱而确定 f 在不同宇宙时期的值，我们就可以知道在宇宙演化过程

的各个时期中， 自由粒子流分别有多少，这也将为研究宇宙中的粒子物理

找到一条新的途径。

♣: 宇宇宇宙宙宙相相相变变变对对对引引引力力力波波波的的的影影影响响响

下面我们讨论宇宙相变对引力波演化的影响。 这个效应是由于宇宙在

辐射为主时期的一系列相变引起宇宙中的相对论的自由度发生连续的变化

而引起的。 这里的相变包括 QCD相变，e+e− 湮灭相变，弱电相变以及超

对称相变等等 [Kampfer, 2000; Watanabe&Komatsu, 2006]。在前面的讨论

中我们一直假设在宇宙的辐射为主阶段 ρ ∝ a−4。但是当考虑到这些宇宙学

相变得时候，这个规律就会被破坏， 这是由于相变过程前后总有一些粒子

由相对论辐射粒子变成了非相对论粒子， 而使得总的辐射密度在很短的时

间内发生比较明显的变化。考虑宇宙是一个绝热系统，其总熵必须是守恒

的，即

S(T ) = s(T )a3(T ) = constant, and s(T ) =
2π2

45
g∗s(T )T 3, (3-167)
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图图图 3-11: tneu 对 f 的依赖关系 [Boyle&Steinhardt, 2005]。

其中温度为 T 时候的熵密度 s(T ) 是由宇宙中总的能量密度和压强决定

的：s = (ρ + p)/T。而在一个由等离子体主导的宇宙中，能量密度和压强分

别为

ρ(T ) =
π2

30
g∗(T )T 4, p(T ) =

1

3
ρ(T ) . (3-168)

这里我们根据文献 [Kolb&Turner, 1990]中的定义给出了两个相对论的有效

数：g∗ and g∗s。这两个量分别表示了相对论粒子对宇宙中辐射能量密度和

熵的贡献。 因此根据公式（3-167）和（3-168）立即可以得到

ρ ∝ g∗g−4/3
∗s a−4, (3-169)

因此只要 g∗ 和 g∗s 的数值随时间而变化，ρ ∝ a−4 的关系必然会被偏离。因

而 g∗ 和 g∗s 数值随时间的变化会通过影响宇宙尺度因子的变化规律来影响

引力波的演化。 利用公式（3-167）和（3-168），我们可以得到 Friedmann

方程

(
H(τ)

H0

)2

=

(
g∗
g∗0

)(
g∗s
g∗s0

)−4/3

Ωr

(
a

a0

)−4

+Ωm

(
a

a0

)−3

+ΩΛ, (3-170)
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其中下标 0 表示现在时刻的值。将该方程带入引力波的演化方程（3-

149）， 我们就可以通过数值计算来求解引力波的演化。这在文献 [Watan-

abe&Komatsu, 2006]中已经详细讨论过了，我们这里不再作细致地介绍。

在本文中我么给出一种简单的近似方法来描述该相变的影响，最后我们

会把该影响归结为一个 damping 因子。我们考虑一个模数为 k 的引力波

模 hk，当它正好进入视界的时候，宇宙的尺度因子我们计为 a = ak，相

应的 Hubbel 参数为 Hk，因此正好穿越视界的时候满足 k = akHk/a0。我

们知道在视界内部的引力波的振幅满足 hk(τ) ∝ 1/a(τ)，而视界外则满足

hk = constant。因此可以定义一个函数

Fk ≡ hk(τ0)

hk(τi)
=

ak

a0

. (3-171)

这里 τi 表示辐射为主开始的时刻。在辐射为主时期

H = B

(
g∗
g∗0

)1/2 (
g∗s
g∗s0

)−2/3 (
a

a0

)−2

, (3-172)

这里 B ≡ H0Ω
1/2
r , 是一个常数。利用关系 k = akHk/a0，我们可以得到

Fk =
B

k

(
g∗(Tk)

g∗0

)1/2 (
g∗s(Tk)

g∗s0

)−2/3

, (3-173)

其中 Tk 表示 hk 正好跨越视界的时候对应的宇宙温度。首先我们假定

g∗ = g∗0 和 g∗s = g∗s0 一直都成立，这正好对应于不考虑宇宙相变得情况，

这时有 F̃k = B/k。而宇宙相变的影响正好对应于

ttr =
Fk

F̃k

=

(
g∗(Tk)

g∗0

)1/2 (
g∗s(Tk)

g∗s0

)−2/3

, (3-174)

其中 g∗0 = 3.3626，g∗s0 = 3.9091。这个因子决定于宇宙演化过程中 g∗ 和

g∗s 数值。

在图（ 3-12 ）中我们给出了标准模型和最小超对称模型中 g∗ 和

g∗s 随温度的演化行为。这里我们考虑一个极端情况 Tk > 106MeV，对

应的引力波频率 ν > 10−4Hz，这时标准模型中 g∗ = g∗s = 106.75（在

MSSM 中，g∗ = g∗s = 228.75），我们可以得到 ttr = 0.62 （ttr = 0.55 in

MSSM）。值得一提的是我们的简单近似方法在 10% 的精度上能够和数值

计算的结果符合得很好，见图（ 3-13 ）。
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图图图 3-12: g∗ 随温度 T 的演化。其中实线和虚线分别表示粒子物理的标准模
型（SM）和最小超对称模型（MSSM）的情况。g∗s 和 g∗ 的区别仅仅存在于
T < 0.1MeV，此时 g∗0 = 3.3626，g∗s0 = 3.9091，在高温时两者没有区别 [Watan-
abe&Komatsu, 2006]。

§ 3.4 残余引力波的探测

由于研究引力波的极为重要的意义，尤其是上世纪七八十年代通过对

脉冲双星 PSR B1913+16 轨道周期的观测间接证明引力波存在以来，引力

波一直是人们研究的一个焦点问题。最近由于技术方面的进步， 使得目前

引力波的探测无论对物理学还是天文学都是极为热门的领域。探测的方法

和探测仪器也是多种多样。 我们这里简要讨论探测宇宙残余引力波的几种

主要的方法，主要包括 CMB极化的探测方法；pulsar timing的探测方法；

干涉仪直接探测方法以及宇宙核合成的限制方法。

§ 3.4.1 各种探测残余引力波的方法
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图图图 3-13: 数值和解析近似的 damping 因子 t2neu × t2tr 对引力波频率的依赖关系。
注意这里我们用的是 Standard Model。

♣: CMB 极极极化化化对对对残残残余余余引引引力力力波波波的的的探探探测测测

CMB 的研究近二十年以来无论是理论上还是观测上都取得了巨大的成

功。尤其是最近几年WMAP观测结果的出现，极大地推动了宇宙的研究。

通过观测 CMB 的温度各向异性功率谱以及极化功率谱来限制各种宇宙学

参数和检验各种宇宙学模型已经是目前宇宙学最热门的研究领域之一。 关

于宇宙的残余引力波如何产生 CMB 的极化，我们在下一章会专门作详细

的讨论和计算。在这里我们主要对 CMB 的物理图像，对目前以及未来探

测器的探测能力作简单介绍。

CMB 光子在宇宙演化过程中，受到暴涨时期产生的密度扰动和残余

引力波的影响，由于 Sachs-Wolfe 效应的影响，会出现微小（∼ 10−5）的密

度涨落。这些密度涨落的关联函数就是我们通常所说的 CMB 光子的温度

各向异性功率谱。由于该功率谱在宇宙演化中会受到各种因素的影响，例

如暗物质，暗能量，重子物质，中微子， 宇宙复合过程，宇宙再电离过程

等的影响，因此通过观测 CMB 的温度各向异性功率谱成为目前限制宇宙

学以及宇宙学参数的最重要的方法。 我们前面已经讨论过，暴涨宇宙学模
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型最重要的两个预言就是存在近似尺度不变的密度扰动功率谱和引力波功

率谱。 而这两种扰动功率谱都会对 CMB 的温度各向异性产生影响。由于

原初扰动谱的存在，宇宙度规会产生一些非常小的引力势井，当 CMB 光

子从势井的能量高处跑到能量低处的时候，光子的能量会增大；相反当光

子从势井的能量低处跑到能量高处的时候， 光子的能量会减小。这就是所

谓的 Sachs-Wolfe 效应。这是 CMB 温度各向异性产生的主要原因。虽然

CMB 光子在引力势井中运动时能量会发生变化，但是在宇宙中光子和电子

退耦之前，由于光子与电子频繁的碰撞会抹掉早期的记忆。 只有当光子退

耦那一时刻，电子与光子的碰撞消失了，从而在 CMB 光子的扰动谱中保

留了退耦时刻宇宙度规的扰动信息。在以后宇宙的演化过程中，由于引力

势井的变化，会通过 integral-Sachs-Wolfe效应在大尺度进一步地产生 CMB

光子的各向异性功率谱。在实际计算中我们需要求解复杂的 Boltzmann 方

程，并且结合宇宙重子，暗物质，中微子以及暗能量的运动方程，最后

才能得到 CMB 温度各向异性的功率谱，关于这方面的计算可以参考文

献[Seljak&Zaldarriaga, 1996; Hu&Sugiyama, 1995]，我们这里不再作详细介

绍。我们知道引起 CMB 温度各向异性功率谱的主要包括原初的密度扰动

功率谱和引力波功率谱。由于两种谱在宇宙演化过程中的演化行为是不同

的： 密度扰动由于和物质的紧密耦合使得其进入视界以后，扰动的幅度增

大（这里不考虑一些其他的效应，例如 Silk damping 效应等等），因而它

产生的 CMB 扰动功率谱的峰值在相对比较小的尺度上（l ∼ 200），而引

力波由于没有和其它物质的强烈耦合，在进入视界以后，其振幅会不断减

小，因而它产生的 CMB 扰动功率谱的峰值在最大的尺度上（l ∼ 2），见

图（ 3-14 ）。 我们知道 CMB 的温度各向异性功率谱可以由密度扰动和残

余引力波产生，但是一般认为密度扰动远远大于引力波， 因此引力波的贡

献在该功率谱中被掩盖住了，往往难以观测。

当背景的 CMB 光子中存在微小的密度涨落，并且宇宙存在大量的自

由电子的时候，由于汤姆孙散射作用，CMB 光子的分布中会出现线偏振

（极化）成分。首先考虑入射一束极化方向为上下的线偏振光， 入射到电

子上，电子在电场的作用下作受迫振动，电偶极矩方向恰与电场方向平行

反向， 电偶极子发出的电磁辐射，由电动力学理论可知

~E ′ =
eikR

4πε0c2R

(
~̈d× ~k

)
× ~k , (3-175)

由上面的表达式可以看出，出射光在与 ~d 垂直的平面内（赤道面内）最
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强，且在此平面内 ~E ′ 的方向与偶极子的方向平行。

其次，我们来考虑从某个方向入射自然光的情况。假定观测者在垂直

于入射光传播方向的 方向上。自然光可看作平面中各个方向线偏振光的叠

加，且这些线偏振光振幅相同。 对于一个入射平面自然光，光矢量所在的

平面和光的传播方向垂直， 经汤姆孙散射后，在赤道平面上散射光的方向

与入射光相同，也即 散射光的光矢量所在平面也垂直于入射光传播方向。

那么在垂直于入射光传播方向的方向 上的观测者就只能看到线偏振光．可

见自然光入射经汤姆孙散射，在垂直于入射光传播方 向的方向上得到振动

方向平行于入射光光矢量所在平面的线偏振光．

如果，自然光不仅从这一个方向入射，而是空间各个方向都有自然光

入射，且各个方向入 射的自然光的强度都相同，显然经汤姆孙散射后得到

的是各向强度都相同的自然光，即不 会产生极化．正是由于最后一次散射

之前，温度分布不均匀，也即各个方向入射到电子上 的光子数不同，经汤

姆孙散射后，散射光子也即不是各向同性的自然光，而是偏振光。 这就是

CMB 极化产生的基本图像。这种极化的相关函数就是我们所说的极化功

率谱，该极化功率谱通常被分为两个部分： 有散无旋的电场型极化和有散

无旋的磁场性极化。由于密度扰动天生的具有角度旋转不变性， 因此它只

能产生电场型极化。而引力波却不具有这个性质，因此它既可以产生电场

型极化又可以产生磁场型极化。 而通过探测该磁场型极化，就可以探测到

宇宙背景的残余引力波。由于在小尺度上受到很多非线性效应的影响， 因

此该方法只对极低频（10−15 ∼ 10−17Hz）的引力波敏感。 在图（ 3-14 ）

中我们给出了一个标准宇宙学模型中，密度扰动和引力波产生的 CMB 温

度各向异性功率谱和极化功率谱的形状和大小，其中我们取了张量/标量

比 r = 0.38。很明显，r 越小，磁场型极化也就越小。目前的观测给出的

限制为 r < 0.22 (95%C.L.) [Seljak et al., 2005]。在图（ 3-15 ）中我们给出

了目前对各种功率谱的观测情况。 未来的一些主要观测计划包括：Planck

(r > 0.1) [http:Planck]；Clover (r > 0.005) [Taylor et al., 2004]；CMBPol

(> 10−3) [http: inflation]。在图（ 3-16 ）中我们给出了目前以及未来的一

些计划对磁场型极化功率谱的观测情况。

♣: 毫毫毫秒秒秒脉脉脉冲冲冲星星星残残残差差差的的的探探探测测测方方方法法法

利用毫秒脉冲星的信号残差来探测引力波的方法已经被很多作者深入
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图图图 3-14: 密度扰动和引力波产生的 CMB 温度各向异性功率谱（T）和极化功率
谱（E，B）的形状和大小，其中我们取了张量/标量比 r = 0.38。其中我们还给出
了弱引力透镜效应产生的磁场型极化功率谱 [Challinor, 2006]。

图图图 3-15: 目前 CMB 的温度各向异性（左图）和极化（右图上CTE
l ，下CE

l ）功率
谱的观测情况。 其中实线表示再电离光深τ = 0.08时候的拟和功率谱。 注意这里
的温度功率谱没有包括WMAP第三年的观测结果 [Challinor, 2006]。
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图图图 3-16: 左：95% 置信度下，目前磁场型极化的探测上限 [Challinor, 2006]。实
线表示 r = 0.28 时候的理论预言的极化谱，而虚线表示引力透镜效应所产生的极
化谱。 右：Clover 探测器经过两年的观测预计得到的对极化谱的限制。 实线和虚
线的物理意义和左图一样。

地研究过了。 由于毫秒脉冲星的周期非常稳定，因此可以当作天然的时

钟。 在观测脉冲星发出的脉冲信号的时候，无论是观测者还是被观测者都

会受到宇宙残余引力波的影响， 从而改变信号到观测者之间的距离。这样

观测到信号的周期就会不断地振荡。 而这种振荡的信号周期（频率）对标

准信号的偏离通常被称为信号残差 R(t)。 引力波的能量密度和脉冲星信号

残差的自相关函数之间的关系最早在文献 [Delweiler, 1979] 中被得到。假设

背景引力波在频段
[

1
2
f, 3

2
f
]
之内是平谱，则可以得到

〈R2
0(t)〉 =

208Gρ

243π3f 4
(3-176)

其中 R0(t) 正是毫秒脉冲星的信号残差，f 是引力波的频率，ρ 是引力波的

能量密度。因此通过观测信号残差 R0 就可以得到引力波的能量上限。目前

Lommen 通过对脉冲星 PSR J1713+0747，B1855+09，B1937+21的观测给

出了引力波的上限：

ρ

ρc

= 2× 10−9h−2, f = 1.9× 10−9Hz. (3-177)

和其它宇宙学观测一样，该观测会受到各种随即噪音的影响，这将和

残余引力波的信号叠加在一起。 利用多个脉冲星交叉相关的方法可以减少

噪音从而得到更为精确的引力波上限 [Helling&Downs, 1983; Zhao&Zhang,

2003]。
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通常有两个效应能产生脉冲星的信号残差.一个是残余引力波，另外一

个是噪音。因此所考虑的第 i 颗脉冲星的频率改变量可以写为

∆νi(t)

νi

= αh(t) + Ni(t), (3-178)

其中Ni(t)包含脉冲星处所有的随机噪音（包括那里的残余引力波）。而

h(t)则是观测者所在位置引力波的大小；αi代表因子
1
2
cos 2φ(1− cos θ)， 其

中的（θ, φ）代表脉冲星所在的位置。对于多颗脉冲星的观测，我们可以定

义交叉相关函数

R2
12....n ≡

n∑

i6=j

R2
ij (3-179)

其中Rij代表脉冲星i和j的交叉相关残差

R2
ij ≡

1

2
〈Ri(t)Rj(t + τ) + Ri(t)Rj(t− τ)〉. (3-180)

通过计算可以得到 [Zhao&Zhang, 2003]

R2
12....n =

104Gρ

81π3f 4

n∑

i6=j

αij. (3-181)

其中

αij =
1

4

∮
αiαidΩ =

1− cos γij

2
ln

(
1− cos γij

2

)
−1− cos γij

2
+

1

3
(3-182)

这里γij为两颗脉冲星之间的夹角。与自相关方法比较，该方法能够大大地

降低噪音。 目前有很多长期的研究计划正在开展这项研究，比较著名的有

Don Backer 领导的 Berkeley 的脉冲星小组 [http: mpulsar]，他们有望把脉

冲星的信号周期精确到 5µs 的水平。

♣: 激激激光光光干干干涉涉涉仪仪仪直直直接接接探探探测测测方方方法法法

最早提出直接探测引力波的是 1957 年马里兰大学物理学家 J.Wely。

他制作的探测器的关键部位是一根圆柱形棒，有7吨重，用钢索悬挂在真

空室内，当引力波到来时，观测钢棒的伸缩。 现在发现，这种探测器有一

个难以克服的困难，被称为“布拉金斯基标准量子极限” [Grishchuk, 1992]。

112



CHAPTER 3. 宇宙残余引力波

图图图 3-17: 目以及未来的各种观测手段对残余引力波的探测能力，该图来自于
[Smith et al., 2006]

为了克服这个困难，随后人们建造了应用激光光束的引力波探测器。其

基本原理和上面的差不多，三块物体由绳子吊在天花板上“L”型的两个端

点和拐角的支点上。当引力波的第一个波峰从屋顶或地板进入实验室时，

潮汐力将沿L的一臂把两个物体拉开， 而沿另一臂将两个物体拉近。结果

第一臂的长度将增大，第二臂的长度将减小，当第一个波峰过去， 波谷

到来时,伸长的缩短的方向将改变。通过测量臂长差，我们就能发现引力

波。1991年，美国政府批 准的“引力波激光干涉仪（LIGO）”是这方面最主

要的工作之一，其敏感频率在几个赫兹到几千个赫兹。 目前经过三年的观

测，其观测能力已经达到其预期的结果，它给出了宇宙残余引力波上限为
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[Abbot et al., 2005]

Ωgh
2 < 8.4× 10−4, 69Hz < ν < 156Hz, (3-183)

其它的类似的观测站还有日本的TAMA, 法国和意大利 VIRGO, 德国和英国

的 GEO 等等。

由于该方法的敏感频段和探测器的壁长有关。为了能够探测频率比较

低的引力波，必须更长臂长的探测器， 目前比较有希望的是 LISA 计划

[http: lisa]。这个仪器由三对宇宙飞船组成，每组位于太空中一个大三角形

的一角。当引力波通过系统时，会扭曲三角形，挤压一边而拉伸另一边。

它的敏感频段为10−4 ∼ 100Hz。类似的计划还有中国的 ASTROD [Ni et al.,

2004]，美国的 BBO [http: bbo]；日本的 DECIGO [Kawamura&Nakamura,

2001] 等等。在图（ 3-17 ）中我们给出了各种激光干涉仪的探测灵敏度曲

线。

♣: 宇宇宇宙宙宙核核核合合合成成成的的的限限限制制制

最后我们简单说明一下宇宙核合成的观测对残余引力波的限制。 在宇

宙核合成时期之前进入宇宙视界的引力波在宇宙核合成时候是宇宙中的一

种辐射成分， 该辐射成分的存在会加快宇宙的膨胀速率，从而改变宇宙中

的元素丰度。 因此通过对宇宙中元素丰度的观测，我们可以对当时引力波

的能量密度给出一定的限制。在实际计算的过程中， 我们通常把宇宙核

合成时期其它的一些辐射成分（包括引力波以及可能的暗能量）的贡献归

结为一个量 ∆Nν，即中微子代数的变化，它与引力波的能量密度的关系为

[Kolb&Turner, 1990; Allen, 1996]

∫
d(ln f)Ωg, at nuclepsynthesis(f) ≤

7
8
∆Nν

1 + 3× 7
8

+ 2× 7
8

(
ρr

ρc

)

at nuclepsynthesis

(3-184)

利用最新的对 ∆Nν 的观测 ∆Nν < 1.6 [Allen, 1996]，我们可以得到残余引

力波一个上限，见图（ 3-17 ）

∫
d(ln f)Ωg, at nuclepsynthesis ≤ 8.9× 10−6. (3-185)
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§ 3.4.2 各种探测方法的比较

在本节中我们首先将对上面关于暴涨期间引力波的产生，在宇宙后续

过程中引力波的演化， 以及引力波的探测方法和精度作一简单综述。然后

通过现在的观测数据对引力波的上限作出一定的限制， 并预言各个探测器

对其探测能力。然后我们将利用暴涨流方程研究暴涨预言的引力波能谱在

相空间的分布， 并对目前各个探测结果作出评价，以及未来的一些探测方

法作出比较等等。

♣: 引引引力力力波波波的的的原原原初初初扰扰扰动动动谱谱谱：

目前暴涨模型是一种为多数人所接受的早期宇宙模型，其预言的近似

尺度不变得密度扰动谱已经为 CMB 以及大尺度等各方面的观测所证实。

单场暴涨模型是其中最简单的一类模型， 其预言的谱指数以及跑动也与最

近的观测能够很好地符合。在这里我们只考虑慢滚动的单场暴涨模型， 它

预言的可观测量主要依赖于三个慢滚参数：

εV ≡ M2
Pl

2

(
V ′

V

)2

, ηV ≡ M2
Pl

(
V ′′

V

)
, ξV ≡ M4

Pl

(
V ′V ′′′

V 2

)
, (3-186)

其中 MPl ≡ (8πG)−1/2 = mPl/
√

8π 是约化的 Planck 质量，V (φ)　是暴

涨的势函数，这里的上撇号表示对暴涨场 φ　求导。这里，εV 描述了

势能的“steepness”，ηV 描述了势能的“curvature”，而 ξV 则描述了势能

的“jerk”，在暴涨期间这三个参数都必须小于 1。暴涨预言的原初密度扰动

谱可以用其谱指数以及跑动来表示为一个简单的幂律形式

PS(k) = PS(k0)

(
k

k0

)ns(k0)−1+ 1
2
α ln(k/k0)

, (3-187)

其中 ns 就是谱指数，α ≡ dns/d ln k 就是谱指数的跑动，而 k0 是我们选

择的“pivot”波数。在这里如不作特殊说明我们都选择 k0 = 0.05Mpc−1。最

近 WMAP 为扰动振幅的观测结果为 PS(k0) ' 2.95 × 10−9A(k0)， A(k0) =

0.9 ± 0.1 [Bennett et al., 2003]。而暴涨所预言的引力波的原初谱为 也可以

写为一个简单的幂律形式

PT (k) = PT (k0)

(
k

k0

)nt(k0)+ 1
2
αt ln(k/k0)

, (3-188)
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其中 nt(k) 就是张量扰动的谱指数，而 αt ≡ dnt/d ln k 则是其跑动。在单场

暴涨模型中，有下面关系：

nt = −r

8
, αt =

r

8

[
(ns − 1) +

r

8

]
, r =

8

3
(1−ns)+

16

3
ηV , (3-189)

其中 r(k) ≡ PT (k)/PS(k) 就是我们前面所介绍的张量/标量比。这些关系不

难从我们前面关于暴涨的讨论中得到。 这些关系将观测上难以得到的 nt 和

αt 与观测上比较容易得到的量 ns，r 联系了起来。从这些关系中我们不难

发现，ns 和 r 的关系直接依赖于参数 ηV，而它的取值则依赖于具体的暴涨

模型。将这些关系代入方程（3-188）， 可以得到

PT (k) = PS(k0)× r ×
(

k

k0

)− r
8
+ r

16 [(ns−1)+ r
8 ] ln(k/k0)

. (3-190)

通常张量/标量比的具体的大小依赖于波数 k 的选择。在本节中如不作特殊

说明，我们都约定 r ≡ r(k0)。现在我们看到引力波的原初谱可以有参数 ns

和 r 完全确定。最近 WMAP，SDSS，SNIa 和星系团的观测给出 [seljak et

al., 2006]

ns = 0.965± 0.012 , (68% C.L.) (3-191)

r < 0.22 , (95% C.L.) . (3-192)

和前面一样，我们可以定义引力波的能量强度

Ωg(k) =
1

ρc

dρg

d ln k
, (3-193)

其中 ρc = 3H2
0/8πG 是宇宙的临界密度，H0 = 100h km s−1Mpc−1 是现在的

Hubble 常数。在本节的讨论中我们取 h = 0.72。不难证明，引力波的能量

强度可以用下面的公式来描述 [Boyle et al., 2005]

Ωg(k) =
1

12H2
0

k2PT (k)T 2(k) , (3-194)

其中转移函数 T (k) 需要包含前面章节所讨论各种 damping 效应。

♣: 各各各种种种 damping 效效效应应应：
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如我们前面所讨论的，当原初的引力波在宇宙后续过程中演化的时

候， 会受到宇宙膨胀，暗能量，中微子以及宇宙相变的影响。在这里我们

对前面这四个效应分别所以小结，并将其分别归结为一个 damping 因子。

首先我们考虑由于宇宙的膨胀而产生的红移压低效应。这个效应在我们前

面的解析计算中已经详细讨论过了。 该效应的简单地可以这样描述：当引

力波的波长大于宇宙视界的时候，引力波的振幅是不随时间变化的，即保

持一常数； 而当引力波进入视界以后其振幅将随着宇宙尺度因子的膨胀成

下面的关系衰减：

hk ∝ 1

a(τ)
. (3-195)

我们前面的解析计算有两个缺点，一是形式过于复杂难以看出各个物理参

数的影响， 二是我们当时考虑宇宙在辐射为主和物质为主时间转化的时候

用了一个直接转变的方法， 而实际演化是这两段是慢慢转化的，因而我们

的方法可能会引起一定的误差。 在这里我们用一个数值拟和得到的一个非

常好地近似公式。在文献 [Turner et al., 1993] 中作者发现在不考虑暗能量

影响的时候，宇宙膨胀对引力波的红移压低效应可以用下面的公式来很好

地描述：

t1(k) =
3j1(kτ0)

kτ0

√
1.0 + 1.36

(
k

keq

)
+ 2.50

(
k

keq

)2

, (3-196)

其中 keq = 0.073Ωmh2Mpc−1 对应于正好在辐射/物质相等时刻进入视界的

波模对应的波数。注意在本节中我们对波数 k 地定义和前面的定义略有不

同，这里我们定义波数和物理频率的关系为 k = 2πν，并设定现在宇宙的尺

度因子为 a0 = 1。而 τ0 = 1.41× 104Mpc 是现在的共形时间。很明显 t1 对

于波数 k 是一个关于剧烈的振荡函数。我们这里只关系其振幅，而并不关

系其振荡的相位， 因此在 kτ0 À 1 的时候，这个 damping 因子可以写为

t1(k) =
3

(kτ0)2

√
1.0 + 1.36

(
k

keq

)
+ 2.50

(
k

keq

)2

. (3-197)

下面我们再简单讨论一下宇宙最近的加速膨胀的影响。关于这个问

题，我们前面已经作了非常细致的讨论。 这里只作简单的总结。在 ΛCDM

宇宙模型中，引力波的振幅会被宇宙近期的加速膨胀所扭曲。和没有加速

膨胀的模型相比， 加速膨胀的影响为，对于极低频率的波模 kτ0 < 1 没有
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影响，引力波保持其原初谱，而对于比较高频的波模 kτ0 À 1，暗能量的影

响可以用一个damping 函数 tacc 很好地描述，我们这里将其记为 t2：

t2 =
Ωm

ΩΛ

. (3-198)

对于 Ωm = 0.27，ΩΛ = 0.73 的模型，该因子为 t2 ' 0.37。

第三个我们简单总结中微子的影响。由前面的讨论可以知道当中微子

作为自由粒子流在宇宙中所占比重不可以忽略的时候， 会对这期间进入宇

宙视界的引力波波模（10−16Hz∼ 10−10Hz）产生一个比较小的 damping 效

应，即前面提到的 tneu，这里我们将其记为 t3，

t3 =
15(14406f 4 − 55770f 3 + 3152975f 2 − 48118000f + 324135000)

343(15 + 4f)(50 + 4f)(105 + 4f)(180 + 4f)
.(3-199)

对于三代中微子的宇宙模型，它可以近似写为

t3 '





1, ν < 10−16Hz

0.80313, 10−16Hz < ν < 10−10Hz

1, ν > 10−10Hz

. (3-200)

第四个我们考虑前面提到的宇宙相变对引力波的影响。对会对相变时

刻以及相变之前时刻进入宇宙视界的引力波产生影响。 由于宇宙相变主要

发生在大于 1MeV 的能标，因此它主要影响非常高频（ν > 10−10Hz）的引

力波。该效应也可以用一个简单的 damping 函数 ttr 来很好地描述，这里

我们将其记为 t4：

t4 =

(
g∗(Tk)

g∗0

)1/2 (
g∗s(Tk)

g∗s0

)−2/3

. (3-201)

因此总的转移函数可以从这四个 damping 函数的乘积来表示，即

T (k) = t1 × t2 × t3 × t4 . (3-202)

这四个因子中 t1 是最主要的，它大致描述了引力波在膨胀宇宙中的演化行

为。其它的三个效应是对这个效应在不同频段上的补充。 它们对各个宇宙

学参数，如 Ωm, ΩΛ, f, g∗, g∗s 等的影响在这里被明显地表现了出来。 下

面我们对这三个效应的大小做一个估计：在 Ωm = 0.27, ΩΛ = 0.73 的模型

中，t2 ' 0.37它对引力波强度的影响将近一个量级；对于 f = 0.4502 的三

代中微子模型 t3 ' 080313，t23 ' 0.645；而对于 g∗ = g∗s = 106.75 的粒子物
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理标准模型，t4 ' 0.62，t24 ' 0.38。 可见后面两个效应对引力波能谱的影

响都远远小于一个量级。 当然极早期宇宙的再加热过程也会影响引力波的

能谱。但是正如我们前面的分析， 它只能影响极高频（ν À 108Hz）的引

力波，而这个频段目前还没有比较好地方法观测， 因此这里我们不考虑它

的效应。

♣: Ωg 的的的上上上限限限与与与未未未来来来探探探测测测器器器的的的灵灵灵敏敏敏度度度

未来探测宇宙残余引力波的探测器主要有两类：一类是 CMB 探测计

划， 而另一类主要是激光干涉仪。对于极低频（10−17 ∼ 10−15Hz）的引

力波， CMB 的方法是比较敏感的。例如未来不久的 Planck 卫星预计能

够探测到 r > 0.1 的水平 [http:Planck]，而地面探测器 Clover 的灵敏度预

计可以达到 r > 0.005 [Taylor，2004]；CMBPol 预计的灵敏度甚至可以达

到 r > 10−3 [http:inflation]；我们知道CMB 极化的方法探测引力波有一个

极限，当 r < 10−4 的时候，由于引力透镜产生的磁场型极化会掩盖引力

波产生的极化，因此不能再通过该方法来探测 [Zaldarriaga et al., 1998]。

直接探测引力波的干涉仪主要敏感于高频引力波（10−4 ∼ 104Hz）。对

ν > 10−14Hz 的高频波段，我们有 t3 = 1，t4 = 0.62（SM），利用公式

（3-194），（3-197）-（3-201） 可以得到引力波的能量强度为

Ωg(k) ' 4.15× 10−7PT (k) . (3-203)

将公式（3-190）代入，可以得到

Ωg(k) ' 1.09× 10−15 r

(
k

k0

)− r
8
+ r

16 [(ns−1)+ r
8 ] ln(k/k0)

, (3-204)

这里我们已经取了 A(k0) = 0.9。我们发现该能量强度依赖于三个参数：波

数 k，张量/标量比 r，标量谱指数 ns。

下一步 LIGO 预计能够探测的灵敏度为 Ωgh
2 > 10−9，在 ν ' 100Hz

的频率 [http:advLIGO]；而 LISA 预计可以探测到 Ωgh
2 > 10−11 在 ν '

0.005Hz 的频率 [http:Lisa]；空间探测计划 ASTROD 预计最终可以达到

Ωgh
2 > 10−15 在 ν ' 5 × 10−4Hz 的频率 [Ni, 2004]；非常重要的一个探测

计划 BBO 的灵敏度预计可以达到 Ωg > 2.2 × 10−17 在 ν ' (0.1-1)Hz 频段

[http:bbo]；目前预计的最敏感的 DECIGO 探测计划，如果能够实施，其预
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计的灵敏度甚至可以达到 Ωgh
2 > 10−20 在 ν ' 0.1Hz频率附近 [Kawamura

et al., 2001]。

首先我们根据公式（3-204）来估算引力波能量强度的上限。这里我们

假设 ns ≤ 1，r < 0.22，这和目前的观测是相符的 [Seljak et al., 2005]。因

此公式（3-204）给出了在 ν = 0.1Hz 的上限：

Ωg < 1.48× 10−16 . (3-205)

并且当 ns = 1 并且 r = 0.22 的时候可以达到极大值。我们可以发现该极大

值远远小于 LIGO，LISA，ASTROD 的预期灵敏度。在图（ 3-18 ）中我

们画出频率为 ν = 0.1Hz 能量强度对张量/标量比 r 的依赖关系。其中纵轴

正好能够描述干涉仪的探测能力，横轴正好能够描述 CMB 极化探测器的

探测能力。在这样的相图中我们能够明显地对两类探测器的探测能力进行

比较。 从该图中我们发现不同的 ns 只影响 r 比较大时候的引力波能量强

度。并且 ns 越大，引力波能量强度也越大；但是当 r < 0.01 的时候，ns

的影响却可以忽略。从该图中我们还可以发现，BBO 探测器的灵敏度等价

于 r > 8.3 × 10−3，此灵敏度低于 Planck，却高于 Clover 和 CMBPol；而

DECIGO 的灵敏度其实等价于 r > 6.8× 10−6，这样的灵敏度远远低于比所

有 CMB 探测器，甚至低于 CMB 极化探测器的探测极限（r > 10−4）。

♣: 暴暴暴涨涨涨模模模型型型的的的预预预言言言

从公式（3-204）中我们可以看到，对于确定的波模 Ωg 的值主要依赖

于 ns 和 r。目前我们对 ns 的值已经有了比较好的观测，但是对 r 的值却

还没有最终确定下来，而只是给出了一个上限。这里我们希望通过具体的

暴涨模型将 ns 和 r 的值联系起来。从我们前面的公式（3-189）中我们不

难发现，ns 和 r 的关系主要依赖于暴涨的慢滚参数 ηV 的值。因此我们利

用 ηV 的值得大小对暴涨模型进行分类。这正好就是我们前面提到的分类

方法： 负曲率模型、微正（或零）曲率模型、中正曲率模型、巨正曲率模

型。正如我们前面所讨论的， 这些模型分别对应于不同的暴涨物理，并预

言不同的引力波大小。下面我们分别对这几类模型进行讨论：

Case A: 负曲率模型， ηV < 0

我们知道负曲率模型多来自于自发对称破缺德暴涨势能，其代表为

V = Λ4 [1− (φ/µ)p]，p ≥ 2。 这种模型一般都预言的密度扰动谱为红谱，
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图图图 3-18: 频率为 0.1Hz 的引力波能量强度对暴涨参数 ns 和 r 的依赖关系。这里
的竖线从右到左分别为目前的限制以及 Planck, Clover, CMBPol, 以及极化探测的
极限灵敏度；而横线从上到下分别是 BBO 和DECIGO 的灵敏度。而实线从上到
下分别对应于 ns = 1.00, 0.98, 0.96, 0.94, 0.90, 0.86。注意在该图中的能量强度我们
没有考虑宇宙相变的影响 [Zhao&Zhang, 2006d]。

这和目前的观测是相符的。同时这一类模型预言的引力波都比较小。 例如

对于上述 p = 2 的模型：

r ' 8(1− ns)e
−N(1−ns) , (3-206)

其中 N 是 e-folds 的数值，一般认为在范围 N ∈ [40, 70] 之内。这里我们取

N = 70。利用观测对 ns 的限制（3-191），我们发现

r ∈ [ 0.014, 0.037 ]. (3-207)

从图（ 3-18 ）中我们发现这已经低于 Planck 的探测灵敏度，但却高于

Clover, CMBPol, 以及 BBO 和 DECIGO 的探测灵敏度。而对于其它 p > 2

的模型，其预言的引力波会更小，其探测也就更加困难。
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Case B: 微正（或零）去模型，0 ≤ ηV ≤ 2εV

这一类模型的两个典型的形式为幂律谱 V = Λ4(φ/µ)p，p ≥ 2（0 <

ηV < 2εV）和指数谱 V = Λ4 exp(φ/µ)（ηV = 2εV）。这类模型预言的都是

红谱， 这也与观测相符。但是它预言的引力波较大

8

3
(1− ns) ≤ r ≤ 8(1− ns) . (3-208)

利用观测对 ns 的约束（3-191），我们可以发现

r ∈ [ 0.061, 0.376 ], (3-209)

这个区域在 Clover, CMBPol, BBO, 以及 DECIGO 的灵敏度范围之内，但

是 Planck 的敏感区域却正好在这区间之内,因此它也有可能能探测到。

Case C: 中正曲率模型， 2εV < ηV ≤ 3εV

我们知道这一类模型大都是一些过渡模型，其预言为：

ns < 1 , r > 8(1− ns) , (3-210)

利用观测对 ns 的约束（3-191），我们可以发现

r > 0.184. (3-211)

这和目前的上限 r < 0.22 非常接近了。而且正好在 Planck 的敏感度范围之

内。

Case D: 巨正曲率模型， ηV > 3εV

这一类模型义演预言的都是蓝谱，这和目前的限制（3-191）是不

一致的。 但是我们需要指出的是，这并不是说这一类模型完全被目前

的观测排除。在拟和 CMB 数据的时候，如果考虑 ns 的跑动以及引力

波的贡献，那么目前最好的拟和结果为 ns(k = 0.002Mpc−1) = 1.21+0.13
−0.16,

α(k = 0.002Mpc−1) = −0.102+0.050
−0.043 [Hinshaw et al., 2006]。我们发现这正好

是一个蓝谱，其跑动为负值。 因此从这个意义上讲，要想彻底排除这一类

模型还需要更多的观测数据和更精确的拟和。

♣: 暴暴暴涨涨涨流流流方方方程程程及及及其其其对对对残残残余余余引引引力力力波波波的的的预预预言言言

在我们上面的讨论中主要有两个不足：其一是我们的讨论依赖于具体

的暴涨模型， 我们也看到的不同的暴涨模型预言的引力波大小是非常不同
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的，但是我们又不能对每个模型都进行讨论； 其二，我们上面的讨论中对

于引力波的原初扰动谱，我们用了一个近似幂律的形式。这个形式是一个

非常好的近似， 如果我们讨论的频段离 k0 不是太远的话。但是我们上面所

感兴趣的频率约为 0.1Hz 的引力波，其频率比 k0 大 15 个量级以上，这样

我们的幂律近似可能会产生比较明显地误差。对这个误差的估算，我们在

文章 [Zhao, 2006] 中已经有了比较详细的讨论，这里不在介绍。为了弥补这

两个缺陷，我们现在利用另外一种方法来估算暴涨产生的引力波的大小。

♥: 暴涨流方程

暴涨流方程首先是被 Hoffman 和 Turner [Hoffman&Turner, 2001] 提出

来的。这种方法可以产生一系列的暴涨模型（这里我们称其为暴涨模型实

现）并能够和观测量直接相比较。 这种方法能够适用于任何的慢滚动单场

暴涨模型，它能够使我们不纠缠于具体的暴涨细节， 而对暴涨的一些预言

做出统计上的分析。在本节中我们也将利用该方法来统计分析暴涨预言的

引力波能谱的分布， 以及探测器的探测能力。这种方法的描述依赖于一系

列的 Hubble 慢滚参数，其定义为

ε(φ) ≡ m2
Pl

4π

(
H ′(φ)

H(φ)

)2

, λl(φ) ≡
(

m2
Pl

4π

)l
(H ′)l−1

H l

d(l+1)H

dφ(l+1)
(l ≥ 1) , (3-212)

这里的上撇号表示暴涨场 φ求导。而 H(φ)是以 φ为变量的 Hubble 参数，

它与暴涨势函数 V (φ) 可以通过所谓的 Hamilton-Jacobi 方程来联系

[H ′(φ)]
2 − 12π

m2
Pl

H2(φ) = −32π2

m4
Pl

V (φ) . (3-213)

这些 Hubble 慢滚参数满足一个无限阶的阶梯方程：

dε

dN
= ε(σ + 2ε) , (3-214)

dσ

dN
= −ε(5σ + 12ε) + 2(λ2) , (3-215)

d

dN
λl =

[
l − 1

2
σ + (l − 2)ε

]
λl + λl+1 , (l ≥ 2) (3-216)

这里的 N 表示暴涨的 e-folds 数，而 σ ≡ 2λ1 − 4ε。这个方程组对任何的慢

滚动的单标量场模型都是适用的， 只要对 Hubble 慢滚参数给定一个初始
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条件，就对应于一个暴涨模型。 但是在实际的求解过程中需要对该方程组

进行截断。 在本文中，我们解方程组的时候我们截断在第十阶，同时参照

文献 [Smith et al., 2006; Kinney, 2002] 选择初始条件为

ε|i ∈ [0, 0.8] , (3-217)

σ|i ∈ [−0.5, 0.5] , (3-218)

λ2|i ∈ [−0.05, 0.05] , (3-219)

λl|i ∈ [−0.025× 5−l+3, 0.025× 5−l+3] , (3 ≤ l ≤ 10) , (3-220)

其它的参数为零。该暴涨流方程有两个固定解：一个是 ε = 0, λl =

0（l ≥ 2），σ=constant；另外一个是 ε=constant, σ = −2ε, λ2 = ε2, and

λl = ελl−1（l ≥ 3）。在我们的文章（Zhao&Zhang, 2006d）中我们证明了

对于截断模型而言，后一个解释不稳定的。这一点与我们这里的关系不

大，所以不再做详细讨论。

有一点我们在这里不得不指出：当暴涨流方程组没有被截断的时候，

它可以描述所有的暴涨势函数。 但是当我们一旦对方程组截断以后，这种

普遍性就丧失了，这一点在文献 [Liddle, 2003]中已经指出。作者发现对于

截断到 M 阶的暴涨流方程，其实只能代表了一类暴涨势

V (φ) =
3m2

Pl

8π
H2

0

(
1 + A1φ + · · ·+ AM+1φ

M+1
)2

×
[
1− 1

3

m2
Pl

4π

(
A1 + · · ·+ (M + 1)AM+1φ

M

1A1φ + · · ·+ AM+1φM+1

)2
]

. (3-221)

而不能代表全部的暴涨势函数。这种势函数其实相当于对任意一个暴涨势

在 φ = 0附近作一种近似泰勒展开一样的一种展开方法。因此它仍然能够描

述 任意暴涨势函数的一些普遍性质。

♥♥: 暴涨参数和引力波的能量强度

在暴涨流方程中，很多可观测的物理量都可以与 Hubble 慢滚参数联系

起来。这里我们只对下面的参数感兴趣：张量/标量比 r，标量谱指数 ns，
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及其跑动 α。这些参数可以写为 [Liddle et al., 1994]（精确到二阶慢滚近似

）:

r ' 16ε[1− c(σ + 2ε)] , (3-222)

ns ' 1 + σ − (5− 3c)ε2 − 1

4
(3− 5c)σε +

1

2
(3− c)λ2 , (3-223)

α = − 1

1− ε

dns

dN
, (3-224)

这里的常数 c = 4(ln 2 + γ) − 5 ' 0.0814514 （γ 是 Euler-Mascheroni 常

数）。因此只要我们数值解出了暴涨流方程（3-214）-（3-216），这些慢

滚参数就可以得到， 再通过上面这些关系式就可以得到这些可观测量的

值。在慢滚动的暴涨模型中，引力波的原初扰动谱为 [Stewart&Lyth, 1993]

PT (k) =
16

π

[
1− c + 1

4
ε

]2
H2

m2
Pl

∣∣∣∣∣
k=aH

, (3-225)

这里 H 是当波数为 k 的引力波正好出视界的时候，即 k = aH 对应的

Hubble参数。如果我们忽略小量 ε，那么 PT (k)只依赖于 Hubble参数 H，

这正是 de Sitter 暴涨的情形。公式（3-225）可以被改写为

PT (k) =

(
4− (c + 1)ε

4− (c + 1)εi

)2
H2

H2
i

PT (k0) , (3-226)

其中 εi 和 Hi 分别是 k0 的波模出视界的时候（a = k0/Hi）对应的ε 和

H对应的值。 和前面一样的讨论，引力波谱可以和密度扰动谱联系起来

PT (k0) = PS(k0)r(k0)。而 Hubble 参数 H(N) 可以表示为

H(N) = Hi exp

[
−

∫ N

Ni

ε(n)dn

]
, (3-227)

其中Ni为H = Hi的时候对应的暴涨 e-folds。将公式（3-226）和（3-227）

代入公式（3-194），可以得到引力波的能量强度

Ωg(k) = 0.84× 10−10 r

(
k

H0

)2

×

T (k)2

(
4− (c + 1)ε

4− (c + 1)εi

)2

exp

[
−2

∫ N

Ni

ε(n)dn

]
, (3-228)
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这里 T (k) 是 damping 因子，而 H0 为现在的 Hubble 常数，将 damping 因

子和 r 的表达式代入，我们得到对于 ν > 10−10Hz 的引力波的能量强度为

Ωg(k) ' 4.59t4 × 10−14
[
εi − c(σiεi + 2ε2

i )
]

×
(

4− (c + 1)ε

4− (c + 1)εi

)2

exp

[
−2

∫ N

Ni

ε(n)dn

]
, (3-229)

对于固定的波数，t4 的值是一定的。因此该强度只依赖于慢滚参数 ε 和

σ，而这些可以通过求解暴涨流方程来得到。在具体求解之前我们先来估算

一下引力波的上限。 因为在暴涨期间 0 ≤ ε < 1 是满足的，因此当我们取

ε = 0 的时候可以得到一个不等式

Ωg(k) < 7.34t24 × 10−13 εi − c(σiεi + 2ε2
i )

(4− (c + 1)εi)
2 , (3-230)

它只依赖于参数 εi 和 σi。当 εi = 1，方程右边可以取到极大值，因此我们

可以得到一个非常粗略的上限

Ωg(k) < 8.62t24 × 10−14 , (0.62 ≤ t4 ≤ 1) (3-231)

这里我们利用到了近似关系 r ' 16ε，忽略了其中二阶小量的影响。 这个

上限适用于任何的单场慢滚暴涨模型，而不依赖于任何的观测限制。而且

对于一个广泛的频段 ν > 10−10Hz，因此可以广泛地应用。很明显这里的

上限比我们前面得到的上限（3-205）大了很多。 需要注意的是我们这里

得到的上限远远小于 LIGO 和 LISA 的灵敏度极限，但是大于 ASTROD,

BBO 和 DECIGO 的敏感度极限。当然对于频率在 ν ∈ (10−16, 10−10)Hz 范

围内的引力波，由于 t4 = 1，t3 = 0.80313，引力波能量强度的上限变成了

Ωg(k) < 5.56× 10−14。这是对 ν ∈ (10−16, 10−10)Hz 频段内的所有引力波都

适用的。

♥♥♥: 目前观测对宇宙学参数的限制

上面的讨论中，我们发现参数 ns, α, r, Ωg 直接是由 Hubble 慢滚

参数决定的。这里针对目前的观测对这些参数的限制，我们对给一个简

要综述。 现在的观测对参数 ns, α, r 的限制主要来自于大尺度方面的
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观测，例如 CMB 和 LSS 的观测，这里我们称之为“大尺度限制”,简称

LSC。我们可以综合目前第一年和第三年的 WMAP 的观测限制，以及考虑

SDSS，WMAPext，2dFGRS, SNIa 等观测数据的拟和结果而给出一个最松

散的限制条件

ns ∈ [0.86, 1.00] , α ∈ [−0.087, 0.007] , r < 0.22 , (3-232)

我们发现这些限制给出的密度扰动谱是一个红谱，并且其跑动是非常小

的， 这些和单场暴涨模型的预言是相符的。

而目前观测对 Ωg 的直接限制多来自于小尺度上的一些观测证据，这

里我们称之为“小尺度限制”，简称 SSC。主要包括下面几个：pulsar timing

的限制 [Detweiler, 1979]

Ωgh
2 < 2× 10−9, ν = 1.9× 10−9Hz ; (3-233)

目前 LIGO 的限制 [Abbott et al., 2005]

Ωg < 8.4× 10−4, 69Hz < ν < 156Hz; (3-234)

和宇宙核合成的限制 [Allen, 1996; Maggiore, 2000]

wgh
2 < 8.9× 10−6 , (3-235)

这里 wg ≡
∫

Ωg(ν)d ln ν。和我们前面得到的上限（3-205）和（3-231）相

比， 这些限制都太粗糙了。因此我们可以公平地说：目前的 SSC 太粗糙而

不能对单场暴涨模型作出任何限制。这个结论我们会在下面的数值计算中

进一步验证。

♥♥♥♥: 物理实现在相空间的分布

在这一小节中，我们数值求解暴涨流方程（3-214）-（3-216），并采

用（3-217）-（3-220） 作为初始条件。其中每一种物理条件的选择代表一

种暴涨模型。

首先我们考察前面提到的 LSC 和 SSC 对暴涨模型的限制。我们在上

述初始条件的限制下随机选择 107 个物理实现，然后求解暴涨流方程，发

现：所有的 107 个物理实现都满足 SSC，这就证明了乐我们前面的结论：

目前小尺度上限制太粗糙而不能对暴涨模型作出任何限制。 在所有的这些
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3.4 残余引力波的探测

图图图 3-19: 5523 个物理实现在相空间的分布。其中上、下两条实线分别对应于
ns = 1.00 和 ns = 0.86 的解析曲线。而横线和竖线的物理意义和图（ 3-18 ）
中的完全一样。 注意在该图中的能量强度我们没有考虑宇宙相变效应的影响
[Zhao&Zhang, 2006d]。

物理实现中，只有 5523 （∼ 5%）个满足 LSC，因此相比较 SSC 而言，目

前的 LSS 的限制还是比较强的。

在数值计算过程中，暴涨可以通过两种方式结束：一种是慢滚条件

ε < 1 被破坏，这样暴涨能够自然地结束。很多暴涨模型都属于这一类，

例如大场多项式模型和小场多项式模型。 另外一种办法是由于暴涨持续演

化下去，因而需要其它机制（例如引入辅助场）来突然截止。 很多模型，

例如混合暴涨，线性暴涨，指数暴涨都属于这一类。这里我们选择 N = 70

作为截止点。我们发现在这 5523 个物理实现中，有 5509 个属于第一类，

而只有 14 个属于第一类。这也和以前工作中的结论是相符的 [Smith et al.,

2006; Kinney, 2002]。而且这 14 个物理实现的 e-folds都在 N ∈ [40, 70] 的

范围内，与观测也是相符的。在图（ 3-19 ）中我们给出了这 5512 个物理
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实现在相空间中的分布，可以发现如下特点：

a. 对于一个给定的 r，Ωg 的分布式非常弥散的，特别是在 r 较大的

时候。例如对于 r = 0.22，Ωg 可以在 Ωg ∈ (10−45, 10−20) 的广泛区间内取

值；

b. 对于一个给定的 r，Ωg 有一个上限，并且多数物理实现都分布在该

上限附近的一个小区域内；

c. 对于一个给定的 r，Ωg 的上限和我们前面解析的结果（3-204）比较

偏小，特别是在 r > 0.01 的时候；

d. 当 r ' 0.03，引力波的能量强度可以达到它的最大值 Ωg ' 1 ×
10−17，该上限比我们前面解析得到的结果小了一个量级以上。 这个最大值

小于 LIGO, LISA, ASTROD 和 BBO 的灵敏度极限；

e. 几乎所有的物理实现都集中在 r 较大的地方，而且 r 越大，分布越

密。超过 90% 的实现都在 r > 0.01 的区域。需要指出的是这个现象完全是

由于我们对初始条件的选择办法决定的。 为了看到这一点，我们还选取了

另外一种初始条件，εi 在下面范围内随即取值，

log10 εi|i ∈ [−8, 0] , (3-236)

而其他条件和前面的完全类似，计算发现：上述所说的前四个特点还是

保持的， 只是最后一个特点不再成立，将近一半的物理实现都分布在

r < 10−3 的区域内。

在这 5523 个物理实现中，50.21% 的分布在 Planck 的探测能力之

内，97.11% 的分布在 Clover 的探测能力之内，99.29% 的分布在 CMBPol

的探测能力之内； 42.91% 的分布在 DECIGO 的探测能力之内。相比较于

CMB 探测器，干涉仪虽然能够探测的物理实现较少，但是它却能够完全探

测 r ∈ (10−4, 6.7× 10−6) 所有物理实现。因此从这个意义上来讲，对于宇宙

残余引力波的探测，激光干涉仪和 CMB 极化探测器是相互补充的。

最后我们需要指出，我们上述所有的计算都是在单场慢滚暴涨模型中

进行的， 因此上面所有的结论都只对这一类模型成立。而对于其它的诸如

多场暴涨模型， 膜暴涨模型则需要另外的讨论。
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第第第四四四章章章

宇宇宇宙宙宙残残残余余余引引引力力力波波波与与与CMB 极极极化化化

在本章中我们解析计算在加速膨胀的宇宙中，残余引力波产生的

CMB的极化功率谱，研究宇宙学参数：重子密度，暗能量密度，原初谱幅

度和谱指数等对功率谱的影响， 并讨论该极化谱的探测等问题。

§ 4.1 简介

近年来宇宙微波背景辐射（CMB）温度各向异性和极化功率谱的研究

近几年来已经取得了非常巨大的成功。 尤其是最近几年 WMAP 观测的功

率谱与暴涨模型的预言能够很好地符合 [Bennett et al., 2003]，从而大大促

进了宇宙的发展。

暴涨预言的两种扰动功率谱：密度扰动功率谱和引力波功率谱都可以

通过描述光子演化的 Boltzmann 方程，从而影响 CMB 的扰动和极化功率

谱。但是两者造成的 CMB功率谱是有区别的，例如峰值位置不同，正负相

关有区别等等 [Baskaran et al., 2006]，但是最明显地区别是，引力波能够产

生 CMB 的磁场型极化功率谱，而密度扰动却不行（不考虑二级效应），

这就提供了一条从 CMB 极化谱来直接探测宇宙残余引力波的方法。

CMB 的极化功率谱通常可以通过复杂的程序进行数值计算 [Sel-

jak&Zaldarriaga, 1996; Lewis et al, 2000]，这种方法的特点是计算得比较精

确，而且目前它计算的速度也已经非常快了。 但是半解析的方法却有利
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于研究其物理并揭示功率谱对各个宇宙学参数的依赖关系 [Hu&Sugiyama,

1995]。通常求解这种复杂的 Boltzmann 方程有两种方法：一种是直接对

其作球协函数展开，化为一个关于多极矩无限阶的阶梯方程组。 然后采

取截断分别求解每一个方程 [Seljak&Zaldarriaga, 1996; Zaldarriaga&Harari,

1995; Grishchuk, 1993; Pritchard&Kamionkowski, 2005]。另外一种方法首

先被 Polnarev 提出 [Polnarev, 1985]，它首先利用极化矢量将 Boltzmann

方程分解，最后将其变成关于两个标量 ζ 和 β 的演化方程，其中前者

正好代表了 CMB 的温度扰动，后者正好代表了 CMB 的极化。这种

方法提出来以后也得到了很快的发展 [Harairi&Zaldarriaga, 1993; Ng&Ng

1995; Kosowsky, 1996; Kamionkowski et al., 1997; Keating et al., 1998; Ca-

bella&Kamionkowski, 2004; Zhang,Hao&Zhao, 2005]。在这里我们也采用后

面的方法来处理 Boltzmann 方程，从而彻底解析地求解引力波产生的

CMB 极化功率谱。其中对于引力波的演化我们分别利用了直接过渡的方

法、WKB近似方法以及完全数值的方法， 对于光子退耦时期的可视函数函

数我们采用了 Gaussian 近似和 half-gaussian 近似，在求解方程的时候我们

精确到了二阶紧耦合近似，最后得到了一个关于极化功率谱的解析公式。

并进一步我们利用该公式分析了宇宙学参数，Ωb, ΩΛ, r, nt 以及宇宙再电

离过程对功率谱的影响。

§ 4.2 CMB 极化的 Boltzmann 方程

光子的极化分布通常可以用一个矢量 f = (Il, Ir, U, V ) 来描述，其分量

正好对应于 Stokes 参量 I = Il + Ir，Q = Il− Ir。Stokes 参量的一个重要性

质是,在沿着传播方向的一个角度为 δ 的旋转变化下，I 和 V 是不变的，而

Q 和 U 则满足下面的变换关系 [Chandrasekhar, 1960]

(
Q′

U ′

)
=

(
cos 2δ sin 2δ

− sin 2δ cos 2δ

)(
Q

U

)
.

一次（Q,U）组成了一个在坐标变换下自旋为 2 的矢量场。它可以写成一个

2 × 2 的极化矩阵 Pab。对于实际的观测方面往往需要处理一个来自二维球
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面的各个方向的光子，其度规为

gab =

(
1 0

0 sin2 θ

)
, (4-1)

其中 (θ, φ)为相应的球坐标,而光子的极化张量为 [Kamionkowski et al., 1997]

Pab(n̂) =
1

2

(
Q(n̂) −U(n̂) sin θ

−U(n̂) sin θ −Q(n̂) sin2 θ

)
, (4-2)

满足关系 Pab = Pba，gabPab = 0。

由于在宇宙退耦时刻以前，自由电子对辐射各向异性的 Thompson 散

射只会产生线性极化成分，而不会产生圆极化成分，因此我们考虑 CMB

的极化一般都不考虑圆极化部分，这样描述光子极化分布的矢量化简为

f = (Il, Ir, U)。对于一个均匀各向同性的无极化辐射场，其分布是一个简单

的黑体分布 f = f0(ν)(1, 1, 0)，其中 f0(ν) = 1
ehν/kT−1

是通常在温度 T 的标

准 Planck 分布。当考虑到 Thompson 散射效应和背景度规的扰动效应，将

在该黑体分布上产生线性极化分量。 光子分布函数的演化是由辐射转移方

程决定的，即 Boltzmann 方程 [Chandrasekhar, 1960]

∂f

∂η
+ n̂i ∂f

∂xi
= −dν

dη

∂f

∂ν
− q(f − J), (4-3)

这里 n̂i 沿着光子传播方向（θ, φ）的单位矢量， q = σT nea 是我们熟悉的

微分光深，反映里光子的散射速率，其中 σT = 6.65 × 10−25cm2 是散射截

面。ne 是自由电子的数密度。方程（4-3）碰撞项为

J =
1

4π

∫ 1

−1

dµ′
∫ 2π

0

dφ′P (µ, φ, µ′, φ′)f(η, xi, ν, µ′, φ′), (4-4)

其中 µ = cos θ，µ′ = cos θ′ 并且

P =
3

4




µ2µ′2 cos 2(φ′ − φ) −µ2 cos 2(φ′ − φ) µ2µ′ sin 2(φ′ − φ)

−µ′2 cos 2(φ′ − φ) cos 2(φ′ − φ) −µ′ sin 2(φ′ − φ)

−2µµ′2 sin 2(φ′ − φ) 2µ sin 2(φ′ − φ) 2µµ′ cos 2(φ′ − φ)


 (4-5)

是相矩阵（phase-matrix）。方程（4-3）中的散射项 q(f − J) 描述了与自

由电子的散射效应，而项 −dν
dη

∂f
∂ν
则描述了由于 Sachs-Wolfe 效应而造成的

CMB 光子频率的改变 [Sachs&Wolfe, 1967]，满足 Sachs-Wolfe 公式

1

ν

dν

dη
=

1

2

∂hij

∂η
n̂in̂j.
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在考虑到度规扰动 hij（标量的和张量的），辐射的分布函数可以写为下面

的形式

f(θ, φ) = f0







1

1

0


 + f1


 , (4-6)

这里 f1 代表扰动部分。

带有扰动的 FRW 度规为

ds2 = a2(η)
[
dη2 − (δij + hij)dxidxj

]
, (4-7)

这里 η 表示共形时间，hij 代表小扰动,满足 |hij| ¿ 1。这里我们只考虑横

向无迹对称张量扰动成分，即引力波成分。它有两个独立的极化模式

hij = h+
ij + h×ij = h+ε+

ij + h×ε×ij.

考虑沿 ẑ 方向传播的引力波，即 k̂ = ẑ，那么引力波的极化矢量满足关系

ε+
ijn̂in̂j = sin2 θ cos 2φ, ε×ijn̂in̂j = sin2 θ sin 2φ.

在宇宙学讨论中我们一般都假设引力波的两个极化分量是等价的，具有

同样的统计性质。 因此下面的讨论中我们首先只考虑 hij = h+ε+
ij 部分

的贡献，在最后的结果中我们只需要简单地乘因子 2 就可以了。为了简

化 Boltzmann 方程（4-3），我们可以将光子的分布函数写成下面的形式

[Polnarev, 1985]

f1 =
ζ

2

(
1− µ2

)
cos 2φ




1

1

0


 +

β

2




(1 + µ2) cos 2φ

−(1 + µ2) cos 2φ

4µ sin 2φ


 . (4-8)

而对于另外一个引力波极化成分 hij = h×ε×ij，则需要写为形式

f1 =
ζ

2

(
1− µ2

)
sin 2φ




1

1

0


 +

β

2




(1 + µ2) sin 2φ

−(1 + µ2) sin 2φ

−4µ cos 2φ


 , (4-9)

这里 ζ ∝ Il + Ir = I 代表光子分布的各向异性部分，而 β ∝ Il − Ir = Q 则

代表极化部分，ζ 和 β 的演化都满足 Boltzmann 方程。对于 hij = h+ε+
ij 极
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化的引力波部分，利用公式（4-3），我们可以得到这两个寒暑的演化方程

[Polnarev, 1985; Cabella&Kamionkowski, 2004; Zhang,Hao&Zhao, 2005]

ξ̇k + [ikµ + q] ξk =
d ln f0

d ln ν0

ḣ+
k , (4-10)

β̇k + [ikµ + q] βk =
3q

16

∫ 1

−1

dµ′
[(

1 + µ′2
)2

βk − 1

2

(
1− µ′2

)2
ξk

]
. (4-11)

其中我们已经对其中的各个相关函数作了 Fourier 展开，并取了单个的

Fourier 分量。其中 ξk ≡ ζk + βk 这里上标点表示对共形时间求导。我们后

面的讨论中都记 h+
k 为 hk。从这两个方程中我们可以发现引力波是作为各

向异性分量 ξk 的源出现的，而 ξk 同时又是极化部分 βk 的源。我们的目的

主要就是求解这两个方程。如果我们得到了这两个函数的表达式，可以对

其作 Legendre 展开

ξ(η, µ) =
∑

l

(2l + 1)ξl(η)Pl(µ),

β(η, µ) =
∑

l

(2l + 1)βl(η)Pl(µ),

而得到其 Legendre 分量。

ξl(η) =
1

2

∫ 1

−1

dµ ξ(η, µ)Pl(µ), (4-12)

βl(η) =
1

2

∫ 1

−1

dµ β(η, µ)Pl(µ). (4-13)

因此关于函数ξ(η, µ)， β(η, µ)的微分方程（4-10）和（4-11），可以转化为

关于一组关于 ξl(η) 和 βl(η) 的无限阶的微分方程组。

§ 4.3 CMB 极化的电场和磁场分量
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从方程（4-8）中 ζ 和 β 的定义我们可以知道，Stokes 参量 Q 和 Q 可

以表示为 [Kamionkowski et al., 1997; Cabella&Kamionkowski, 2004]

Q(θ, φ) =
T0

4

∑

l

(2l + 1)Pl(cos θ)(1 + cos2 θ) cos 2φ βl; (4-14)

U(θ, φ) =
T0

4

∑

l

(2l + 1)Pl(cos θ)2 cos θ sin 2φ βl. (4-15)

对于定义在二维球面上的标量场，我们通常可以用球谐函数 Y(lm) 对其进行

展开，但是对于定义在上面 2× 2 的张量，一般需要用到下面的张量球谐函

数进行完全展开 [Kamionkowski et al., 1997]

Y G
(lm)ab = Nl

(
Y(lm):ab − 1

2
gabY(lm):c

c

)
, (4-16)

Y C
(lm)ab =

Nl

2

(
Y(lm):acε

c
b + Y(lm):bcε

c
a

)
, (4-17)

其中“:”表示二维球面上的协变微商， Nl ≡
√

2(l − 2)!/(l + 2)!，

εa
b =

(
0 sin θ

−1/ sin θ 0

)
. (4-18)

它们满足关系
∫

dn̂ Y G ∗
(lm)ab(n̂) Y G ab

(l′m′)(n̂) =

∫
dn̂ Y C ∗

(lm)ab(n̂) Y C ab
(l′m′)(n̂) = δll′δmm′ , (4-19)

∫
dn̂ Y G ∗

(lm)ab(n̂) Y C ab
(l′m′)(n̂) = 0. (4-20)

通过这样的构造我们可以发现 Y G
(lm)ab 是二维球面上的球谐函数的散度部分

（电场型），而Y C
(lm)ab 是它的旋度部分（磁场型）。因此极化张量可以分

解为电场部分和磁场部分

Pab(n̂)

T0

=
∞∑

l=2

l∑

m=−l

[
aG

lmY G
(lm)ab(n̂) + aC

lmY C
(lm)ab(n̂)

]
. (4-21)

而相应的展开系数为

aG
lm =

1

T0

∫
dn̂ Pab(n̂)Y G ab ∗

(lm) (n̂), aC
lm =

1

T0

∫
dn̂ Pab(n̂)Y C ab ∗

(lm) (n̂), (4-22)
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通过一些计算可以得到 [Kamionkowski et al., 1997; Cabella&Kamionkowski,

2004]

aG
lm =

1

8
(δm,2 + δm,−2)

√
2π(2l + 1) (4-23)

×
[
(l + 2)(l + 1)βl−2

(2l − 1)(2l + 1)
+

6(l − 1)(l + 2)βl

(2l + 3)(2l − 1)
+

l(l − 1)βl+2

(2l + 3)(2l + 1)

]
, (4-24)

aC
lm =

−i

4

√
2π

(2l + 1)
(δm,2 − δm,−2)[(l + 2)βl−1 + (l − 1)βl+1]. (4-25)

可以发现这两个函数完全依赖于辐射场的极化部分 β。需要指出的是，这

里的 βl指的是波数为 k 的引力波所产生的极化分量，因此它相应的电场极

化功率谱为

CGG
l (k) =

1

2l + 1

∑
m

∣∣aG
lm

∣∣2 (4-26)

=
π

16

∣∣∣∣
(l + 2)(l + 1)βl−2

(2l − 1)(2l + 1)
+

6(l − 1)(l + 2)βl

(2l + 3)(2l − 1)
+

l(l − 1)βl+2

(2l + 3)(2l + 1)

∣∣∣∣
2

(4-27)

磁场型部分也可以类似地得到。这样我们对所有的 k 积分，并考虑到引力

波的两个极化模式，最终可以得到

CGG
l =

1

16π

∫
k2dk (4-28)

×
∣∣∣∣
(l + 2)(l + 1)βl−2

(2l − 1)(2l + 1)
+

6(l − 1)(l + 2)βl

(2l + 3)(2l − 1)
+

l(l − 1)βl+2

(2l + 3)(2l + 1)

∣∣∣∣
2

, (4-29)

CCC
l =

1

4π

∫ ∣∣∣∣
(l + 2)βl−1

2l + 1
+

(l − 1)βl+1

2l + 1

∣∣∣∣
2

k2dk. (4-30)

而它们的交叉相关谱为

CGC
l =

m=l∑

m=−l

aG∗
lmaC

lm

2l + 1
= 0, (4-31)

这是因为 aG
lm ∝ (δm,2 + δm,−2), 而 aC

lm ∝ (δm,2 − δm,−2)。即电场部分是偶宇

称，而磁场部分是奇宇称。
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§ 4.4 引力波的演化

从方程（4-10），我们发现引力波 ḣ 是产生 CMB 极化的源。因此在

求解 Boltzmann 方程之前，我们首先需要求解引力波的演化方程，特别是

求解在宇宙退耦时刻的演化情况。 对于模数为 k 地引力波满足演化方程

ḧ + 2
ȧ

a
ḣ + k2h = 0, (4-32)

其初始条件为一般选定为

h(η = 0) = h(k), ḣ(η = 0) = 0, (4-33)

其中

k3

2π2
|h(k)|2 = Ph(k) = AT

(
k

k0

)nT

, (4-34)

这里我们用 Ph(k) 来表示引力波的原初扰动谱。AT 为原初扰动谱的振幅，

并且选定 k0 = 0.05 Mpc−1 作为 povit 波数，nT 为原初谱的谱指数。暴涨

模型一般预言的是 nT ' 0 地近似尺度不变谱。后面我们还会专门讨论该谱

指数对极化功率谱的影响。这里不作特殊说明我们都取 nT = 0。在本文的

讨论中我们忽略自由中微子流的影响，它可以略微压低小尺度上的极化功

率谱 [Princhard&Kamionkowski, 2005]。

引力波的演化方程（4-32）依赖于宇宙尺度因子的演化，它是由 Fried-

mann 方程决定的：

ȧ2 = H2
0

[
Ωr + aΩm + a4ΩΛ

]
, (4-35)

其中 Ωr, Ωm, ΩΛ 分别对应于现在时刻宇宙中的辐射（光子和中微子），物

质（重子物质和暗物质）和暗能量的能量比重。我们选择 Ωr = 8.36×10−5,

Ωm = Ωb +Ωdm = 0.044+0.226, ΩΛ = 0.73。然后通过求解上述的 Friedmann

方程就可以得到宇宙尺度因子随共形时间 η 的演化。代入方程（4-32），

就可以数值地求解而得到引力波随时间的变化。 在图（ 4-1 ）和（ 4-2 ）

中，我们分别画出了在光子的退耦时刻 ηd，h 和 ḣ 随波数 k 的变化关系。
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图图图 4-1: 三种方法得到的引力波 h(ηd)，其中实线表示纯数值的结果，虚线表示纯
解析地结果，点线表示WKB近似的结果，它与虚线重合。 注意这里为了显示方
便，我们对引力波的初始条件作了重新定义 h(η = 0) = h(k) = 1 [Zhao&Zhang,
2005b]。

除了这种完全数值的方法以外，我们还可以利用完全的解析近似方法

来求解引力波。 我们假设宇宙尺度因子的演化为

a(η) =





arη, η ≤ ηe (radiation dominant),

amη2, ηe < η ≤ ηE (matter dominant),

alη
−1, η > ηE (Λ dominant)

(4-36)

这里 ar, am, al 都是常数，可以通过尺度因子在 ηe, ηE 光滑连接来得到。

在标准的 ΛCDM 模型 Ωb = 0.044, Ωdm = 0.226, ΩΛ = 0.73, 以及辐射/物

质相等时刻的红移 ze = 3234（在本节我们都选定现在的 Hubble 常数为

h0 = 0.72），计算可以得到 ηe/η0 = 0.007，其中 η0 为现在的共形时间。

选取 zE = 0.39，可以得到 ηE/η0 = 0.894。我们设定 ηd/η0 = 0.0195，对应

于退耦红移为 zd = 1089。 因此可以得到引力波的解析解 [Grishchuk, 1993;

Grishchuk, 1974; Zhang et al., 2005]

h(η) = A0j0(kη), (η ≤ ηe), (4-37)
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图图图 4-2: 三种方法得到的引力波 ḣ(ηd)，其中实线表示纯数值的结果，虚线表示纯
解析地结果，点线表示WKB近似的结果，它与虚线重合。 注意这里为了显示方
便，我们对引力波的初始条件作了重新定义 h(η = 0) = h(k) = 1 [Zhao&Zhang,
2005b]。

h(η) = A0(ηe/η)[A1j1(kη) + A2y1(kη)], (ηe < η ≤ ηE), (4-38)

系数分别为

A0 =

[
2π2AT k−3

(
k

k0

)nT
]1/2

, (4-39)

A1 =
3kηe − kηe cos(2kηe) + 2 sin(2kηe)

2k2η2
e

, (4-40)

A2 =
2− 2k2η2

e − 2 cos(2kηe)− kηe sin(2kηe)

2k2η2
e

. (4-41)

注意我们的记号 h(η) ḣ(η) 中省略掉了下标 k。在图（ 4-1 ）和（ 4-2 ）

中，我们同时分别画出了在光子的退耦时刻，该解析解得到的结果。 和数

值解相比，该解析的结果只有在很大尺度上才于数值结果相符，而在小尺
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度上两者有着明显地差别。 因此在实际计算中我们不应该采用这个解析

解。但是这个解析解比较简单而有利于分析问题， 因此我们最后的定性分

析中我们还会用到它。

前面的完全数值解计算比较复杂，但是完全解析解精确度有比较差。

解析方法的缺点主要在于不能很好地描述宇宙尺度因子在辐射和物质转变

时期的行为。 为了取长补短，我们这里采用另外一种 WKB 近似的方法来

描述辐射/物质宇宙中尺度因子的演化 [Ng&Speliotopoulos, 1995]。我们后

面会看到，影响 CMB 极化谱的主要是光子退耦时刻的引力波，而当时暗

能量的密度非常小，完全可以忽略。 在该方法中，宇宙的尺度因子可以表

示为

a(τ) = aeτ(τ + 2), (4-42)

其中 τ ≡ (
√

2 − 1)η/ηe，而 ae 是由 a0/ae = 1 + ze 来决定的。可以看

出当 τ ¿ 2 的时候，a(τ) → τ 表示辐射为主时期，而当 τ À 2 的时

候，a(τ) → τ 2 表示物质为主时期。而且辐射和物质时期的转化是比较光滑

的。因此引力波的演化方程变成了

h′′ + 2
a′

a
h′ + r2h = 0, (4-43)

这里 r ≡ kηe/(
√

2− 1), 而上撇号表示 d/dτ。虽然这个方程可以得到解析解

[Pritchard&Kamionkowski, 2005]，但是这个解仍然比较复杂，而且更为致

命的是该解的系数仍然需要数值求解。 所以这里我们就干脆直接数值求解

方程（4-43）。

WKB方法得到的 h(ηd) ḣ(ηd) 也在图（ 4-1 ）和（ 4-2 ）中画出来

了。 这种方法得到的结果完全与纯数值地结果重合，其精确度非常高

（¿ 1%），而且计算起来也比纯数值方法简单的多。 因此在后面极化功

率谱的计算和分析过程中，我们都采用这种方法来求解引力波函数。

§ 4.5 可视函数模型

考虑宇宙的退耦历史。在退耦之前，电离的重子能够通过 Thompson

散射与光子进行强烈的耦合。但是随着宇宙的膨胀，一旦宇宙的温度降到
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η
η

η η

图图图 4-3: 三种方法得到的可视函数行为。其中实线为数值解的行为，点线表示我们
的半高斯 拟和曲线，而虚点线表示高斯拟和得结果。容易发现我们的半高斯拟和
哟远远好于高斯拟和。这里ηd/η0 = 0.020 [Zhao&Zhang, 2005b].

几个电子伏特以下的时候， 电子将与质子结合形成氢原子。随着宇宙中带

电粒子数目的减少，光子的自由程增大，并逐渐变得可以和宇宙视界相比

拟。 当光子的自由程最终大于宇宙视界的时候，光子不再有机会和电子发

生碰撞， 因此电子与光子脱耦。 宇宙中的形成背景光子。而当光子最后

一次和电子发生散射时的宇宙，我们称为最后散射面。 而这一次散射我们

称之为最后散射。我们可以通过求解宇宙复合过程中的电离方程而求得此

时的可视函数 V (η)，它描述了在 η 时刻光子发射最后散射的几率 [Peebles,

1968; Jones&Wyse, 1985]。可视函数的形式依赖于具体的模型参数,特别是

重子的能量密度 Ωb 和 Hubble 常数 H0 的大小 [Hu&Sugiyama, 1995]。用光

深函数 κ 来表示的可视函数为

V (η) = q(η)e−κ(η0,η), (4-44)

它满足归一化条件∫ η0

0

V (η)dη = 1. (4-45)
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这里的光深函数 κ(η0, η) 和微分光深函数 q(η) 的关系为 q(η) =

−dκ(η0, η)/dη。在图（ 4-3 ） 中我们给出了数值求解出来的可视函数

V (η)，该函数在最后散射面上有一个峰值。在实际的解析计算过程中， 通

常用一个高斯函数来拟和它

V (η) = V (ηd) exp

(
−(η − ηd)

2

2∆η2
d

)
, (4-46)

这里 V (ηd) 是可视函数在退耦时刻的峰值大小，∆ηd是最后散射面的厚

度。 WMAP 数据分析显示 [Spergel et al., 2003]，∆zd = 195 ± 2，对应于

∆ηd/η0 = 0.00143。 这样利用 V (ηd)η0 = 279，我们可以得到一个高斯拟和

曲线。在图（ 4-3 ） 我们也给出了这个拟和曲线。但是我们发现这个拟和

曲线无论是在 ηd 左边还是右边都不能拟和得很好。这里我们提出一种新的

拟和方法， 我们称之为半高斯拟和：由两段不同的高斯函数来分别拟和 ηd

的左边和右边。并让其满足归一化条件，即 　

V (η) = V (ηd) exp

(
−(η − ηd)

2

2∆η2
d1

)
, (η ≤ ηd); (4-47)

　

V (η) = V (ηd) exp

(
−(η − ηd)

2

2∆η2
d2

)
, (η > ηd); (4-48)

其中∆ηd1/η0 = 0.00110, ∆ηd2/η0 = 0.00176,　满足 (∆ηd1+∆ηd2)/2 = ∆ηd，

即归一化条件仍然成立。 在图（ 4-3 ）中我们也画出了这种半高斯的拟和

曲线，可以发现我们的半高斯比高斯拟和好得多。 在后面的讨论中我们会

发现，这里的不同拟和曲线会对 CMB得极化功率谱产生明显地影响。并且

我们后面还会发现，在这两个半高斯部分中前半个部分的作用是主要的，

原因在于 ∆η1 < ∆η2。我们在文献 [Zhang,Hao&Zhao, 2005] 中还详细地讨

论了另外一种更为精确的可视函数下 CMB 极化的计算。但是那里用到了

很多的特殊函数，其计算比较繁琐，不适合于我们这里进一步的计算，所

以在这里不再详细介绍了。

§ 4.6 极化功率谱的解析计算
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在我们求解了引力波 ḣ(η) 和可视函数 V (η) 的基础上，我们现在可以

求解方程（4-10）和（4-11） 从而求解极化的功率谱。因为黑体谱 f(ν0) 在

Rayleigh-Jeans 散射区域满足 d ln f0(ν0)
d ln ν0

≈ 1，因此这两个方程简写为

ξ̇ + [ikµ + q] ξ = ḣ, (4-49)

β̇ + [ikµ + q]β =
3q

16

∫ 1

−1

dµ′
[
(1 + µ′2)2β − 1

2
(1− µ′2)2ξ

]
. (4-50)

在方程（4-49）中，ḣ相当于各向异性 ξ 的源，而 qξ 则会使得 ξ产生一个

damping。公式（4-49）的形式解为

ξ(η) =

∫ η

0

ḣ(η′)e−κ(η,η′)eikµ(η′−η)dη′. (4-51)

在方程（4-50）含有对 ξ 和 β 函数对角度 µ′ 的积分，利用方程（4-12）和

（4-13）的定义我们可将该方程改写为

β̇ + [ikµ + q]β = qG, (4-52)

其中

G(η) ≡ 3

35
β4 +

5

7
β2 +

7

10
β0 − 3

70
ξ4 +

1

7
ξ2 − 1

10
ξ0.

这样我们可以写出该方程的形式解

β(η) =

∫ η

0

G(η′)q(η′)e−κ(η,η′)eikµ(η′−η)dη′, (4-53)

设定上式中的时间为现在时刻 η0，即得到

β(η0) =

∫ η0

0

G(η′)V (η′)eikµ(η′−η0)dη′, (4-54)

这里 V (η′) = q(η′)e−κ(η0,η′) 是可视函数。 但是对该积分求解的困难在于其

源项包含有 βl 和 ξl 到 l = 4，而这些函数目前还没有求出来。

这里我们利用 Legendre 函数对方程（4-49）和（4-50）进行展开可以

得到一个无限阶的阶梯方程组

ξ̇0 = −qξ0 − ikξ1 + ḣ, (4-55)

β̇0 = − 3

10
qβ0 − ikβ1 + q

(
3

35
β4 +

5

7
β2 − 3

70
ξ4 +

1

7
ξ2 − 1

10
ξ0

)
, (4-56)
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α

α

α

图图图 4-4: 电场型极化功率谱 CGG
l , 这里取了 r = 1。其中实线为CMBFAST数值计

算的结果 [Seljak&Zaldarriaga, 1996], 而虚线从上到下分别是我们的解析计算的结
果，其参数分别取为：α = 1.7, 半高斯近似; α = 2, 半高斯近似; α = 2, 高斯近
似。 在大尺度上这些模型都是重合的，在小尺度上半高斯结果要好于高斯近似的
结果 [Zhao&Zhang, 2005b]。

ξ̇l = −qξl − ik

2l + 1
[lξl−1 + (l + 1)ξl+1] , for l ≥ 1, (4-57)

β̇l = −qβl − ik

2l + 1
[lβl−1 + (l + 1)βl+1] , for l ≥ 1. (4-58)

注意这里 1/q 表示光子的平均自由程。在紧耦合极限下 q → ∞，这个方程
组被简化为

ξ̇0 + qξ0 = ḣ, (4-59)

β̇0 +
3

10
qβ0 = − 1

10
qξ0, (4-60)

ξl = βl = 0, l ≥ 1. (4-61)

因此源函数 G(η) 也被化简为 G = (7β0 − ξ0)/10。它满足微分方程

Ġ +
3

10
qG = − 1

10
ḣ, (4-62)
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α

α

α

图图图 4-5: 磁场型极化功率谱 CCC
l , 这里取了 r = 1。其中实线为CMBFAST数值计

算的结果 [Seljak&Zaldarriaga, 1996], 而虚线从上到下分别是我们的解析计算的结
果，其参数分别取为：α = 1.7, 半高斯近似; α = 2, 半高斯近似; α = 2, 高斯近
似。 在大尺度上这些模型都是重合的，在小尺度上半高斯结果要好于高斯近似的
结果 [Zhao&Zhang, 2005b]。

容易得到其形式解为

G(η) = − 1

10

∫ η

0

ḣ(η′′)e−
3
10

κ(η,η′′)dη′′. (4-63)

将该解代入方程（4-54），我们可以得到紧耦合极限下的极化函数解

β(η0) =

∫ η0

0

V (η′)

[
− 1

10

∫ η′

0

ḣ(η′′)e−
3
10

κ(η′,η′′)dη′′
]

eikµ(η′−η0)dη′

= − 1

10

∫ η0

0

dη′V (η′)eikµ(η′−η0)

∫ η′

0

dη′′ḣ(η′′)e−
3
10

κ(η′′)+ 3
10

κ(η′),(4-64)

其中 κ(η′, η′′) = κ(η′′)− κ(η′)，我们还用到了 κ(η) ≡ κ(η0, η)。

注意我们上面的结果是在紧耦合极限下得到的，它只适用于自由程大

于光子自由程的尺度。 在小尺度上光子的扩散并减小 CMB 的温度各向异
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图图图 4-6: WMAP 和 Planck 卫星对 CMB磁场型极化功率谱的探测能力。三条
实线从上到下分别取了 r = 0.3, 0.1, 0.01, 其它的模型参数分别为 Ωb = 0.044,
Ωde = 0.226, ΩΛ = 0.73 [Zhao&Zhang, 2005b]。

性和极化。为了考虑这个效应，我们需要将阶梯方程（4-55）-（4-58） 展

开到二阶紧耦合近似，这样我们得到

ξ̇0 = −qξ0 − ikξ1 + ḣ, (4-65)

ξ̇1 = −qξ1 − ik

3
ξ0, (4-66)

ξl = 0, l ≥ 2. (4-67)

假设 ξ0 ∝ ei
∫

ωdη 并且 ξ1 ∝ ei
∫

ωdη，将其代入上述方程组，并忽略 ω 对

ȧ/a的依赖，以及假设 ḣ = 0，如图（ 4-2 ）所示，我们可以得到

ω = ± k√
3

+ iq.

这样 ξ0 获得了一个 damping 因子 e−
∫

qdη，该因子不依赖于波数 k。这与处

理标量扰动谱遇到的情况不同 [Hu&Segiyama, 1996]。对于极化部分 β，我

147



4.6 极化功率谱的解析计算

图图图 4-7: WMAP 和 Planck 卫星对 CMB磁场型极化功率谱的探测能力。三条
实线从上到下分别取了 r = 0.3, 0.1, 0.01, 其它的模型参数分别为 Ωb = 0.044,
Ωde = 0.226, ΩΛ = 0.73. 这里我们考虑了宇宙再电离的影响，其再电离光深为
κr = 0.09, 这里的实线是由 CMBFAST 数值计算的结果 [Zhao&Zhang, 2005b]。

们仍然只保留到紧耦合近似，这样我们得到

β̇0 = −3q

10
β0 − q

10
ξ0,

即 β0 也获得了同样的一个 damping 因子。当考虑这个效应时我们只需要将

公式（4-64）中的源 G 变成 exp(−κ(η))G 即可。这样公式（4-64）变成了

β(η0) = − 1

10

∫ η0

0

dη′V (η′)eikµ(η′−η0)

∫ η′

0

dη′′ḣ(η′′)e−
3
10

κ(η′′)− 7
10

κ(η′), (4-68)

其中 exp[− 7
10

κ(η′)] 代替了原来的 exp[ 3
10

κ(η′)]。由于 η′′ < ηd 的时

候，exp (− 7
10

κ(η′′)) ' 0；而 η′′ > ηd 的时候，exp (− 7
10

κ(η′′)) ' 1；因此

我们可以用一个阶梯函数近似，即 exp (− 7
10

κ(η′′)) ≈ θ(η′′ − ηd)，而且可视

函数 V (η)也是在 η = ηd 达到极大值。这样我们可以将函数 ḣ(η′′)提到积分∫
dη′′ 从而得到

β(η0) = − 1

10

∫ η0

0

dηV (η)eikµ(η−η0)ḣ(η)

∫ η

0

dη′e−
3
10

κ(η′)− 7
10

κ(η). (4-69)

148



CHAPTER 4. 宇宙残余引力波与CMB 极化

图图图 4-8: 重子密度 Ωb 对可视函数的影响。这里我们取得模型参数为 ΩΛ = 0.73,
Ωb = 0.02, 0.044, 0.09, Ωdm = 1− ΩΛ − Ωb [Zhao&Zhang, 2005b].

这里我们定义一个新的变量 x ≡ κ(η′)/κ(η)，并利用近似关系 dη′ =
dx
x

∆ηd，我们得到了

β(η0) =
1

10
∆ηd

∫ η0

0

dηV (η)eikµ(η−η0)ḣ(η)

∫ ∞

1

dx

x
e−

3
10

κ(η)xe−
7
10

κ(η). (4-70)

再利用一个数学公式

eikrµ =
∞∑

l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(µ),

我们得到了极化部分的Legendre 分量的解析表达式

βl(η0) =
1

10
∆ηd il

∫ η0

0

dηV (η)ḣ(η)jl(k(η−η0))

∫ ∞

1

dx

x
e−

3
10

κ(η)xe−
7
10

κ(η).(4-71)

其中对 η 的积分的函数部分包括 V, ḣ, jl。而可视函数无论是高斯近似还是

我们的半高斯近似，都具有这样的形式 e−γ(η−ηd)2。作为一个随机量，ḣ(η)

通常时一个正频模（e−ikη）和负频模（eikη）的复杂的混合，而且 spherical

149



4.6 极化功率谱的解析计算

Ω
Ω
Ω

图图图 4-9: 重子密度 Ωb 对 CMB 极化功率谱的影响。模型参数的选择和图（ 4-8 ）
中的一样 [Zhao&Zhang, 2005b]。

Bessel 函数 jl(k(η − η0)) 也是一样。这样他们的乘积 ḣ(η)jl(k(η − η0)) 就会

包含有这样的成分 ∝ e−ibk(η−η0)，其中常数 b ∈ [−2, 2]。将半高斯的可视函

数代入上式，并利用公式
∫ ∞

−∞
e−γy2

eibkydy = e−
(bk)2

4γ

∫ ∞

−∞
e−γy2

dy,

可以得到积分的结果
∫ η0

0

dηV (η)ḣ(η)jl(k(η−η0)) ≈ D(k)ḣ(ηd)jl(k(ηd−η0))

∫ η0

0

dηV (η).(4-72)

其中

D(k) ≡ 1

2

[
e−α(k∆ηd1)2 + e−α(k∆ηd2)2

]
. (4-73)

如果利用高斯近似的可视函数，则 D(k) = e−α(k∆ηd)2。这里 α 的数值可以

在 [0, 2] 的范围内取值，这依赖于函数 ḣ(η)jl(k(η − η0)) 的具体表达式。粗

略地将 D(k) 函数形式上像对可视函数作傅里叶变换得到的结果，代表由
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于光子的散射造成的压低效应。 在宇宙的复合时期，可视函数 V (ηd) 是一

个在 ηd 附近有峰值的函数，其峰值的宽度为 ∆ηd，因此统计上讲光子也就

在这个时间段内发生最后一次散射。因此 Thompson 散射对 CMB 温度各

向异性的平滑作用也就被有效地限制在 ∆ηd 时间段之内。这样一个形式为

eikη 的各向异性辐射场将得到一个 damping 因子 e−(k∆ηd)2。而且 ∆ηd 的值

越大，压低效应越明显。事实上 ∆ηd 也可以看作是最后散射面的厚度。对

波长 λ下于散射厚度的，其 damping效应可以用因子 e−(2π∆ηd/λ)2 来描述，

波场越短，压低效应越明显。公式（4-71）剩下的积分部分可以直接算出来∫ η0

0

dηV (η)

∫ ∞

1

dx

x
e−

3
10

κ(η)xe
−7
10

κ(η) =

∫ ∞

0

dκe−
17
10

κ

∫ ∞

1

dx

x
e−

3
10

κx =
10

17
ln

20

3
. (4-74)

这样我们得到了

βl(η0) =
1

17
ln

20

3
il∆ηdḣ(ηd)jl(k(ηd − η0))D(k). (4-75)

将其代入公式（4-29）和公式（4-30），则得到极化功率谱

CXX
l =

1

16π

(
1

17
ln

20

3

)2 ∫
P 2

Xl(k(ηd−η0))|ḣ(ηd)|2∆η2
dD

2(k) k2dk, (4-76)

其中 X 代表“G” 或者“C”，对应于电场极化和磁场计划，而其中的函数

PXl(x) 为

PGl(x) =
(l + 2)(l + 1)

(2l − 1)(2l + 1)
jl−2(x)

− 6(l − 1)(l + 2)

(2l − 1)(2l + 3)
jl(x) +

l(l − 1)

(2l + 3)(2l + 1)
jl+2(x), (4-77)

PCl(x) =
2(l + 2)

2l + 1
jl−1(x)− 2(l − 1)

2l + 1
jl+1(x). (4-78)

需 要 指 出 的 是 我 们 本 节 中 的 记 号 和 以 前 的 记 号 ， 以 及 文 献

[Pritchard&Kamionkowski, 2005] 中的记号的关系为 CGG
l = CEl/2，CCC

l =

CBl/2。

为了彻底确定 CXX
l 的值，我们需要固定引力波的原初谱的初始条件。

和以前的确定办法一样，我们定义张量/标量比为

r =
Ph(k0)

PR(k0)
. (4-79)
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Ph(k0) 的值已经有了很好地观测结果，

PR(k0) = 2.95× 10−9A(k0), (4-80)

其中 k0 = 0.05Mpc−1，而 A(k0) ' 0.8。但是观测还没有对参数 r 的值做出

很好的限制，而只是给出了它的上限： r < 0.22 （95% C.L.），r < 0.37,

（99.9% C.L）。而我们前面提到的原初引力波的振幅为 AT = 2.95 ×
10−9A(k0)r，依赖于 r 的值。如果取 r = 1，则得到 AT = 2.36 × 10−9。后

面我们会专门讨论 r 对极化功率谱的影响，以及将来的观测对 r 的限制等

问题。

§ 4.7 主要结论及其讨论

♣: 可视函数造成的 damping 效应

我们在图（ 4-4 ）和（ 4-5 ）中分别画出了我们的计息计算以及熟知

计算得到的极化功率谱 CGG
l 和 CCC

l 。这两个功率谱的峰值都在 l ∼ 100

附近。我们的近似解析结果能够比较好地拟和数值计算的结果，特别是

对于可观测的前三个峰，我们发现 α = 1.7 ∼ 2.0 和半高斯的可视函数计

算的结果比较理想。但是在非常小的尺度上还是有一定的偏离，这是由

于我们的解析计算无法确定参数 α 的值而导致的。在小尺度上 CXX
l 敏

感于可视函数 V (η)，即 D(k)。高斯拟和的结果明显偏低，这是因为对于

高斯拟和，其 damping 因子为 D(k) = e−α(k∆ηd)2 , 而对于半高斯拟和则为

D(k) = 1
2

[
e−α(k∆ηd1)2 + e−α(k∆ηd2)2

]
, 而且 ∆η > δη1 引起的。

♣: 功率谱的峰值高度

从方程（4-76）可以看出，CXX
l 的大小直接依赖于引力波 |ḣ(ηd)| 的振

幅。如前所论，对于近似尺度不变得原初谱 nT ' 0，|ḣ(ηd)| 决定于 r 的

大小。很明显 r越大，|ḣ(ηd)| 越大。在图（ 4-6 ）中我们画出了不同的 r

对极化功率谱的影响,其中我们还画了 WMAP 运行八年以后预计所能达到

的精度以及 Planck 卫星的预期精度 [Bock et al, 2006; http: map; Planck

152



CHAPTER 4. 宇宙残余引力波与CMB 极化

Collaboration, 2006]。该图明显地可以看出当 r > 0.1 的时候可以 Planck　

卫星观测到。但是 WMAP 想测量到极化功率谱却是比较困难的。

在我们上面的讨论中我们一直都没有考虑宇宙再电离过程对极化功率

谱的影响， 宇宙的在电离和星系形成过程紧密相关最近 WMAP 观测的结

果认为目前宇宙的再电离光深为 κr = 0.09 ± 0.03 [Spergel et al., 2006]。这

样可视函数 V (η) 就会在 η 非常接近于 η0 的时候出现另外一个波峰，这

也将会产生 CMB 的极化谱。目前观测对再电离的观测还不是非常确定，

而且再电离产生的可视函数的波峰不可能用高斯或者半高斯函数来近似处

理， 因此很难对其产生的 CMB 极化功率谱做出解析计算。在图（ 4-7 ）

中我们画出了数值得到的包含宇宙再电离过程的磁场型极化功率谱。 我们

发现，这种再电离使得极化谱在非常大的尺度上（s ' 6）又出现了一个

峰值。 在观测方面很多观测极化的项目都已经在运行了，例如 CBI [http:

CBI], DASI [http: dasi], CAPMAP [http: capmap], BOOMERANG [http:

boomerang]。未来的一些观测实验例如 CLOVER [http: clover], QUIET

[http: quiet] 的预计精度可以达到 r > 0.01。而 CMBPOL 计划的预计精度

甚至可以达到 10−3 [http: inflation]。

♣ 最后散射面厚度的影响

除了引力波，CXX
l 还直接依赖于 ∆ηd。这个还是在公式（4-76）中通

过两个效应来影响极化功率谱。 一个是通过函数 ∆η2
d，另外一个是 D(k)

函数。在大尺度上由于 D(k) 非常接近于 1，因此这时主要通过前者影响。

很明显 ∆ηd 越大， CXX
l 也越大。而在小尺度上的影响比较复杂，这时两

个效应都会起作用。而 D(k) 的形式决定了：对于一个固定的波数 k，∆ηd

越小，D(k) 越大。最后散射面的厚度主要与宇宙中的重子密度 Ωb 有关。

在平直的 ΛCDM 宇宙模型中，增加 Ωb 的值将略微增加宇宙退耦的速度，

从而使得 ∆ηd 的值变小 [Jones&Wyse, 1985]。例如在 ΛCDM 模型中一个非

常好的关于光深函数的拟和公式 [Hu&Sugiyama, 1995]

κ(z) = Ωc1
b (

z

1000
)c2 , 800 < z < 1200, (4-81)

其中 c1 = 0.43，c2 = 16 + 1.8 ln Ωb。这个公式只依赖于 Ωb。可视函数

V (η) = −dκ
dη

e−κ 的峰值位置在 ηd 附近。一个大的 Ωb 对应于一个窄的

V 函数，即一个小的 ∆ηd 的值，见图（ 4-8 ），那里我们分别画出了
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图图图 4-10: 函数 P 2
Gl 对波数 k 的依赖关系，这里取了 l = 100, 其峰值在 kη0 ∼ 100

附近 [Zhao&Zhang, 2005b]。

Ωb = 0.02, 0.044, 0.09 对应的可视函数。但是总的效应仍然表明 Ωb 越

大，CCC
l 越小，尤其是在大尺度上其效应更为明显，见图（ 4-9 ）。

♣ 峰值的位置

从公式（4-76）中我们还可以分析功率谱峰值的位置。 公式（4-77）

中的函数 P 2
Gl(k(ηd − η0)) 和公式（4-78）中的函数 P 2

Cl(k(ηd − η0)) 都是

spherical Bessel 函数 jl(k(ηd − η0)) 组合而成。当 l À 1 的时候，该函数的

峰值大约在 l ' k(η0 − ηd) ' kη0。在图（ 4-10 ）和（ 4-11 ）中我们分别画

出了函数 PGl 和 PCl（l = 100）。我们发现其峰值确实都在 kη0 ' l 附近。

因此极化功率谱的峰值位置可以由下式确定：

CXX
l ∝

∣∣∣ḣ(ηd)
∣∣∣
2

k2D2(k) |k=l/η0
, (4-82)

其中因子 D(k) 会对 l 比较大时候的功率谱产生一个大大的压低效应。因

此功率谱的第一个峰值必然具有最大的峰值高度（不考虑再电离造成的峰
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图图图 4-11: 函数 P 2
Cl 对波数 k 的依赖关系，这里取了 l = 100, 其峰值在 kη0 ∼ 100

附近 [Zhao&Zhang, 2005b]。

值）。 现在我们来看看第一个峰值大概在什么位置。在大尺度上 D(k) ' 1

是近似成立的。而方程（4-38）给出 |ḣ(ηd)|2 = A2
0k

2(ηe/ηd)
2|A1j2(kηd) +

A2y2(kηd)|2，其中 j2(kηd) 是增长模式，而 y2(kηd) 是下降模式，因此我们

只保持其增长模式，即 |ḣ(ηd)|2 ∝ |A1j2(kηd)|2。而 j2(x) 的峰值在 x ' 3，

因此 |ḣ(ηd)|2 的峰值在 kηd ' 3。这样极化功率谱的峰值就会出现在

l ' kη0 ' 3η0/ηd. (4-83)

引力波的解析解能够近似描述引力波的演化行为，如果我们用 WKB 近

似，那么在 ΛCDM 模型中有 ηd/η0 = 0.0195，并且在图（ 4-12 ）中我们可

以发现函数 |ḣ(ηd)|2k2 的峰值在 kη0 ∼ 127。而公式（4-83）中的解析计算

解析计算给出的结果为 kη0 ∼ 154，两者基本相符，因此我们利用公式（4-

83）的估算是基本成立的。 我们知道 η0/ηd 的比值主要与宇宙中的重子密

度 Ωb和暗能量密度 ΩΛ有关。例如对于模型 Ωb = 0.044，Ωdm = 1−ΩΛ−Ωb

ΩΛ = 0.65, 0.73, 0.80，其给出的比值分别为 η0/ηd ' 50.1, 51.3, 53.6。引力

波 ḣ(ηd) 也依赖于 ΩΛ 的大小，如图（ 4-14 ）所示，ΩΛ 变小会使得引力波
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η
η

η

图图图 4-12: WKB 得到的引力波函数 |ḣ(η0)|2k2η0/AT , 其峰值在 kη0 ' 127, 这里乘
上因子 η0/AT 完全是为了画图的方便 [Zhao&Zhang, 2005b]。

的振幅略微向大尺度移动，相应的 ΩΛ越小，CXX
l 的峰值位置越偏向于大

尺度。

宇宙中的重子密度也会影响 ηd 的值，Ωb 越大相应于宇宙退耦越慢，

脱耦时刻越晚，即 ηd 越大，因此 l ' 3η0/ηd越小。在图（ 4-8 ）中我们

选取了 ΩΛ = 0.73， Ωdm = 1 − ΩΛ − Ωb，Ωb = 0.02, 0.044, 0.09，相应的

η0/ηd = 54.9, 51.3, 50.1，因此我们可以得出结论：增大 Ωb 的值将使得极

化功率谱的峰值向大尺度方向移动，正如图（ 4-9 ）所示。

♣ 原初谱指数的影响

在本节的最后一部分，我们讨论一下引力波的原初谱指数 nT 对 CMB

极化功率谱的影响。引力波的原初谱不仅与 r 的大小有关，而且还依赖于

谱指数 nT。为了显示 nT 对极化功率谱的影响，我们在图（ 4-15 ）中画

出了对于不同的谱指数 nT = −0.1, 0.0, 0.1 对应的功率谱，其余的参数选
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图图图 4-13: 暗能量的能量密度 ΩΛ 对引力波 ḣ(ηd) 的影响 [Zhao&Zhang, 2005b]。

择为 r = 1，α = 2 和半高斯的可视函数。我们发现谱指数越大，对应的

功率谱也就越大。其原因也很简单， CCC
l ∝ |ḣ(ηd)|2，并且 |ḣ(ηd)| 只有在

kη0 > 50 的时候才不为零，如图（ 4-2 ）所示，并且 |ḣ(ηd)| ∝ k|h(ηd)|。由
于 k3|h(ηd)|2 ∝ knT，因此在 k 比较大的区域，nT越大，|h(ηd)|2 也越大，
同时 CCC

l 也越大。对于电场型极化的讨论也类似。
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图图图 4-14: 暗能量的能量密度 ΩΛ对极化功率谱 CCC
l 的影响 [Zhao&Zhang, 2005b]。
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图图图 4-15: 引力波的原初谱指数 nT 对极化功率谱 CCC
l 的影响 [Zhao&Zhang,

2005b]。
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第第第五五五章章章

总总总结结结与与与展展展望望望

§ 5.1 总结

在本论文中，我们主要讨论了三个方面的内容：宇宙中的暗能量，宇

宙残余引力波和CMB 极化。下面我们对这三个方面的内容以及主要结论分

别总结如下：

首先我们讨论了宇宙学的暗能量问题。 简要地介绍了暗能量的观测基

础和模型研究的现状。然后着重介绍了我们的两个主要的工作。 首先我们

介绍了一种比较简单的Quintom 暗能量模型，该模型能够比较容易地实现

状态方程跨越−1的情况， 从而与观测符合。我们在文章中主要集中讨论

了该模型的几个主要的性质： 首先我们讨论了该模型的运动方程，并且

根据其本身具有的超几何变换下的不变性， 将其运动方程化简，并将该

模型分成两大类：Hessence 场和Hantom 场。我们发现通常的Quintessence

场和Phantom 场分别是这两类模型的特殊情况，因此我们讨论的很多性质

对Quintessence 场和Phantom 场也是适用的。然后我们讨论了该类模型在

ω − ω′ 相空间中的演化行为，发现可以将相空间分成四个不同的区域， 不

同的区域内暗能量的状态方程和势能的演化分别具有不同的行为。 在此基

础上我们讨论了在该类模型中，状态方程如何跨越−1， 以及其可能存在的

晚期吸引子解的行为，我们发现，Hessence 场只能存在Quintessence-like 或

者Λ-like 的晚期吸引子解，因此在该类模型中，宇宙的大撕裂是自动避免

的；而Hantom 场只能存在Phantom-like 或者Λ-like 的晚期吸引子解。然后

我们讨论了两类具体的Hessence 模型，对上述的性质进行了验证。我们还
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讨论Hessence 模型势能函数的重建问题，给出了重建势能函数的方程，并

将其应用到五类常用的参数化模型中。 在最后一部分我们讨论了该暗能量

的扰动问题，给出了扰动演化以及影响CMB 温度各向异性功率谱的方程

组，发现在我们的模型中不存在扰动发散的问题。

然后我们着重讨论了一类新的暗能量模型：Yang-Mills 场暗能量模

型。对该模型我们主要讨论了它以下几个方面的性质：首先讨论了提出该

模型的基本思想， 拉氏量的物理起源，以及其演化方程。我们发现该模型

和标量场模型相比，其演化行为比较简单， 物理基础比较扎实，只有很少

的可调参数；而且该模型能够自然地实现状态方程大于−1和小于−1， 并

且随着宇宙的膨胀，该模型能够自动地变成一种状态方程非常接近−1的物

态， 因而能够比较好地与观测符合。然后我们讨论了该模型的状态方程跨

越−1的可能性。 我们发现，对于单个自由的Yang-Mills 暗能量不管其拉氏

量是什么形式，都是不可能跨越−1的。这和通常的标量场模型是一样的。

但是利用两个Yang-Mills 场，却很容易实现，其思想和Quintom 模型非

常类似：其中一个Yang-Mills 场是Quintessence-like，另外一个是Phantom-

like。 然后我们给出一个简单的实例，发现状态方程跨越−1的情况确实可

以实现。 上面我们讨论的时候都假设了一种比较简单的情况， 即考虑只

有“电场”的情况。为了讨论的完整性，我们还讨论了既有“电场”，又有“磁

场”的普遍情况。 我们发现在该普遍模型中，随着宇宙的膨胀，磁场将迅速

衰减， 而且状态方程的演化行为非常类似于只有“电场”的简单模型， 因此

我们前面讨论的简单模型是具有代表性的，能够描述Yang-Mills 场暗能量

模型的普遍性质。最后我们讨论了在我们的模型中宇宙的巧合性问题。 首

先讨论了自由场模型中的巧合性问题， 我们发现该暗能量的状态方程在宇

宙早期非常类似于辐射， 因而能够跟踪辐射的演化行为。而只有在晚期才

很快地变成一种暗能量，其状态方程非常接近于−1， 从而与观测相符。这

种奇妙的演化行为决定了我们的模型中，宇宙的巧合性问题是不存在的：

宇宙早期暗能量的能量密度可以千差万别，但是在最后，其状态都是一样

的，这是我们模型最大的优点之一。 然后我们将该讨论推广到存在暗能量

和物质以及辐射耦合的情况，我们分别讨论了不同的可能的耦合行为， 发

现在这些所有的模型中，宇宙巧合性问题也都是自动避免的。而且我们发

现，在有些耦合模型中， 暗能量的物态是可以跨越并小于−1的，但是宇宙

中物质总的物态却总是大于并接近于−1的，这样既能与观测有比较好地符

合， 又自然地避免了宇宙的“大撕裂”命运。最后我们还讨论了Yang-Mills
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暗能量和标量场模型的区别，发现我们的Yang-Mills 模型不能等价于普通

的标量场模型，两者有着本质的区别。

然后我们讨论了宇宙中的引力波问题，尤其是宇宙中残余的背景引力

波。 在讨论中，我们首先简要介绍了宇宙中的各类孤立的引力波源，讨论

了其发出的引力波的大小，存在的几率，以及探测的现状等问题。 然后着

重讨论了宇宙残余引力波问题。首先介绍了宇宙残余引力波的起源问题，

其中主要讨论了暴涨宇宙学模型的基本思想，其演化方程， 以及对密度和

引力波原初扰动谱的预言。 我们发现：对于慢滚动的单场暴涨模型，其

预言的引力波谱通常比密度扰动谱小一些，这和观测是相符合的。 而且

引力波原初谱的振幅直接正比于暴涨时期的哈勃常数，因此直接决定了暴

涨的能标，对于暴涨物理的研究具有极为重要的意义。 然后我们讨论了

引力波在膨胀宇宙中的演化行为。首先着重讨论了在加速膨胀宇宙中，引

力波的演化行为，我们分别利用完全解析的方法， 近似解析的方法和数

值的方法分别研究了引力波的演化行为，发现了同样的结论：引力波在宇

宙视界之外的时候，其振幅是不变的， 但是一旦进入视界，其振幅将随

着宇宙的膨胀而衰减。这和以前作者的研究结果是一样的。 我们发现宇

宙的加速膨胀能够对引力波产生明显的影响，尤其是对于加速膨胀之前进

入视界的引力波（ν > 10−18Hz）， 其效应可以用一个简单的damping 因

子 tacc = Ωm/ΩΛ 来表示。然后还讨论了宇宙中微子和宇宙相变对引力波

的影响，发现他们分别可以对不同频段的引力波产生比较小的影响， 而且

这两个效应也可以用两个damping 因子 tneu 和 ttr 来描述，这两个因子清

晰地表明了各种宇宙学参数的影响。在最后一节中我们主要讨论了宇宙残

余引力波的探测问题。 首先简要介绍了目前的主要探测手段：微波背景辐

射极化的探测方法，其敏感于极低频的引力波；毫秒脉冲星信号残差的探

测方法， 其敏感于中等频段的引力波，激光干涉仪直接探测的方法，它主

要敏感于较高频段的引力波； 宇宙核合成的限制方法，它是对各个频段引

力波积分效应的一个限制。我们分别介绍了目前这些方法的研究现状， 以

及未来的主要研究计划和探测能力。然后针对具体的暴涨模型，考虑了通

常的红移压低效应，加速膨胀效应，中微子压低效应， 宇宙相变的压低效

应以后，我们对目前引力波的观测限制以及未来的观测方法和探测能力作

了比较和分析。 在计算过程中，对引力波原初谱的处理，我们首先利用了

近似的幂指数功率谱，并将其应用到具体的四大类暴涨模型，考察其对引
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力波的预言， 然后应用了暴涨流方程进行数值模型的方法，考察了其预

言的引力波能量密度的大小。用这两种方法分别考察目前各种观测的限制

发现： 目前LIGO，毫秒脉冲星以及宇宙核合成的限制都太松散，不能对

暴涨模型提出任何限制，而WMAP 对 r，ns，α 的限制却相对比较强。对

未来的观测计划，最有希望看到引力波的有两种：一种是CMB 探测器，

包括Planck，Clover，CMBPol 等；另一种是激光干涉仪，主要包括BBO

和DECIGO。我们考察了暴涨模型预言的引力波在 r − Ωg 相空间中的分

布，发现CMB 探测器能够非常有希望探测到引力波，只要r 的值比较大；

而激光干涉仪更有利于观测到引力波，如果r 的值比较小。这两种方法是相

互补充的。

在文章的最后一章，我们讨论了残余引力波产生的CMB 极化功率谱的

解析计算，其中我们采用了Polnarev 的解析方法。对引力波的计算，我们

分别采用了完全数值的计算方法，完全的解析近似方法和WKB 的近似方

法，对于可视函数的处理，我们采用了高斯和半高斯的近似方法，对于光

子的Boltzmann 方程，我们精确到了二阶紧耦合近似。最后我们得到了关

于CMB 极化功率谱的解析公式，在该公式中，各种宇宙学因素的影响都清

楚地表现出来了。在此基础上，我们分析了各种宇宙学参数对CMB功率谱

的影响：张量/标量比r 越大，功率谱的幅值越大；重子物质Ωb 的值越大，

功率谱的幅值越小，并且峰值位置向大尺度移动；宇宙暗能量ΩΛ 越大，并

且峰值位置偏向于小尺度；原初谱指数nT 的值越大，功率谱的幅值越大。

§ 5.2 展望

暗能量的发现是最近十年以来，宇宙学研究最重要的进展之一，目前

各种不同的观测证据都直接或者间接地证明了暗能量的存在， 并且倾向于

暗能量具有 ω ' −1 的物态。如何理解暗能量的物理本质， 以及如何从观

测上更好地限制暗能量的状态方程以及其演化行为仍然是目前宇宙学研究

的最重要的课题之一。 在我们以前的研究工作中，虽然初步研究了一些

暗能量模型，主要是Quintom 模型和Yang-Mills 场模型，但是还是有很多

更为深入的问题需要研究：例如Quintom 暗能量模型是否有可能回答宇宙

的巧合性问题，甚至精细调节问题？Quintom 暗能量与物质耦合，及其对

宇宙演化的影响如何？如何更好地从观测上证实Quintom 模型？Yang-Mills
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场暗能量模型更为普遍的形式是什么，例如考虑更高阶圈图修正以后的模

型，这些模型分别有什么物理后果？ 是否能够比较好地解决宇宙的暗能量

问题？如何从观测上限制Yang-Mills 暗能量模型？Yang-Mills 暗能量的扰动

行为以及其对CMB 功率谱的影响如何？如何从观测上区分各种暗能量模

型？等等这些问题都是我们以后可能的研究课题。

最近几年CMB 功率谱的研究取得了举世瞩目的成就，尤其是WMAP

观测结果的出现，大大提高了对暴涨和其它宇宙学参数的限制。虽然目前

还没有从观测上最终发现宇宙残余引力波存在的证据， 但是下一代望远

镜，特别是Planck 将再次大大提高观测精度，完全有可能最终并首次发现

宇宙的残余引力波，这对暴涨模型的确认将具有决定性的意义。 其他的一

些观测计划，例如毫秒脉冲星观测，激光干涉仪观测等等，在未来的十年

之内也将取得重要的进展，尤其是LISA 计划的实施，也将大大促进引力

波，特别是残余引力波的探测。在我们更为关心的理论研究方面，也将有

更多的工作需要作， 例如孤立的引力波源对残余引力波的污染如何？其它

的一些非单场暴涨所预言的引力波大小如何？ 目前以及未来的一些观测可

能对其有何限制？其它的一些宇宙学现象，例如宇宙的CPT 破环，引力透

镜效应对残余引力波的污染如何？宇宙再电离过程对CMB 极化的影响如

何？等等这些问题也可能是我们将来的研究课题。
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