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摘要 偏微分方程解的水平集是一个重要研究对象, 与偏微分方程解的存在性、唯一性和正则性紧密

相关. 本文介绍椭圆和抛物方程解的水平集的微观凸性原理.

关键词 水平集 常秩定理 微观凸性

MSC (2010) 主题分类 35K20, 35B30

1 引言

偏微分方程的凸性研究可以追溯到 20 世纪 20 年代. Caratheodory 早在 1920 年就利用共形映射

的方法得到了二维凸区域上的 Green 函数的水平集的凸性 (参见文献 [1]). 1952 年, Pogorelov [2] 利用

最小主半径的先验估计以及形变的方法研究了二维预定主半径的凸超曲面的存在性 (亦称 Christoffel

问题). 之后, Pogorelov [3] 用类似的方法研究了高维 Minkowski 问题. 1957 年, Gabriel [4, 5] 引进了凹性

函数来证明三维凸区域上的 Green 函数的水平集的严格凸性. Makar-Limanov [6] 在 1971 年证明了有

界光滑凸区域 Ω 上的边值问题 ∆u(x) = −2, x ∈ Ω ⊂ R2,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω

的解的函数 −u
1
2 是凸的, 进而得到了 u的水平集是凸的. Korevaar [7] 在 1983年通过建立凹性极值原

理得到了一类拟线性方程的解的凸性. 1985 年, Caffarelli 和 Friedman [8] 推导了二维凸区域上一类半

线性椭圆方程解的常秩定理 (Singer 等 [9] 在同年也有类似的结果), 由此得到了对应解的严格凸性.
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对于抛物方程, Brascamp 和 Lieb [10] 在 1976 年就已证明了有界凸区域 Ω 上的热方程
∂u(x, t)

∂t
= ∆u(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω

的解的函数 log u 对任意的 t > 0 是 Ω 上的凹函数 (即 log u 关于变量 x 凹), 如果 log u0 (u0 是给定的

边界为零的正函数) 是 Ω 上的凹函数. 显然, 他们的结果已蕴含在文献 [11,12] 的结果中. 从上面的结

果出发, Brascamp 和 Lieb 在该文献中还得到了∆u+ λ1u = 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω

的解的函数 log u 也是凹的, 即 Laplace 算子的第一特征函数具有 log- 凹性.

由上面列举的关于凸性研究的早期经典结果, 我们可以看到, 偏微分方程的凸性研究是一个广泛

的论题, 我们既可以研究其解的水平集的凸性, 也可以研究其解本身的凸性, 甚至于研究解的某个函

数的凸性等.

对于解的水平集的凸性, Gabriel [4, 5] 的证明方法对其后期的研究具有深远的意义. 他在文献 [4,5]

中引进凹性函数

Q(x, y) = u

(
x+ y

2

)
−min{u(x) , u(y)}, (x, y) ∈ Ω× Ω

来检测函数 u 的水平集的凸性. 我们可以验证: 函数 u 的水平集严格凸等价于凹性函数 Q(x, y) 在 Ω

×Ω 上严格大于零. 此后, Lewis [13] 在 1977 年利用该方法得到了凸环上 p- 调和函数的 Dirichlet 问题
div(|∇u|p−2∇u) = 0, x ∈ Ω = Ω0\Ω1,

u = 0, x ∈ ∂Ω0,

u = 1, x ∈ ∂Ω1

的解的水平集的严格凸性, 其中 1 < p < +∞, Ω0 和 Ω1 是 Rn 中的两个有界凸区域并且 Ω1 ⊂ Ω0.

1982 年, Caffarelli 和 Spruck [14] 推广该方法到一类半线性椭圆方程的 Dirichlet 问题
△u = f(u), x ∈ Ω = Ω0\Ω1,

u = 0, x ∈ ∂Ω0,

u = 1, x ∈ ∂Ω1,

其中 Ω0和 Ω1是 Rn中的两个凸区域;证明了在 f 单增、连续且 f(0) = 0的条件下,该问题解的水平集

的严格凸性. Gabriel的这种方法在之后还有很多推广,而且还被应用于研究解本身的凸性. 事实上,解

的水平集的凸性还可以通过拟凹包络和曲率估计等方法来研究. 我们可以通过文献 [15, 16] 和 [17–20]

来体会这两种方法的主要思想.

发展到现在, 偏微分方程的凸性研究已形成了一套系统的研究方法. 本文将要讨论微观凸性, 即

常秩定理及其应用. 对偏微分方程, 其解的 Hesse 矩阵的秩是一个重要的量. 特别是对凸解, 其满秩反
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映了该解的严格凸性. 偏微分方程的凸解在很长时间里都是一个重要的课题, 而其研究方法主要分为

宏观方法和微观方法. 宏观凸性方法是利用弱极值原理, 研究解与解的凸包络之间的关系, 即在方程

满足一定的结构条件下, 利用弱极值原理证明解与解的凸包络是相等的. 而微观凸性方法则是利用强

极值原理,建立常秩定理,即对满足一定结构条件的偏微分方程,在局部上建立解的 Hesse矩阵的常秩

性, 并且利用连续性方法得到解的整体凸性. 对于微观凸性方法, 其关键是建立常秩定理. 本文主要介

绍对应于椭圆和抛物方程解的水平集的微观凸性方法及相关结果.

2 椭圆方程解的水平集的微观凸性

对于椭圆偏微分方程解 u(x), 其中 x 属于定义域 Ω ⊂ Rn, 解 u 高度为常数 c 的水平集定义为

Σc
x := {x ∈ Ω | u(x) = c}. (2.1)

相应地, 上水平集定义为 {x ∈ Ω | u(x) > c}, 下水平集定义为 {x ∈ Ω | u(x) 6 c}. 水平集的性质会
反映出解 u 的性质, 所以, 水平集是一个重要的研究对象. 下 (上) 水平集都是凸集的解称为拟凸 (凹)

解, 是偏微分方程很重要的一类解.

2.1 刻画解的水平集的凸性

假设 u(x) ∈ C2(Ω), 并且对任意 x ∈ Ω 有 |∇u| ̸= 0, 其中 ∇u = (u1, . . . , un) 为 u 的梯度, 则由隐

函数定理, 水平集 Σc
x = {x ∈ Ω | u(x) = c} 局部为凸. 如果 Σc

x = {x ∈ Ω | u(x) = c} 是凸的, 则 Σc
x 关

于内法向的第二基本形式是半正定的. 令 a(x) = {aij(x)}n−1×n−1 为 Σc
x 的曲率矩阵, 则 a 是半正定

的. 旋转坐标, 使得 un ̸= 0, 则曲率矩阵局部有表示

aij = − |un|
|∇u|un

3
Aij , 1 6 i, j 6 n− 1, (2.2)

其中

Aij =hij −
uiulhjl

W (1 +W )u2
n

− ujulhil

W (1 +W )u2
n

+
uiujukulhkl

W 2(1 +W )2u4
n

, (2.3)

hij =u2
nuij + unnuiuj − unujuin − unuiujn, (2.4)

W =
|∇u|
|un|

. (2.5)

本文中, 在不产生混淆的情形下, 根据 Einstein 求和约定, 求和式中略去求和号, 两个相同指标表示

求和.

2.2 水平集的微观凸性

为了建立椭圆方程解的水平集的微观凸性, 我们经常假设解在定义域内没有临界点, 这样水平集

的曲率矩阵可以局部表示为 (2.2). 因此, 水平集问题一般考虑凸环上边值问题. 下面介绍凸环上的调

和函数的水平集凸性, 考虑如下方程:
∆u = 0, x ∈ Ω = Ω0\Ω1,

u = 0, x ∈ ∂Ω0,

u = 1, x ∈ ∂Ω1,

(2.6)
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其中 Ω = Ω0 \ Ω1 为 Rn (n > 2) 的 C2 凸环, 即 Ω0 和 Ω1 都是 C2 有界凸区域, 并且 Ω1 ⊂ Ω0.

由 Kawohl [21] 的工作知 |∇u| ̸= 0, 进而对任意 c ∈ (0, 1), 水平集 Σc
x = {x ∈ Ω : u = c} 为 n− 1 维

超曲面.

定理 2.1 [5, 13] 假设 Ω = Ω0 \ Ω1 为 Rn (n > 2) 的 C2 凸环, u ∈ C2(Ω) 满足方程 (2.6), 则对任

意常数 c ∈ (0, 1), 水平集 Σc
x 都是严格凸的.

根据 Caffarelli 和 Friedman [8] 的常秩定理的想法, Korevaar [22] 给出了定理 2.1 的一个微观凸性

的证明, 关键是建立相应水平集的曲率矩阵的常秩定理. 根据文献 [22, 23], 我们给出如下常秩定理.

定理 2.2 [22] 假设 Ω = Ω0 \ Ω1 为 Rn (n > 2) 的 C2 凸环, u ∈ C2(Ω) 为满足方程 (2.6) 拟凹解,

则对任意常数 c ∈ (0, 1), 水平集 Σc
x 的曲率矩阵在 Ω 上保持常秩.

证明 由调和函数的正则性理论, 有 u ∈ C∞(Ω) ∩ C2(Ω). 由 Kawohl [21] 的工作知 |∇u| ̸= 0, 进

而对任意 c ∈ (0, 1), 水平集的曲率矩阵可以局部表示为 (2.2).

假设 a(x) 在点 x0 ∈ Ω 达到极小秩 l. 假设 l 6 n− 2, 否则 l = n− 1, a(x) 保证常秩 l = n− 1, 易

知定理 2.2 显然成立. 选择坐标, 使得 un > 0, 则存在 x0 小邻域 O, 使得 {aij} 的 l 个 “好” 特征值有

正下界, 其他 n− 1− l 个 “坏” 特征值在邻域里充分小. 令 G 为 “好” 特征值的下标集, B 为 “坏” 特

征值的下标集. 对任意固定的点 x ∈ O, {aij} 表达式为 (2.2), 选取合适的坐标系 e1, . . . , en−1, en 使得

|∇u(x)| = un(x) > 0, {uij}16i,j6n−1 对角. (2.7)

不失一般性, 假设 u11 6 u22 6 · · · 6 un−1n−1, 则在点 x ∈ O, 由表达式 (2.2) 易知 {aij}16i,j6n−1

是对角的, 并且 a11 > a22 > · · · > an−1,n−1. 由假设知, 存在依赖于 ∥u∥C4 和 O 的常数 δ > 0, 使得对

任意点 x ∈ O 有 a11 > a22 > · · · > all > δ. 为简单起见, 记 G = {1, . . . , l} 和 B = {l+ 1, . . . , n− 1} 分
别表示 “好” 和 “坏” 特征值的下标集. 在不混淆的情形下, 也记

G = {a11, . . . , all}, B = {al+1,l+1, . . . , an−1,n−1}. (2.8)

取辅助函数

ϕ(x) = σl+1(aij), (2.9)

其中 σl+1 为 l + 1 阶基本对称多项式. 按照文献 [8, 24] 中的记号, 对定义在 O 上的函数 h 和 g, 如果

存在只依赖 ∥u∥C4 和 n (不依赖 x) 的正常数 C1 和 C2 使得 (h− g)(x) 6 (C1ϕ+C2|∇ϕ|)(x), ∀x ∈ O,

则记 h . g. 如果 h . g, 并且 g . h, 则记 h ∼ g.

由 ϕ 的定义, 可得

aii ∼ 0, ∀ i ∈ B, (2.10)

hii ∼ 0, uii ∼ 0, ∀ i ∈ B. (2.11)

对 ϕ 求一次导数, 可得

ϕα =
n−1∑
ij=1

∂σl+1(a)

∂aij
aij,α ∼ σl(G)

∑
i∈B

aii,α ∼ −u−3
n σl(G)

∑
i∈B

hii,α ∼ −u−3
n σl(G)

∑
i∈B

[u2
nuiiα − 2unuinuiα],

即有 ∑
i∈B

aii,α ∼ 0,
∑
i∈B

hii,α ∼ 0,
∑
i∈B

[u2
nuiiα − 2unuinuiα] ∼ 0. (2.12)
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进而可得 ∑
i∈B

uiij ∼ 0, ∀ j. (2.13)

对 ϕ 求两次导数, 可得

ϕαα =
n−1∑
i,j=1

∂σl+1(a)

∂aij
aij,αα +

n−1∑
i,j,k,l=1

∂2σl+1(a)

∂aij∂akl
aij,αakl,α ∼ σl(G)

∑
j∈B

[
ajj,αα − 2

∑
i∈G

aij,αaij,α
aii

]
, (2.14)

而 ∑
j∈B

n∑
α=1

[
ajj,αα − 2

∑
i∈G

a2ij,α
aii

]
∼ 2u−3

n

∑
j∈B,i∈G

n∑
α=1

[unuijα − 2uiαujn]
2

uii
. (2.15)

对 i ∈ G, 由 aii = −uii

un
> 0, 易知 uii < 0. 所以,

∆ϕ(x) = 2u−3
n σl(G)

∑
j∈B,i∈G

n∑
α=1

[unuijα − 2uiαujn]
2

uii
+O(ϕ+ |∇ϕ|) 6 C(ϕ+ |∇ϕ|).

又由

ϕ(x) > 0, x ∈ O; ϕ(x0) = 0, (2.16)

则通过椭圆方程的强极值原理可推出

ϕ(x) = σl+1(aij) ≡ 0, x ∈ O. (2.17)

进而由连续性方法知, σl+1(aij) ≡ 0, x ∈ Ω, 即曲率矩阵 {aij} 在 Ω 上保持常秩 l. 定理 2.2 成立.

注 2.1 证明了定理 2.2 以后, 就可以用区域形变的方法证明定理 2.1, 而定理 2.2 的作用就是区

域形变过程中, 相应解的水平集保持严格凸性, 即保持常秩 n− 1.

注 2.2 文献 [19] 给出了水平集的 Gauss 曲率的最优的下界估计, 他们的方法可以给出定理 2.1

的一个新证明.

注 2.3 对于一般椭圆偏微分方程解的水平集的微观凸性分析, 可以参见文献 [23].

3 抛物方程解的水平集的微观凸性

对于抛物偏微分方程的解 u(x, t), 其中 (x, t)属于定义域 Ω× [0, T ) ⊂ Rn ×R, 固定时间 t, 可以类

似椭圆方程去定义解的空间水平集. 解 u 高度为常数 c 的空间水平集定义为

Σc,t
x := {x ∈ Ω | u(x, t) = c}. (3.1)

相应地, 空间上水平集定义为 {x ∈ Ω | u(x, t) > c}, 空间下水平集定义为 {x ∈ Ω | u(x, t) 6 c}. 空间下
(上)水平集都是凸集的解称为空间拟凸 (凹)解. 如果不固定时间 t,则可以定义解的时空水平集. 解 u

高度为常数 c 的时空水平集定义为

Σc
x,t := {(x, t) ∈ Ω× [0, T ) | u(x, t) = c}. (3.2)
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相应地, 时空上水平集定义为 {(x, t) ∈ Ω× [0, T ) | u(x, t) > c}, 时空下水平集定义为 {(x, t) ∈ ×[0, T ) |
u(x, t) 6 c}. 时空下 (上) 水平集都是凸集的解称为时空拟凸 (凹) 解.

本节将介绍凸环上的热方程解的空间水平集和时空水平集的微观凸性原理, 考虑如下方程:

∂u

∂t
= ∆u, (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (3.3)

相应初边值条件为 
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω = Ω0\Ω1,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω0 × [0, T ),

u(x, t) = 1, (x, t) ∈ Ω1 × [0, T ),

(3.4)

其中 Ω = Ω0 \ Ω1 为 Rn (n > 2) 的凸环, 即 Ω0 和 Ω1 都是有界凸区域, 并且 Ω1 ⊂ Ω0.

3.1 刻画解的空间水平集和时空水平集的凸性

假设 u(x, t) ∈ C2,1(Ω× [0, T )),并且对固定的 t,有 |∇u| ̸= 0, ∀x ∈ Ω,其中 ∇u = (u1, . . . , un)为 u

的空间梯度, 则由隐函数定理知, 水平集 Σc,t
x = {x ∈ Ω | u(x, t) = c} 局部为凸. 如果 Σc,t

x = {x ∈ Ω |
u(x, t) = c} 是凸的, 则 Σc,t

x 关于内法向的第二基本形式是半正定的. 令 ã(x, t) = {ãij(x, t)}n−1×n−1

为 Σc,t
x 的曲率矩阵, 则 ã 是半正定的. 旋转坐标, 使得 un ̸= 0, 则曲率矩阵局部有表示

ãij = − |un|
|∇u|un

3
Ãij , 1 6 i, j 6 n− 1, (3.5)

其中

Ãij = h̃ij −
uiulh̃jl

W̃ (1 + W̃ )u2
n

− ujulh̃il

W̃ (1 + W̃ )u2
n

+
uiujukulh̃kl

W̃ 2(1 + W̃ )2u4
n

, (3.6)

h̃ij = u2
nuij + unnuiuj − unujuin − unuiujn, (3.7)

W̃ =
|∇u|
|un|

. (3.8)

如果对任意的 (x, t), 有 |Du| ̸= 0, 其中 Du = (u1, . . . , un, ut) 为 u 的时空梯度, 则由隐函数定理

知, 水平集 Σc
x,t = {(x, t) ∈ Ω × [0, T ) | u(x, t) = c} 局部为凸. 如果 Σc

x,t 是凸的, 则 Σc
x,t 关于内法向

的第二基本形式是半正定的. 令 â(x, t) = {âij(x, t)}n×n 为 Σc
x,t 的曲率矩阵, 则 â 是半正定的. 如果

ut ̸= 0, 则曲率矩阵局部有表示

âαβ = − |ut|
|Du|ut

3
Âαβ , 1 6 α, β 6 n, (3.9)

其中

Âαβ = ĥαβ − uαuγ ĥβγ

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

− uβuγ ĥαγ

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+
uαuβuγuηĥγη

Ŵ 2(1 + Ŵ )2u4
t

, (3.10)

ĥαβ = u2
tuαβ + uttuαuβ − utuβuαt − utuαuβt, 1 6 α, β 6 n, (3.11)

Ŵ =
|Du|
|ut|

, (3.12)
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在任意一个点 (x0, t0), 如果 ut(x0, t0) > 0, un(x0, t0) = |∇u(x0, t0)| > 0, ui(x0, t0) = 0, i = 1, . . . , n− 1,

则有

1− u2
n

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

=
Ŵu2

t + Ŵ 2u2
t − u2

n

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

=
1

Ŵ
+

∑n−1
l=1 u2

l

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

, (3.13)

所以, 对 1 6 i, j 6 n− 1, 有

Âij = ĥij −
uiunĥjn

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

− ujunĥin

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

−
ui

∑n−1
l=1 ulĥjl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

−
uj

∑n−1
l=1 ulĥil

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+
uiuju

2
nĥnn

Ŵ 2(1 + Ŵ )2u4
t

+ Tij , (3.14)

Âin = ĥin − uiunĥnn

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

− u2
nĥin

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

−
un

∑n−1
l=1 ulĥil

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+
uiu

3
nĥnn

Ŵ 2(1 + Ŵ )2u4
t

−
ui

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+ 2
uiu

2
n

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ 2(1 + Ŵ )2u4
t

+ Tin

= ĥin

[
1

Ŵ
+

∑n−1
l=1 u2

l

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

]
− uiunĥnn

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

[
1

Ŵ
+

∑n−1
l=1 u2

l

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

]
−

un

∑n−1
l=1 ulĥil

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

−
ui

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+ 2
ui

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

[
1− 1

Ŵ
−

∑n−1
l=1 u2

l

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

]
+ Tin

=
1

Ŵ
ĥin−

uiunĥnn

Ŵ 2(1 + Ŵ )u2
t

−
un

∑n−1
l=1 ulĥil

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+
ĥin

∑n−1
l=1 u2

l

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+
ui

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ (1+Ŵ )u2
t

[
1− 2

Ŵ

]
+ Tin, (3.15)

Ânn = ĥnn − 2
unulĥnl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+
u2
nukulĥkl

Ŵ 2(1 + Ŵ )2u4
t

= ĥnn − 2
u2
nĥnn

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+
u4
nĥnn

Ŵ 2(1 + Ŵ )2u4
t

− 2
un

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

+ 2
u3
n

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ 2(1 + Ŵ )2u4
t

+
u2
n

∑n−1
k,l=1 ukulĥkl

Ŵ 2(1 + Ŵ )2u4
t

= ĥnn

[
1

Ŵ
+

∑n−1
l=1 u2

l

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

]2
− 2

un

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

[
1

Ŵ
+

∑n−1
l=1 u2

l

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

]

+

∑n−1
k,l=1 ukulĥkl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

[
1− 1

Ŵ
−

∑n−1
l=1 u2

l

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

]

=
1

Ŵ 2
ĥnn − 2

un

∑n−1
l=1 ulĥnl

Ŵ 2(1 + Ŵ )u2
t

+ 2

∑n−1
l=1 u2

l ĥnn

Ŵ 2(1 + Ŵ )u2
t

+

∑n−1
k,l=1 ukulĥkl

Ŵ (1 + Ŵ )u2
t

[
1− 1

Ŵ

]
+ Tnn, (3.16)

其中 Tαβ (1 6 α, β 6 n) 为包含至少三个 ui (1 6 i 6 n− 1) 的项.

3.2 空间水平集的微观凸性

本小节先建立解的空间水平集的微观凸性原理, 即常秩定理. 下面结果是 Chen 等 [25] 得到的.

定理 3.1 [25] 假设 Ω = Ω0\Ω1为 Rn (n > 2)的凸环, u ∈ C4,3(Ω×[0, T ))为满足方程 (3.3)和 (3.4)

的时空拟凹解, 并且 ut > 0, |∇u| > 0, 则对固定 t ∈ (0, T )和任意常数 c ∈ (0, 1), 空间水平集 Σc,t
x 的曲

率矩阵在 Ω 上保持常秩 l(t), 并且当 0 < t1 6 t2 < T 时有 l(t1) 6 l(t2).
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证明 首先, 对任意 c ∈ (0, 1), 空间水平集的曲率矩阵可以局部表示为 (3.5). 假设 ã(x, t) 在点

(x0, t0) ∈ Ω × (0, T ) 达到极小秩 l. 假设 l 6 n − 2, 否则 l = n − 1, ã(x, t) 保证常秩 l = n − 1, 易知定

理 3.1 显然成立. 选择坐标, 使得 un > 0, 则存在 (x0, t0) 抛物小邻域 O × (t0 − δ, t0], 使得 {ãij} 的 l

个 “好” 特征值有正下界, 其他 n− 1− l 个 “坏” 特征值在邻域里充分小. 令 G 为 “好” 特征值的下标

集, B 为 “坏” 特征值的下标集. 对任意固定的点 (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0], {ãij} 表达式为 (3.5), 选取合

适的坐标系 e1, . . . , en−1, en 使得

|∇u(x, t)| = un(x, t) > 0, {uij}16i,j6n−1 对角. (3.17)

不失一般性, 假设 u11 6 u22 6 · · · 6 un−1n−1, 则在点 (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0], 由表达式 (3.5)

易知 {ãij}16i,j6n−1 是对角的, 并且 ã11 > ã22 > · · · > ãn−1,n−1. 由假设知, 存在依赖于 ∥u∥C4 和

O × (t0 − δ, t0] 的常数 σ > 0, 使得对任意点 (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0] 有 ã11 > ã22 > · · · > ãll > σ. 为简

单起见, 记 G = {1, . . . , l} 和 B = {l + 1, . . . , n − 1} 分别表示 “好” 和 “坏” 特征值的下标集. 在不混

淆的情形下, 也记

G = {ã11, . . . , ãll}, B = {ãl+1,l+1, . . . , ãn−1,n−1}. (3.18)

取辅助函数

ϕ(x) = σl+1(ãij), (3.19)

其中 σl+1 为 l + 1 阶基本对称多项式. 按照文献 [8, 24] 中的记号, 对定义在 O 上的函数 h 和 g, 如果

存在只依赖 ∥u∥C4 和 n (不依赖 x 和 t) 的正常数 C1 和 C2 使得 (h− g)(x, t) 6 (C1ϕ+ C2|∇ϕ|)(x, t),
∀ (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0], 则记 h . g. 如果 h . g, 并且 g . h, 则记 h ∼ g.

由 ϕ 的定义, 可得

ãii ∼ 0, ∀ i ∈ B, (3.20)

h̃ii ∼ 0, uii ∼ 0, ∀ i ∈ B. (3.21)

对 ϕ 求一次导数, 可得

ϕα =

n−1∑
ij=1

∂σl+1(ã)

∂ãij
ãij,α ∼ σl(G)

∑
i∈B

ãii,α ∼ −u−3
n σl(G)

∑
i∈B

h̃ii,α

∼ −u−3
n σl(G)

∑
i∈B

[u2
nuiiα − 2unuinuiα],

ϕt ∼ −u−3
n σl(G)

∑
j∈B

[u2
nujjt − 2unujnujt], (3.22)

即有 ∑
i∈B

ãii,α ∼ 0,
∑
i∈B

h̃ii,α ∼ 0,
∑
i∈B

[u2
nuiiα − 2unuinuiα] ∼ 0. (3.23)

进而可得 ∑
i∈B

uiij ∼ 0, ∀ j. (3.24)
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对 ϕ 求两次导数, 可得

ϕαα =

n−1∑
i,j=1

∂σl+1(ã)

∂ãij
ãij,αα +

n−1∑
i,j,k,l=1

∂2σl+1(ã)

∂ãij∂ãkl
ãij,αãkl,α ∼ σl(G)

∑
j∈B

[
ãjj,αα − 2

∑
i∈G

ãij,αãij,α
ãii

]
, (3.25)

而 ∑
j∈B

n∑
α=1

[
ãjj,αα − 2

∑
i∈G

ã2ij,α
ãii

]
∼− u−3

n

∑
j∈B

[u2
n∆ujj − 6ununj∆uj + 6u2

nj∆u]

+ 2u−3
n

∑
j∈B,i∈G

n∑
α=1

[unuijα − 2uiαujn]
2

uii
. (3.26)

对 i ∈ G, 由 ãii = −uii

un
> 0, 易知 uii < 0. 所以,

∆ϕ− ϕt ∼ −u−3
n

∑
j∈B

[−4ununjujt + 6u2
njut] + 2u−3

n σl(G)
∑

j∈B,i∈G

n∑
α=1

[unuijα − 2uiαujn]
2

uii

∼ −2u−3
n

∑
j∈B

σl(G)
1

ut

[
utunj +

ĥjn

ut

]2
+ 2u−3

n σl(G)
∑

j∈B,i∈G

n∑
α=1

[unuijα − 2uiαujn]
2

uii

6 C(ϕ+ |∇ϕ|),

其中用到了 j ∈ B 时

−4ununjutj + 6u2
njut =

2

ut

[
utunj +

ĥjn

ut

]2
− 2

ĥ2
jn

u3
t

=
2

ut

[
utunj +

ĥjn

ut

]2
+O(ϕ). (3.27)

又由

ϕ(x, t) > 0, (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0]; ϕ(x0, t0) = 0, (3.28)

则通过抛物方程的强极值原理可推出

ϕ(x, t) = σl+1(ãij) ≡ 0, (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0]. (3.29)

进而由连续性方法可知, 固定时间 t, 曲率矩阵 {ãij} 在 Ω 上保持常秩 l(t), 并且当 t1 < t2 时有 l(t1)

6 l(t2). 定理 3.1 成立.

注 3.1 定理 3.1 假设解 u 为时空拟凹解, 主要为了处理 (3.27). 如果只假设解 u 为空间拟凹解,

我们得不到 (3.27), 不能证明定理 3.1.

注 3.2 对于一般抛物偏微分方程, 需要方程满足一个特殊的结构条件, 才可以建立解的空间水

平集的微观凸性分析, 参见文献 [26].

注 3.3 如果 u0(x) = 0在 Ω上成立,并且 T = +∞,则根据文献 [27]的结果,热方程 (3.3)和 (3.4)

的解是时空拟凹的, 并且易知 ut > 0 和 |∇u| > 0 成立. 结合定理 3.1, 可以知道此时解的空间水平集

Σc,t
x 是严格凸的.

3.3 时空水平集的微观凸性

抛物方程时空凸解的常秩定理首先由文献 [28, 29] 得到, 它们在时空凸水平集的第二基本形式的

常秩定理研究中起到重要作用. Chen 等 [25] 建立解的时空水平集的常秩定理如下:
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定理 3.2 [25] 假设 Ω = Ω0 \Ω1 为 Rn (n > 2)的 C2,α 凸环, u ∈ C4,3(Ω× [0, T ))为满足方程 (3.3)

和 (3.4) 的时空拟凹解, 并且 ut > 0, |∇u| > 0, 则对固定 t ∈ (0, T ) 和任意常数 c ∈ (0, 1), 时空水平

集 Σc
x,t 的曲率矩阵在 Ω 上保持常秩 l(t), 并且当 0 < t1 6 t2 < T 时有 l(t1) 6 l(t2).

证明 首先, 对任意 c ∈ (0, 1), 时空水平集的曲率矩阵可以局部表示为 (3.9). 假设 â(x, t) 在点

(x0, t0) ∈ Ω× (0, T ) 达到极小秩 l. 假设 l 6 n− 1, 否则 l = n, ã(x, t) 保证常秩 l = n, 易知定理 3.2 显

然成立. 在点 (x0, t0), 选取坐标 e1, . . . , en−1, en 使得

|∇u(x0, t0)| = un(x0, t0) > 0, {uij}16i,j6n−1 对角. (3.30)

不失一般性, 假设 u11 6 u22 6 · · · 6 un−1n−1, 则在点 (x0, t0), 曲率矩阵 {âij}16i,j6n−1 对角, 并且

â11 > â22 > · · · > ân−1n−1, 则存在常数 σ0 > 0 使得

情形 1

â11 > · · · > âl−1l−1 > σ0, âll = · · · = ân−1n−1 = 0,

ânn −
l−1∑
i=1

â2in
âii

> σ0, âin = 0, l 6 i 6 n− 1;

情形 2

â11 > · · · > âll > σ0, âl+1l+1 = · · · = ân−1n−1 = 0,

ânn =
l∑

i=1

â2in
âii

, âin = 0, l + 1 6 i 6 n− 1.

首先处理情形 1. 存在 (x0, t0)抛物小邻域 O× (t0 − δ, t0],对任意固定的点 (x, t) ∈ O× (t0 − δ, t0],

{âij} 表达式为 (3.9), 选取合适的坐标系 e1, . . . , en−1, en 使得

|∇u(x, t)| = un(x, t) > 0, {uij}16i,j6n−1 对角. (3.31)

不失一般性, 假设 u11 6 u22 6 · · · 6 un−1n−1, 则在点 (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0], 由表达式 (3.9)

易知 {âij}16i,j6n−1 是对角的, 并且 â11 > â22 > · · · > ân−1,n−1. 由假设知, 存在依赖于 ∥u∥C4 和

O × (t0 − δ, t0] 的常数 σ > 0, 使得对任意点 (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0] 有 â11 > â22 > · · · > âl−1l−1 > σ,

并且 ânn −
∑l−1

i=1
â2
in

âii
> σ. 为简单起见, 记 G = {1, . . . , l − 1} 和 B = {l, . . . , n − 1} 分别表示 “好” 和

“坏” 特征值的下标集. 在不混淆的情形下, 也记

G = {â11, . . . , âl−1l−1}, B = {âl,l, . . . , ân−1,n−1}. (3.32)

易知此时有

âij =
|∇u|
|Du|

ãij , 1 6 i, j 6 n− 1, (3.33)

此时, 空间水平集的曲率矩阵 ã = {ãij}n−1×n−1 在点 (x0, t0) 达到极小秩 l− 1, 定理 3.1 此时成立. 由

定理 3.1 可得对任意点 (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0] 有 aii = 0,∀ i ∈ B. 进而,

âii = 0, ∀ i ∈ B. (3.34)
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记 M = (âij)n−1×n−1, 则

σl+1(M) = σl(M) ≡ 0, ∀ (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0]. (3.35)

所以,

0 6 σl+1(â) 6 σl+1(M) + ânnσl(M) = 0, (3.36)

即有

σl+1(â) ≡ 0, ∀ (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0]. (3.37)

下面考虑情形 2. 存在 (x0, t0)抛物小邻域 O× (t0 − δ, t0],对任意固定的点 (x, t) ∈ O× (t0 − δ, t0],

{âij} 表达式为 (3.9), 选取合适的坐标系 e1, . . . , en−1, en 使得

|∇u(x, t)| = un(x, t) > 0, {uij}16i,j6n−1 对角. (3.38)

不失一般性, 假设 u11 6 u22 6 · · · 6 un−1n−1, 则在点 (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0], 由表达式 (3.9)

易知 {âij}16i,j6n−1 是对角的, 并且 â11 > â22 > · · · > ân−1,n−1. 由假设知, 存在依赖于 ∥u∥C4 和

O × (t0 − δ, t0] 的常数 σ > 0, 使得对任意点 (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0] 有 â11 > â22 > · · · > âll > σ. 为简

单起见, 记 G = {1, . . . , l} 和 B = {l + 1, . . . , n − 1} 分别表示 “好” 和 “坏” 特征值的下标集. 在不混

淆的情形下, 也记

G = {â11, . . . , âll}, B = {âl,l, . . . , ân−1,n−1}. (3.39)

首先, 定理 3.1 此时成立. 根据定理 3.1 的证明过程易知如下常秩性质:

uii = 0, ∀ i ∈ B, (3.40)

uni = 0, ∀ i ∈ B, (3.41)

uijα = 0, ∀ i ∈ B, j ∈ G, α = 1, . . . , n. (3.42)

取辅助函数

ϕ(x) = σl+1(âij), (3.43)

其中 σl+1 为 l + 1 阶基本对称多项式. 按照文献 [8, 24] 中的记号, 对定义在 O 上的函数 h 和 g, 如果

存在只依赖 ∥u∥C4 和 n (不依赖 x 和 t) 的正常数 C1 和 C2 使得 (h− g)(x, t) 6 (C1ϕ+ C2|∇ϕ|)(x, t),
∀ (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0], 则记 h . g. 如果 h . g, 并且 g . h, 则记 h ∼ g.

由 ϕ 的定义和常秩性质, 可得

âii = 0, ∀ i ∈ B, (3.44)

ânn −
∑
i∈G

â2in
âii

∼ 0. (3.45)

对 ϕ 求一次导数, 可得

ϕα ∼ σl(G)

[
ânn,α − 2

∑
i∈G

âin
âii

âin,α +
∑
i,j∈G

âin
âii

âjn
âjj

âij,α

]
, α = 1, . . . , n, (3.46)
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ϕt ∼ σl(G)

[
ânn,t − 2

∑
i∈G

âin
âii

âin,t +
∑
i,j∈G

âin
âii

âjn
âjj

âij,t

]

∼ σl(G)

(
− |ut|

|Du|ut
3

)[
Ânn,t − 2

∑
i∈G

Âin

Âii

Âin,t +
∑
i,j∈G

Âin

Âii

Âjn

Âjj

Âij,t

]

∼ σl(G)

(
− |ut|

|Du|ut
3

)
1

Ŵ 2

[
ĥnn,t − 2

∑
i∈G

ĥin

ĥii

ĥin,t +
∑
i,j∈G

ĥin

ĥii

ĥjn

ĥjj

ĥij,t

]
, (3.47)

即有

ânn,α − 2
∑
i∈G

âin
âii

âin,α +
∑
i,j∈G

âin
âii

âjn
âjj

âij,α ∼ 0. (3.48)

进而可得

Ânn,α − 2
∑
i∈G

Âin

Âii

Âin,α +
∑
i,j∈G

Âin

Âii

Âjn

Âjj

Âij,α ∼ 0, α = 1, . . . , n, (3.49)

ĥnn,α − 2
∑
i∈G

ĥin

ĥii

ĥin,α +
∑
i,j∈G

ĥin

ĥii

ĥjn

ĥjj

ĥij,α ∼ 0, α = 1, . . . , n. (3.50)

对 ϕ 求两次导数, 可得

ϕαα ∼
[
σl(G) + ânnσl−1(G)−

∑
i∈G

â2inσl−2(G | i)
] ∑
m∈B

âmm,αα

+ σl(G)

[
ânn,αα − 2

∑
i∈G

âin
âii

âin,αα +
∑
i,j∈G

âin
âii

âjn
âjj

âij,αα

]
− 2σl(G)

∑
i∈G

1

âii

[
âin,α −

∑
j∈G

âjn
âjj

âij,α

]2

∼σl(G)

(
1+

∑
i∈G

â2in
â2ii

)(
− |ut|
|Du|ut

3

) ∑
m∈B

ĥmm,αα+σl(G)

(
− |ut|
|Du|ut

3

)
1

Ŵ 2

[
ĥnn,αα−2

∑
i∈G

ĥin

ĥii

ĥin,αα

+
∑
i,j∈G

ĥin

ĥii

ĥjn

ĥjj

ĥij,αα

]
− 2σl(G)

(
− |ut|

|Du|ut
3

)
1

Ŵ 2

∑
i∈G

1

ĥii

[
ĥin,α −

∑
j∈G

ĥjn

ĥjj

ĥij,α

]2
. (3.51)

进而通过复杂的计算可得

∆ϕ− ϕt ∼σl(G)

(
1 +

∑
i∈G

â2in
â2ii

)(
− |ut|

|Du|ut
3

)∑
i∈B

∆ĥii + σl(G)

(
− |ut|

|Du|ut
3

)
1

Ŵ 2

[
(∆ĥnn − ĥnn,t)

− 2
∑
i∈G

ĥin

ĥii

(∆ĥin − ĥin,t) +
∑
i,j∈G

ĥin

ĥii

ĥjn

ĥjj

(∆ĥij − ĥij,t)

]

− 2σl(G)

(
− |ut|

|Du|ut
3

)
1

Ŵ 2

∑
i∈G

1

ĥii

n∑
α=1

[
ĥin,α −

∑
j∈G

ĥjn

ĥjj

ĥij,α

]2

∼σl(G)

(
|ut|

|Du|ut
3

)
1

Ŵ 2

∑
i∈G

1

ĥii

[
ĥin,n −

∑
j∈G

ĥjn

ĥjj

ĥij,n − ĥin

[
unn

un
− unt

ut
−

∑
i∈G

ĥin

ĥii

uin

un

]]2

+ σl(G)

(
|ut|

|Du|ut
3

)
1

Ŵ 2

∑
i∈G

1

ĥii

[
ĥin,i −

∑
j∈G

ĥjn

ĥjj

ĥij,i − ĥii

[
unn

un
− unt

ut
−

∑
i∈G

ĥin

ĥii

uin

un

]]2
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+ σl(G)

(
|ut|

|Du|ut
3

)
1

Ŵ 2

∑
i∈G

1

ĥii

∑
α∈G,α ̸=i

[
ĥin,α −

∑
j∈G

ĥjn

ĥjj

ĥij,α

]2
. 0, (3.52)

其中用到了 i ∈ G 时 ĥii < 0. 又由

ϕ(x, t) > 0, (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0]; ϕ(x0, t0) = 0, (3.53)

则通过抛物方程的强极值原理可推出

ϕ(x, t) = σl+1(âij) ≡ 0, (x, t) ∈ O × (t0 − δ, t0]. (3.54)

综合情形 1 和 2, 由连续性方法知, 固定时间 t, 曲率矩阵 {âij} 在 Ω 上保持常秩 l(t), 并且当 t1 < t2

时有 l(t1) 6 l(t2). 定理 3.2 成立.

注 3.4 对于一般抛物偏微分方程, 需要方程满足一个特殊的结构条件, 才可以建立解的时空水

平集的微观凸性分析, 参见文献 [30].
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