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摘要 在研究椭圆或次椭圆偏微分方程的解的估计以及分类中, 从 20 世纪 70 年代 Obata 开始发展

起来的向量场方法是一个非常有用的方法. 但是在不同的问题中, 如何寻找所需要的向量场是一个十

分技巧性的问题. 本文通过引进不变张量技术与量纲守恒思想, 对于典型的几个半线性椭圆或次椭圆

偏微分方程, 找到合适的向量场, 即得到所要的微分恒等式, 从而得到相关解的分类定理. 本文详细给

出新旧方法的对比.

关键词 不变张量 半线性椭圆方程 Heisenberg 群
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1 引言

1.1 解的分类与微分恒等式

在椭圆偏微分方程的研究中,移动平面法是解的分类的常用办法 (参见文献 [2]). 本文通过向量场

方法以及对应的微分恒等式来得到解的分类与估计.

微分恒等式方法起源于文献 [8], 在该文献中, Obata借助 Bochner型公式, 给出了闭流形上 Yam-

abe 方程的正解满足的一个微分恒等式:

(v1−nEijv
j), i = v1−n

n∑
i,j=1

|Eij |2 + R,

其中 R 为非负项, 且仅在流形为球面或方程的解为常数时等于 0. 通过直接在闭流形上积分, 并使用

散度定理, 可以得到 Eij ≡ 0 且 R = 0, 这会给出 Yamabe 方程解的具体表达式, 并得到 Yamabe 方程

的刚性.
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通过以上可以发现, 微分恒等式成立的关键是寻找一个向量场, 使其在满足方程的条件下散度非

负, 进而通过散度定理得到所有非负项均为 0. 如果流形非紧或者带边, 则直接积分一般是无效的, 此

时通常需要引入恰当的截断函数和合适的积分估计.

本文通过引进不变张量技术, 研究若干类不同空间上的半线性方程的光滑解. 第 2 节研究 Ricci

曲率带有正下界的闭流形上的半线性方程, 并详细给出新旧方法的对比. 第 3 节通过将第 2 节得到的

微分恒等式限制到 Euclid空间上,结合积分估计得到 Euclid空间次临界指标方程的 Liouville型定理.

第 4 节将不变张量技术应用到 Heisenberg 群上的次临界指标方程, 并得到其 Liouville 型定理.

1.2 记号与说明

本文每个记号的定义默认在该节内通用, 而不会延续到下一节. 在无额外说明的情形下, 默认用

u 表示该节研究方程的解. 本文所有出现的方程的解默认是光滑的.

Rn、Cn、Sn 和 Hn 分别表示 Euclid 空间、复 Euclid 空间、n+ 1 维 Euclid 空间上的单位球面和

Heisenberg 群. 记 R+ = (0,+∞). 纯虚数基本单位用
√
−1 表示, 而不用 i 或者 i.

定义 Kronecker 符号

δij =

1, i = j,

0, i ̸= j.

δij 的定义和 δij 相同.

f ∈ Ck(A;B) 表示 f 为集合 A 到集合 B 的 k 次连续可微映射, 如果 B = R, 一般会简记
f ∈ Ck(A).

C(·) 表示一个只依赖于 · 位置元素的正常数, 而且具有相同依赖性的 C 表示的数值可能不一定

相同, 使用这套记号能够忽略放缩过程中无关紧要的常数.

如果积分号没有指定积分区域, 则默认表示在全空间上作积分. 分部积分一般指的是应用散度定

理: 在 Rn 或 Hn 上, f ∈ C1, g ∈ C1
0 , 或闭 Riemann 流形上, f, g ∈ C1, 则∫

fg,i = −
∫

f,ig.

默认 R > 1, BR(x0) 表示研究的度量空间上以 x0 为中心、R 为半径的球, 将 BR(0) 简记为 BR.

默认 η 为支在 B2R 上的标准截断函数, 即满足

(1) 0 6 η 6 1;

(2) supp η = B2R;

(3) η ∈ C∞
0 (Rn);

(4) |∇kη| 6 C(n)R−k, k = 0, 1, 2.

以 f,i 表示 f 的协变导数, Euclid 空间即为偏导数. 为了方便, 在书写 u 的协变导数时, 会省略逗

号. 在英语字母做角标的情形下, 当在一项中同时出现, 如无特殊说明, 则自动表示对其从 1 到 n 求

和, 并省略求和符号, 而希腊字母和数字角标不参与这项过程. 值得注意的是, 在本文中, n 都表示空

间的维数. 一些常见示例如下:

EijEji, Eijuiuj ,
√
−1u0iui,

出现这些情形均表示对 i 和 j 等英文字母指标从 1 到 n 求和.
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1.3 Heisenberg 群

定义 Heisenberg 群 Hn = Cn × R, 其上配备了群乘法 ◦, 满足

(z, t) ◦ (z′, t′) = (z + z′, t+ t′ + 2 Im z · z′), ∀ (z, t), (z′, t′) ∈ Cn × R.

作为 Lie 群, Hn 上的左不变向量场 {Zi, Zi, T : i = 1, . . . , n} 为

Zi =
∂

∂zi
+
√
−1zi

∂

∂t
, Zi =

∂

∂zi
−
√
−1zi

∂

∂t
, T :=

∂

∂t
, i = 1, . . . , n.

记 f,i = Zif , f,i = Zif , f,0 = Tf . 导数交换法则如下:

f,ij = f,ji, fij − fji = 2
√
−1δijf0, f0i = fi0.

定义次梯度 |∇bf |2 := f,if
i

, 和次 Laplace 算子 ∆bf := 1
2 (f

i
,i + f i

, i), 则

f i
,i = ∆bf + n

√
−1f,0, ∆bf = Re f i

,i .

由于 Hn 上有 [Zi, Zi] = 2
√
−1T ,因此其第二层分量 t在几何上具有二倍于第一层分量的权重,因

此在量纲分析时将 f,0 视作二阶导数. 也正因如此, (z, t) ∈ Hn 的齐性范数为 ∥(z, t)∥ = (|z|4 + t2)
1
4 ,

齐性伸缩为 δλ(z, t) = (λz, λ2t). Heisenberg 群的齐性维数 Q = 2n + 2. 齐性范数诱导的度量即为

Carnot-Caratheodory 度量, 相应的球为

BR(z0, t0) := {(z, t) ∈ Hn : ∥(z − z0, t− t0)∥ < R},

则 |BR(z0, t0)| =
∫
BR(z0,t0)

dx = C(Q)RQ. 在讨论 Heisenberg 群的问题时, η 同样表示支在 B2R 上的

标准截断函数, 其满足的性质与上一小节介绍的相同.

2 闭流形上的半线性方程

2.1 研究背景

设 (Mn, g) 为闭 (紧致无边) Riemann 流形, 满足 Rij − (n− 1)gij 半正定, 其中 Rij 为 Ricci 曲率

张量. 记 Riemann 曲率张量为 R l
i jk, 进而有如下协变导数交换公式:

f,ijk − f,ikj = R l
i jkf,l.

记 ∆f = f i
i , |∇f |2 = fif

i. 在上述导数交换公式中将 i 和 k 缩并, 有 f i
,ij − (∆f),j = Rijf

i.

本节研究 M 上半线性方程的光滑正解:

∆u+ f(u) = 0, (2.1)

其中 f : R+ → R. 如果 f > 0, 通过直接对方程 (2.1) 积分, 根据散度定理, 有
∫
f(u) = 0, 因此 f(u)

≡ 0. f 6 0 同理. 因此, 后续讨论假定 f 变号.

当 n > 3、f(u) = −λu+ up 和 1 < p 6 n+2
n−2 时, 方程 (2.1) 化为 (次) 临界指标方程

∆u− λu+ up = 0, (2.2)
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其中一般要求 λ 6 n
p−1 . 方程 (2.2) 是闭流形上 Sobolev 不等式变分后的 Euler-Lagrange 方程, 在临界

指标情形 p = n+2
n−2 , 如果 λ = n

p−1 = n(n−2)
4 , 则方程 (2.2) 来源于共形几何中的 Yamabe 问题. 关于方

程 (2.2)解的分类结果,临界指标情形由 Obata [8] 得到,次临界指标情形 1 < p < n+2
n−2 由 Bidaut-Veron

和 Veron [1] 得到, 两种情形可以总结为如下定理.

定理 2.1 [1, 8] 方程 (2.2) 的正解要么只有常数, 要么 p = n+2
n−2 , λ = n(n−2)

4 , 且 (Mn, g) = (Sn, gc),
此时存在 a ∈ Sn, c1 > 0, c2 > 0, 使得

u(x) =

( √
n(n− 2)

2 cosh t+ 2(sinh t)⟨a, F (x)⟩

)n−2
2

.

本节分别使用直接分部积分和不变张量两种方法, 给出定理 2.1 的证明, 并加以对比. 在本节的

最后, 将会使用不变张量技术, 研究一般半线性方程 (2.1), 并得到如下解的分类定理. 在文献 [3] 中也

有类似的结论, 但是条件不同, 下面的定理是完全新的.

定理 2.2 设 f : R+ → R, 闭流形 (Mn, g) 满足 n > 2, Rij − (n − 1)gij 半正定, u 是方程 (2.1)

的光滑正解. 如果 f > 0 或 f 6 0, 那么 u 为满足 f(u) ≡ 0 的调和函数. 如果存在 f1 ∈ C1(R+),

f2 ∈ C2(R+;R+), 使得 f = f2 − f1, (
f1
f2
)′ > − n

f2
, 且当 n = 2 时, log f2 是凹函数, 当 n > 3 时, f

n−2
n+2

2 是

凹函数, 那么要么 u 只能是常数, 即 f 的某个零点, 要么 (Mn, g) = (Sn, gc), 且存在 a ∈ Sn, t > 0,

(1) 当 n = 2 时, 存在 k1 > 0, k2 ∈ R, 使得 f(s) = − 2
k1

+ ek1(s+k2),

u(x) =
2

k1
log

2k
− 1

2
1

cosh t+ sinh t · ⟨a, x⟩Rn+1

− k2;

(2) 当 n > 3 时, 存在 k1 > 0, k2 > 0, 使得

f(s) = −n(n− 2)

4
(s+ k2) + [k1(s+ k2)]

n+2
n−2 ,

u(x) = k
−n+2

4
1

( √
n(n− 2)

2 cosh t+ 2 sinh t · ⟨a, x⟩Rn+1

)n−2
2

− k2.

在定理 2.2中取 f(s) = −λs+ sp, 立刻可以得到定理 2.1. 在将定理 2.2作为判别法应用到具体方

程时, 如何找到合适的分解 f = f2 − f1 比较关键. 当流形非紧时 (如 Euclid 空间), 虽然在定理 2.2 证

明中关于微分恒等式的讨论没有问题, 但是后续积分估计还需要知道 f 的更多信息才可以完成.

2.2 旧方法: 直接分部积分

本小节使用旧方法证明定理 2.1. 旧方法的关键是在方程 (2.2) 两侧同时乘以某些函数, 并作分部

积分. 注意到流形是闭的, 因此在所有分部积分的过程中无边界项产生. 旧方法源自文献 [1, 3].

定理 2.1 的旧证明 考虑在方程 (2.2) 两侧同时乘以 uα∆u, 其中 α 是待定常数, 则

I1 + I2 + I3 = 0,

其中 I1 :=
∫
uα(∆u)2, I2 :=

∫
−λuα+1∆u, I3 :=

∫
uα+p∆u. 由散度定理, 可得

I1 =

∫
[(uα∆uuj)

j
, − (uα∆u),ju

j ]

=

∫
[−αuα−1|∇u|2∆u− uαu i

ij uj + uαRiju
iuj ]
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=

∫ [
uα

n∑
i,j=1

|uij |2 + αuα−1uiju
iuj − αuα−1|∇u|2∆u+ uαRiju

iuj

]
.

为了配方过程计算到最佳, 引进 Eij = uij − ∆u
n gij , 则

n∑
i,j=1

|Eij |2 =

n∑
i,j=1

|uij |2 −
1

n
(∆u)2.

将 uij 换作 Eij , 继续计算 I1:

I1 =

∫ [
uα

n∑
i,j=1

|Eij |2 + αuα−1Eiju
iuj − n− 1

n
αuα−1|∇u|2∆u+ uαRiju

iuj

]
+

1

n
I1,

于是可以解出

I1 =
n

n− 1

∫ [
uα

n∑
i,j=1

|Eij |2 + αuα−1Eiju
iuj − n− 1

n
αuα−1|∇u|2∆u+ uαRiju

iuj

]
.

类似地, 利用散度定理直接作分部积分, 并代入方程 (2.1), 得

I2 + I3 = λ(α+ 1)

∫
uα|∇u|2 − (α+ p)

∫
uα+p−1|∇u|2

= λ(1− p)

∫
uα|∇u|2 + (α+ p)

∫
uα−1|∇u|2∆u.

考虑 n−1
n (I1 + I2 + I3) = 0, 于是

0 =

∫ [
uα

n∑
i,j=1

|Eij |2 + αuα−1Eiju
iuj +

n− 1

n
λ(1− p)ua|∇u|2

+
n− 1

n
puα−1|∇u|2∆u+ uαRiju

iuj

]
. (2.3)

对
∫
uα−1|∇u|2∆u 项作分部积分:∫

uα−1|∇u|2∆u = −
∫
[(α− 1)uα−2|∇u|4 + 2uα−1uiju

iuj ]

= −
∫ [

2uα−1Eiju
iuj +

2

n
uα−1|∇u|2∆u+ (α− 1)uα−2|∇u|4

]
,

于是可以解出 ∫
uα−1|∇u|2∆u = − n

n+ 2

∫
[2uα−1Eiju

iuj + (α− 1)uα−2|∇u|4]. (2.4)

将 (2.4) 代入 (2.3), 得

0 =

∫ [
uα

n∑
i,j=1

|Eij |2 +
(
α− 2(n− 1)

n+ 2
p

)
uα−1Eiju

iuj

− n− 1

n+ 2
p(α− 1)uα−2|∇u|4 + uαRiju

iuj − n− 1

n
λ(p− 1)uα|∇u|2

]
. (2.5)
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为了配方达到最佳, 令 Lij =
uiuj

u − 1
n

|∇u|2
u gij , 则

∑n
i,j=1 |Lij |2 = n−1

n
|∇u|4
u2 . 注意到 E i

i = 0, 因此

uα−1Eiju
iuj = uαEijL

ij . 将 (2.5) 右端的前三项配方:

uα
n∑

i,j=1

|Eij |2 +
(
α− 2(n− 1)

n+ 2
p

)
uα−1Eiju

iuj − n− 1

n+ 2
p(α− 1)uα−2|∇u|4

= uα
n∑

i,j=1

∣∣∣∣Eij +

(
α

2
− n− 1

n+ 2
p

)
Lij

∣∣∣∣2 − [
n− 1

n

(
α

2
− n− 1

n+ 2
p

)2

+
n− 1

n+ 2
p(α− 1)

]
uα−2|∇u|4,

其中 uα−2|∇u|4 项的系数为关于 α 开口向下的二次多项式:

−
[
n− 1

n

(
α

2
− n− 1

n+ 2
p

)2

+
n− 1

n+ 2
p(α− 1)

]
= −n− 1

n

[
α2

4
+

pα

n+ 2
+

(n− 1)2

(n+ 2)2
p2 − np

n+ 2

]
,

它在对称轴 α = − 2p
n+2 处达到最大值

n−1
n+2p(1−

n−2
n+2p).

根据上述讨论, 在 (2.5) 中取定 α = − 2p
n+2 , 则 (2.5) 化为

0 =

∫ [
u− 2p

n+2

n∑
i,j=1

∣∣∣∣Eij −
np

n+ 2
Lij

∣∣∣∣2 + n− 1

n+ 2
p

(
1− n− 2

n+ 2
p

)
u− 2p

n+2−2|∇u|4

+ u− 2p
n+2Riju

iuj − n− 1

n
λ(p− 1)u− 2p

n+2 |∇u|2
]
. (2.6)

注意到在 p 6 n+2
n−2、λ 6 n

p−1 和 Rij − (n− 1)gij 半正定这 3 个条件同时满足的情形下, (2.6) 右侧四项

分别非负.

当 1 < p < n+2
n−2 时, 对 (2.6) 在 M 上积分, 得

0 > n− 1

n+ 2
p

(
1− n− 2

n+ 2
p

)∫
u− 2p

n+2−2|∇u|4,

其中 u− 2p
n+2−2|∇u|4 的系数为正, 从而 u 为常数.

当 p = n+2
n−2、λ < n

p−1 = n(n−2)
4 或 Rij − (n− 1)gij 存在一点严格正定时,对 (2.6)在 M 上积分,得

0 >
∫ [

u− 2
n−2Riju

iuj − 4(n− 1)

n(n− 2)
λu− 2

n−2 |∇u|2
]
.

若 |∇u|2 ̸= 0, 上式矛盾, 这迫使 u 为常数.

当 p = n+2
n−2、λ = n

p−1 且 Rij = (n− 1)gij 时, (2.6) 化为

0 =

∫
u− 2

n−2

n∑
i,j=1

∣∣∣∣Eij −
n

n− 2
Lij

∣∣∣∣2.
因此 Eij =

n
n−2Lij ,由文献 [8]中的讨论,可以得到流形的刚性 (Mn, g) = (Sn, gc)以及正解的分类.

2.3 新方法: 不变张量

经过上一小节的讨论可以得知, 微分恒等式中向量场的关键在于 Eij − np
n+2Lij 这个张量, 下面从

新的观点分析这个张量是如何得到的.
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目标是通过寻找向量场, 建立其散度等于一些非负项之和的微分恒等式, 进而帮助得到解的分类,

而这其中要用到分部积分的手段. 通过在方程 (2.1) 两侧同时乘以 uα∆u 并分部积分, 很容易得到张

量 uij 的模长平方, 因此所需张量 Eij 须以 uij 为主项.

如果在整个分部积分的计算过程中, 遇到 up 就使用方程 (2.1) 将它换成另外两项, 并且将 λ 视作

带有二阶导数的量, 那么整个计算过程中, 所有项的 u 的次幂、导数阶数和张量阶数一定恒定. 因此

在这个问题中, 将含有的 u 的次幂、导数阶数和张量阶数称作一个张量的量纲. 如果一个恒等式的每

一项的量纲相同, 那么也将这个量纲称作这个恒等式的量纲. 在不同的问题中, 量纲可能不同, 而量纲

一定是在寻找恒等式的过程中守恒的量, 因此这个现象称作量纲守恒, 而借助量纲守恒现象寻找可能

的向量场的过程称作量纲分析.

针对方程 (2.1), 作出量纲分析: 由于证明希望目标张量 Eij 为 0, 所以至少需要产生
∑

i,j |Eij |2

项, 而这个项具有四阶导数, 因此需要恒等式至少具有四阶导数. 然而, 这里只是给出了恒等式导数的

最低阶数, 并不意味着一定只能是四阶, 引入更高阶的导数可能在某些问题的处理上会有奇效.

对于张量 Eij 本身, 它的主项 uij 已经确定, 因此它需要是一个具有一次 u 和二阶导数的一阶张

量, 进而余项也需要具有这个量纲. 最简单的选取方式有 uiuj

u 、∆ugij、
|∇u|2

u gij 和 λugij , 因此考察

Eij = uij + c
uiuj

u
+ c1∆ugij + c2

|∇u|2

u
gij + c3λugij ,

其中 c、c1、c2 和 c3 为待定常数. 注意到 ∆u、|∇u|2
u 和 λu项若线性相关,通过凑全微分和散度定理, u

只能为常数, 因此在讨论过程中假设它们线性无关. 希望证明 Eij 为 0, 则其迹 E i
i 必然为 0, 这需要

c1 = − 1
n , c2 = − c

n , c3 = 0, 于是

Eij = uij + c
uiuj

u
− 1

n

(
∆u+ c

|∇u|2

u

)
gij .

现在需要确定 c. 由方程 (2.2) 可得 (∆u)j = p∆u
u uj − (p − 1)λuj , 借此计算散度 E i

ij, . 值得注意

的是, 讨论的主要对象是 Eij , 因此遇到 uij 就要换成 Eij :

E i
ij, =

n− 1

n
(∆u)j +Riju

i + c
∆uuj

u
+

n− 2

n
c
uiju

i

u
− n− 1

n
c
|∇u|2

u2
uj

=
n− 2

n
c
Eiju

i

u
+

n− 1

n

(
p+

n+ 2

n
c

)
∆u

u
uj

− n− 1

n
c

(
1 +

n− 2

n
c

)
|∇u|2

u2
uj +Riju

i − n− 1

n
(p− 1)λuj .

如果 Eij 为 0, 则 E i
ij, 也为 0, 若要 u 不是常数, 则相应项系数必须为 0:

n− 1

n

(
p+

n+ 2

n
c

)
= 0, −n− 1

n
c

(
1 +

n− 2

n
c

)
= 0. (2.7)

不难解得 c = p = 0, 或 c = − n
n−2 , p = n+2

n−2 . 显然后者对应于临界指标, 但是前者并不对应. 当然, 分

析到这里, 已经得到了合乎几何或不等式意义的临界指标, 说明张量 Eij 的形式选取大概率是成功的.

当然, 在次临界指标情形下, 无法做到让 (2.7) 的两个式子同时成立, 这就需要牺牲掉两个式子

中的一个条件. 由于需要产生
∑n

i,j=1 |Eij |2, 在构建向量场时需要引入 uj , 即考察 (Eiju
j) i

, , 这会使得

(2.7) 中的两个系数对应的项分别是 |∇u|2∆u
u 和 |∇u|4

u2 , 其中后者是贡献最终恒等式二次型中正定性的
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好项, 前者是作为交叉项存在的, 因此最直接的一个方法是令前者对应的系数为 0, 故选取 c = − np
n+2 ,

那么

E i
ij, = −n− 2

n+ 2
p
Eiju

i

u
+

n− 1

n+ 2
p

(
1− n− 2

n+ 2
p

)
|∇u|2

u2
uj +Riju

i − n− 1

n
(p− 1)λuj .

在上述讨论过程中, Eij 作为希望证明为 0 的张量, 临界指标情形下它的微分 (如上面的散度) 依

旧有含有 Eij 的项组成. 而次临界指标情形下, 虽然会多出来一些其他项, 但是这些项能够帮助得出

Liouville 定理 (例如, 解是常数这种结论). 从张量代数的角度来讲, 在临界指标情形下, Eij 张成的张

量代数是微分算子 ∇ 的不变子代数. 因此, Eij 是一种具有微分不变性的张量, 称其为不变张量, 而寻

找这些张量的方法被称作不变张量技术.

到现在为止, 针对 (2.1) 的量纲分析和不变张量技术已经完成, 下面将整理出定理 2.1 的新证明.

定理 2.1 的新证明 取 c 为待定常数, 考察

Eij = uij + c
uiuj

u
− 1

n

(
∆u+ c

|∇u|2

u

)
gij ,

则

E i
ij, =

n− 2

n
c
Eiju

i

u
+

n− 1

n

(
p+

n+ 2

n
c

)
∆u

u
uj

− n− 1

n
c

(
1 +

n− 2

n
c

)
|∇u|2

u2
uj +Riju

i − n− 1

n
(p− 1)λuj .

取 c = − np
n+2 , 则

E i
ij, = −n− 2

n+ 2
p
Eiju

i

u
+

n− 1

n+ 2
p

(
1− n− 2

n+ 2
p

)
|∇u|2

u2
uj +Riju

i − n− 1

n
(p− 1)λuj ,

于是

(Eiju
j), i =

n∑
i,j=1

|Eij |2 +
2p

n+ 2

Eiju
iuj

u
+

n− 1

n+ 2
p

(
1− n− 2

n+ 2
p

)
|∇u|4

u2

+Riju
iuj − n− 1

n
(p− 1)λ|∇u|2.

为了消去交叉项 Eiju
iuj

u , 将 u 的次幂引进向量场, 考虑

u
2p

n+2 (u− 2p
n+2Eiju

j), i =
n∑

i,j=1

|Eij |2 +
n− 1

n+ 2
p

(
1− n− 2

n+ 2
p

)
|∇u|4

u2

+Riju
iuj − n− 1

n
(p− 1)λ|∇u|2. (2.8)

在微分恒等式 (2.8) 两侧同时乘以 u− 2p
n+2 , 并在 M 上积分, 即可得到积分恒等式 (2.6), 进而完成定

理 2.1 的证明.

使用不变张量技术的证明, 比旧方法的证明简化了大量计算. 具体来讲, 通过不变张量的思想, 本

该讨论二次函数对称轴才能得到的 α = − 2p
n+2 , 直接在上述证明过程中可以观察出来. 旧方法中需要

将二次三项式配完全平方, 这个过程蕴含在了待定常数 c 的选取中, 而 c 也是通过不变张量思想确定

的, 在确定 c 的同时还能得到微分恒等式, 极大地简化了计算过程.
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在旧证明中, (2.4) 是计算过程中需要的一次分部积分操作, 这在直接寻找微分恒等式的观点下,

相当于寻找一个新的恒等式, 并线性组合到主恒等式上. 而寻找新恒等式的重要工具是量纲分析, 直

接计算向量场的散度要比分部积分容易. 此外, 不变张量中的待定常数 c 已经能够完全蕴含微分恒等

式的向量场中对应项 |∇u|2
u ui 的信息, 因此线性组合新的恒等式的操作被完全整合到了这里, 这进一

步优化了计算.

在新方法的证明过程中, 为什么不考虑配完全平方, 而是直接引入 u 的幂次去消掉交叉项? 因为

如果配完全平方, 会产生 |Eij + b
uiuj

u |2 项, 其中 b ̸= 0, 因此最后会得到 Eij + b
uiuj

u = 0, 而不变张量

Eij 也需要为 0, 这导致 u 只能是常数, 这样就与不变张量选取的初衷相矛盾.

通过本小节开始的讨论, 可知 Eij 以 uij 为主项, 由 ∆- 方程 (2.1) 的主算子决定. 而曲率条件同

方程的 λ 项息息相关. 为什么在这个方程中, u 的幂次是一个守恒的量纲? 为什么在向量场中引入 u

的幂次, 可以行之有效地消去交叉项? 事实上, 这些问题与方程的最后一部分—up 有关. 下一小节将

以一般的半线性方程为例, 讨论除去主算子后的部分对量纲分析和不变张量产生的影响.

2.4 一般的半线性方程: 定理 2.2 的证明

文献 [3] 研究了流形上比较一般的一类半线性方程解的分类. 本小节研究半线性方程 (2.1), 并证

明定理 2.2, 从与文献 [3] 不同的角度给出一类新的解的分类定理. 由于只需要讨论 f 变号的情形, 不

妨设 f = −f1 + f2, f1 ∈ C1(R+), f2 ∈ C2(R+;R+). 最经典的模型是前两小节讨论的情形: f1(s) = λs,

f2(s) = sp.

根据上一小节的讨论, 主算子是 Laplace 算子, 依旧考虑 uij 作为 Eij 的主项. 由于 f2 是抽象函

数, 无法直接看出量纲, 但是可以尝试用分部积分考察

uij =
(uif2(u)),j

f2(u)
− f ′

2(u)

f2(u)
uiuj ,

因此 f ′
2(u)

f2(u)
uiuj 可以作为 Eij 的后续项, 即设

Eij = uij + c
f ′
2(u)

f2(u)
uiuj −

1

n

(
∆u+ c

f ′
2(u)

f2(u)
|∇u|2

)
gij . (2.9)

从量纲的角度看,
f ′
2(u)

f2(u)
可以视作具有 −1 次 u、零阶导数的零阶张量, 虽然对于某些 f 可能不一

定正确. 例如, 当 f2(s) = es 时,
f ′
2(u)

f2(u)
= 1, 这显然不是 −1 次的 u. 此外, 当 f2(s) = sp 时, Eij 的形

式回到了上一小节讨论的情形, 当然, 待定常数 c与上一小节的 c相比多了一个系数 p, 但这不是本质

问题.

回到一般的半线性方程, 对 (2.9) 中的 Eij 使用不变张量技术:

E i
ij, =

n− 1

n
(∆u)j +Riju

i + c
f ′
2(u)

f2(u)
∆uuj +

n− 2

n
c
f ′
2(u)

f2(u)
uiju

j

+
n− 1

n
c

[
f ′′
2 (u)

f2(u)
−
(
f ′
2(u)

f2(u)

)2] |∇u|2

u2
uj .

为了将各项量纲统一, 需要保持分子、分母 f2 的数量相同, 因此按照如下方式, 结合方程 (2.1) 计算

(∆u)j :

(∆u)j = f ′
1(u)uj − f ′

2(u)uj =
f ′
2(u)

f2(u)
∆uuj +

(
f ′
1(u)−

f ′
2(u)

f2(u)
f1(u)

)
uj .
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将上式代入 E i
ij, , 并将 uij 换成 Eij , 得

E i
ij, =

n− 2

n
c
f ′
2(u)

f2(u)
Eiju

j +
n− 1

n

(
1 +

n+ 2

n
c

)
f ′
2(u)

f2(u)
∆uuj

+
n− 1

n
c

[
f ′′
2 (u)

f2(u)
−
(
n− 2

n
c+ 1

)(
f ′
2(u)

f2(u)

)2]
|∇u|2uj

+Riju
i +

n− 1

n

(
f ′
1(u)−

f ′
2(u)

f2(u)
f1(u)

)
uj .

令 f ′
2(u)

f2(u)
∆uuj 项系数为 0, 于是取 c = − n

n+2 , 则

E i
ij, = −n− 2

n+ 2

f ′
2(u)

f2(u)
Eiju

j − n− 1

n+ 2

[
f ′′
2 (u)

f2(u)
− 4

n+ 2

(
f ′
2(u)

f2(u)

)2]
|∇u|2uj

+Riju
i +

n− 1

n

(
f ′
1(u)−

f ′
2(u)

f2(u)
f1(u)

)
uj .

于是

(Eiju
j), i =

n∑
i,j=1

|Eij |2 +
2

n+ 2

f ′
2(u)

f2(u)
Eiju

iuj +
n− 1

n+ 2

[
4

n+ 2

(
f ′
2(u)

f2(u)

)2

− f ′′
2 (u)

f2(u)

]
|∇u|4

+Riju
iuj +

n− 1

n

(
f ′
1(u)−

f ′
2(u)

f2(u)
f1(u)

)
|∇u|2.

为了消去交叉项 f ′
2(u)

f2(u)
Eiju

iuj , 将 f2(u) 的次幂引进向量场, 考虑

f2(u)
2

n+2 [f2(u)
− 2

n+2Eiju
j ], i =

n∑
i,j=1

|Eij |2 +
n− 1

n+ 2

[
4

n+ 2

(
f ′
2(u)

f2(u)

)2

− f ′′
2 (u)

f2(u)

]
|∇u|4

+Riju
iuj +

n− 1

n

(
f ′
1(u)−

f ′
2(u)

f2(u)
f1(u)

)
|∇u|2. (2.10)

在恒等式 (2.10) 两侧同时乘以 f2(u)
− 2

n+2 , 并在 M 上积分, 结合 Rij − (n− 1)gij 半正定, 得

0 >
∫

f2(u)
− 2

n+2

n∑
i,j=1

|Eij |2 +
n− 1

n+ 2

∫
f2(u)

− 2
n+2

[
4

n+ 2

(
f ′
2(u)

f2(u)

)2

− f ′′
2 (u)

f2(u)

]
|∇u|4

+
n− 1

n

∫
f2(u)

− 2
n+2

(
n+ f ′

1(u)−
f ′
2(u)

f2(u)
f1(u)

)
|∇u|2. (2.11)

注意到 n+ f ′
1(u)−

f ′
2(u)

f2(u)
f1(u) = f2(u)

d
du

f1(u)
f2(u)

+ n,

4

n+ 2

(
f ′
2(u)

f2(u)

)2

− f ′′
2 (u)

f2(u)
=


−n+ 2

n− 2
f2(u)

−n−2
n+2

d2

d2u
[f2(u)

n−2
n+2 ], n > 3,

− d2

d2u
[log f2(u)], n = 2.

若要 (2.11)中的后两项均为 0,则必须 f2(s)
d
ds

f1(s)
f2(s)

= −n,且当 n = 2时 log f2 为线性函数,或当 n > 3

时 f
n−2
n+2

2 为线性函数. 此时通过求解常微分方程, 得

f2(s) =

ek1(s+k2), n = 2,

[k1(s+ k2)]
n+2
n−2 , n > 3,

f1(s) =


2

k1
+ k3f2(s), n = 2,

n(n− 2)

4
(s+ k2) + k3f2(s), n > 3,
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其中 {kl}3l=1 为常数. 由于方程中 f1 和 f2 是线性组合的关系, 通过调整 k1 和 k2, 可以将 f1 中的 k3

项合并到 f2 上, 因此不妨设 k3 = 0.

当 n > 3 时, 由于 f2(s) > 0 在 s > 0 时成立, 所以 k1 > 0, k2 > 0. 方程 (2.1) 化为

∆u− n(n− 2)

4
(u+ k2) + [k1(u+ k2)]

n+2
n−2 = 0,

于是 w := k
n+2
4

1 (u+ k2) 满足 Yamabe 方程 ∆w − n(n−2)
4 w + w

n+2
n−2 = 0.

当 n = 2 时, 由于 f1 6 0 的情形无需讨论, 因此 k1 > 0. 方程 (2.1) 化为

∆u− 2

k1
+ ek1(u+k2) = 0,

于是 w := k1

2 (u+ k2) +
1
2 log

k1

2 满足 Liouville 方程 ∆w − 1 + e2w = 0.

综合上述讨论, 定理 2.2 得证.

3 Euclid 空间上的次临界指标方程

3.1 不变张量与微分恒等式

设 n > 3, 1 < p < n+2
n−2 , 考察 Rn 上的次临界指标方程

∆u+ up = 0. (3.1)

Gidas 和 Spruck [4] 证明了如下 Liouville 型定理.

定理 3.1 当 n > 3 且 1 < p < n+2
n−2 时, 方程 (3.1) 无正解.

仿照上一节的讨论, 考虑不变张量的形式为

Eij = uij + c
uiuj

u
− 1

n

(
∆u+ c

|∇u|2

u

)
δij ,

其中 c 为待定常数. 直接计算 Eij,i:

Eij,i =
n− 1

n
(∆u),j + c

∆u

u
uj +

n− 2

n
c
uijui

u
− n− 1

n
c
|∇u|2

u2
uj

=
n− 2

n
c
Eijui

u
+

n− 1

n

(
p+

n+ 2

n
c

)
∆u

u
uj −

n− 1

n
c

(
1 +

n− 2

n
c

)
|∇u|2

u2
uj .

令 ∆u
u uj 项系数为 0, 故取 c = − np

n+2 , 则

Eij = uij −
np

n+ 2

uiuj

u
− 1

n

(
∆u− np

n+ 2

|∇u|2

u

)
δij ,

此时, Eij,i = −n−2
n+2p

Eijui

u + n−1
n+2p(1−

n−2
n+2p)

|∇u|2
u2 uj ,

(Eijuj),i =

n∑
i,j=1

|Eij |2 +
2p

n+ 2

Eijuiuj

u
+A

|∇u|4

u2
,

其中 A = n−1
n+2p(1−

n−2
n+2p) > 0. 再通过引入 u 的幂次, 消去 Eijuiuj

u 项:

(u− 2p
n+2Eiju

j), i = u− 2p
n+2

n∑
i,j=1

|Eij |2 +Au− 2p
n+2−2|∇u|4. (3.2)
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这正是需要用到的微分恒等式.

事实上, 直接在上一节讨论的不变张量和恒等式中, 令 λ = 0, Rij = 0, gij = δij , 也可以得到不变

张量 Eij 和恒等式 (3.2).

3.2 定理 3.1 的证明

设 γ > 1 为待定常数且只依赖于 n 和 p. 在恒等式 (3.2) 两侧乘以 ηγ 并分部积分, 得∫
u− 2p

n+2

n∑
i,j=1

|Eij |2ηγ +A

∫
u− 2p

n+2−2|∇u|4ηγ = −γ

∫
u− 2p

n+2Eijujη
γ−1η,i. (3.3)

由均值不等式, 并注意到 A > 0 只依赖于 n 和 p, 可得

− γ

∫
u− 2p

n+2Eijujη
γ−1η,i

6 1

2

∫
u− 2p

n+2

n∑
i,j=1

|Eij |2ηγ + C(n, p)

∫
u− 2p

n+2 |∇u|2ηγ−2|∇η|2

6 1

2

∫
u− 2p

n+2

n∑
i,j=1

|Eij |2ηγ +
A

2

∫
u− 2p

n+2−2|∇u|4ηγ + C(n, p)

∫
u− 2p

n+2+2ηγ−4|∇η|4.

将上式代入积分恒等式 (3.3), 可得∫
u− 2p

n+2−2|∇u|4ηγ 6 C(n, p)

∫
u− 2p

n+2+2ηγ−4|∇η|4. (3.4)

由方程 (3.1)、不等式 (3.4) 和均值不等式, 可得∫
u

2n+2
n+2 pηγ = −

∫
u

np
n+2∆uηγ =

np

n+ 2

∫
u

np
n+2−1|∇u|2ηγ + γ

∫
u

np
n+2 ηγ−1∇u · ∇η

6 C(n, p)

∫
u

np
n+2−1|∇u|2ηγ + C(n, p)

∫
u

np
n+2+1ηγ−2|∇η|2

6 1

4

∫
u

2n+2
n+2 pηγ + C(n, p)

∫
u− 2p

n+2−2|∇u|4ηγ + C(n, p)

∫
u

np
n+2+1ηγ−2|∇η|2

6 1

2

∫
u

2n+2
n+2 pηγ + C(n, p)

∫
u− 2p

n+2+2ηγ−4|∇η|4. (3.5)

将 (3.5) 代入 (3.4), 可得 ∫
u

2n+2
n+2 pηγ 6 C0

∫
u− 2p

n+2+2ηγ−4|∇η|4, (3.6)

其中 C0 > 0 只依赖于 n 和 p.

注意到当 1 < p < n+2
n−2 时, − 2p

n+2 + 2 > 2 − 2
n−2 > 0, 2n+2

n+2 p − (− 2p
n+2 + 2) = 2p − 2 > 0, 因此

2n+2
n+2 p/(− 2p

n+2 + 2) > 1, 进而可以使用 Young 不等式

C0

∫
u− 2p

n+2+2ηγ−4|∇η|4 6 1

2

∫
u

2n+2
n+2 pηγ + C(n, p)

∫
ηγ−

4(n+1)p
(n+2)(p−1) |∇η|

4(n+1)p
(n+2)(p−1) .

将其代入 (3.6), 取定 γ = 4(n+1)p
(n+2)(p−1) + 1, 并根据截断函数的性质可得∫

BR

u
2n+2
n+2 p 6 C(n, p)Rn− 4(n+1)p

(n+2)(p−1) = C(n, p)R
(n2−2n−4)p−n(n+2)

(n+2)(p−1) .
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注意到当 1 < p < n+2
n−2 时,

(n2 − 2n− 4)p− n(n+ 2) < (n2 − 2n− 4) · n+ 2

n− 2
− n(n+ 2) = −4(n+ 2)

n− 2
< 0,

因此 limR→∞
∫
BR

u
2n+2
n+2 p = 0, 与 u > 0 矛盾.

4 Heisenberg 群上的次临界指标方程

4.1 研究背景

本小节在 Heisenberg 群 Hn 上, 研究次临界指标方程

∆bu+ uα = 0 (4.1)

的光滑正解, 其中 1 < α < n+2
n . Ma 和 Ou [6] 得到了如下定理:

定理 4.1 若 1 < α < n+2
n , 则方程 (4.1) 没有正解.

本节使用不变张量技术, 给出定理 4.1 的新证明, 这个新证明来自于 CR (Cauchy-Riemann) 流形

上的讨论. 此外, 在临界指标情形 α = n+2
n , Jerison 和 Lee [5] 借助计算机得到微分恒等式, 并得到能量

有限解的分类定理; 他们还提出了是否存在恒等式理论框架的问题, 这个问题也被不变张量技术解决.

对不变张量技术在 CR 流形上的应用以及回答 Jerison-Lee 问题可参见文献 [7].

4.2 不变张量

由于在 Heisenberg 群的情形下, 各种量变得非常复杂, 因此需要对张量种类的刻画给出一种显式

表达, 即 “量纲” 的概念, 以便于具体分析. 如果张量 S(u) 是由有限个 (r, s) 阶张量线性组合而成, 且

每个张量具有 x 次幂的 u、y 阶导数, 以及每个张量的
√
−1 个数加上向量场 T 的个数是偶数/奇数,

则称张量 S(u) 是 {(r, s), x, y,+/−} 型的, 而 {(r, s), x, y,+/−} 称为张量 S(u) 的量纲.

称张量 S(u) 是 {(r, s), x, y,+/−} 型的, 如果它是由有限个 (r, s) 阶张量线性组合而成, 且每个

张量具有 x 次幂的 u、y 阶导数, 以及每个张量的
√
−1 个数加上向量场 T 的个数是偶数/奇数, 而

{(r, s), x, y,+/−} 称作张量 S(u) 的量纲. 举例如下:

{(2, 0), 1, 2,+} : Dij = uij + c1
uiuj

u
;

{(1, 1), 1, 2,+} : Eij = uij + c2
uiuj

u
+ c3∆buδij + c4n

√
−1u0δij + c5

|∇bu|2

u
δij ,

其中 {cl}5l=1 是常数. 此外, u0 被视作具有二阶导数, 因此它是 {(0, 0), 1, 2,−} 型的.

如上定义的张量量纲在针对方程 (4.1) 的解进行分部积分的过程中是守恒的. 类比于实流形的分

析过程, 容易得知前面定义的 Dij 和 Eij 正是需要的不变张量的形式, 且根据 Eii = 0, 得 c3 = − 1
n ,

c4 = − 1
n , c5 = − 1

nc2, 因此

Eij = uij + c2
uiuj

u
− 1

n

(
∆bu+ n

√
−1u0 + c2

|∇bu|2

u

)
δij .

记 Di =
Dijuj

u , Ei =
Eijuj

u . 由方程 (4.1), (∆bu)j = α∆bu
u uj , 因此

Dij,i = uiji + c1
ujiui

u
+ c1

uj(∆bu+ n
√
−1u0)

u
− c1

|∇bu|2

u2
uj
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= (∆bu+ n
√
−1u0)j + 2

√
−1u0j + c1

[
Eji − c2

ujui

u
+

1

n

(
∆bu+ n

√
−1u0

+ c2
|∇bu|2

u

)
δji

]
ui

u
+ c1

uj(∆bu+ n
√
−1u0)

u
− c1

|∇bu|2

u2
uj

= c1Ej + (n+ 2)
√
−1u0j + (n+ 1)c1

√
−1u0uj

u
+

(
n+ 1

n
c1 + α

)
∆bu

u
uj

−
(
n− 1

n
c2 + 1

)
c1

|∇bu|2

u2
uj ,

Eij,i = uiji + c2
ujiui

u
+ c2

uj(∆bu+ n
√
−1u0)

u
− c2

|∇bu|2

u2
uj

−
(∆bu+ n

√
−1u0)j

n
− c2

n

uijui

u
− c2

n

uijui

u
+

c2
n

|∇bu|2

u2
uj

= (∆bu+ n
√
−1u0)j +

n− 1

n
c2

uijui

u
+ c2

uj(∆bu+ n
√
−1u0)

u

− c2
n

uijui

u
−

(∆bu+ n
√
−1u0)j

n
− n− 1

n
c2

|∇bu|2

u2
uj

= −c2
n

[
Eij − c2

uiuj

u
+

1

n

(
∆bu+ n

√
−1u0 + c2

|∇bu|2

u

)
δij

]
ui

u

+
n− 1

n
c2

(
Dij − c1

uiuj

u

)
ui

u
+ (n− 1)

√
−1u0j + nc2

√
−1u0uj

u

+

(
c2 +

n− 1

n
α

)
∆bu

u
uj −

n− 1

n
c2

|∇bu|2

u2
uj

=
n− 1

n
c2Dj −

c2
n
Ej + (n− 1)

√
−1u0j +

n2 − 1

n
c2

√
−1u0uj

u

+
n− 1

n

(
n+ 1

n
c2 + α

)
∆bu

u
uj −

n− 1

n

(
c1 −

c2
n

+ 1

)
c2

|∇bu|2

u2
uj .

希望 Dij 和 Eij 为 0, 则 Dij,i 和 Eij,i 也为 0, 于是

0 = (n+ 2)
√
−1u0j + (n+ 1)c1

√
−1u0uj

u
+

(
n+ 1

n
c1 + α

)
∆bu

u
uj

−
(
n− 1

n
c2 + 1

)
c1

|∇bu|2

u2
uj +Rjiui + (1− α)λuj ,

0 = (n− 1)
√
−1u0j +

n2 − 1

n
c2

√
−1u0uj

u
+

n− 1

n

(
n+ 1

n
c2 + α

)
∆bu

u
uj

− n− 1

n

(
c1 −

c2
n

+ 1

)
c2

|∇bu|2

u2
uj +

n− 1

n
(1− α)λuj .

将第二个式子取共轭, 令
√
−1u0j、

√
−1u0uj

u 、∆bu
u uj 和

|∇bu|2
u2 uj 的系数成比例:

n+ 2

−(n− 1)
=

(n+ 1)c1

−n2−1
n c2

=
n+1
n c1 + α

n−1
n (n+1

n c2 + α)
=

−(n−1
n c2 + 1)c1

−n−1
n (c1 − c2

n + 1)c2
,

于是 c1 = c2 = α = 0 或 c1 = −n+2
n , c2 = −1, α = n+2

n . 因此, 临界指标 α = n+2
n 通过不变张量技术确

定了出来.
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如果 α 不是临界指标, 那么无法令上面 4 项的系数同时成比例, 类比于实流形的讨论, 需要保留

一个系数不成比例的项 |∇bu|2
u2 uj . 于是考虑

n+ 2

−(n− 1)
=

(n+ 1)c1

−n2−1
n c2

=
n+1
n c1 + α

n−1
n (n+1

n c2 + α)
,

进而 c1 = −α, c2 = − nα
n+2 . 代入 c1 和 c2 并重写 Dij 和 Eij :

Dij = uij − α
uiuj

u
,

Eij = uij −
nα

n+ 2

uiuj

u
− 1

n

(
∆bu+ n

√
−1u0 −

nα

n+ 2

|∇bu|2

u

)
δij .

通过使 Eij,i 具有不变性, 确定出具有 {(1, 0), 1, 3,+} 量纲的不变张量 Gi 为

Gi = n
√
−1u0i −

n(n+ 1)

n+ 2
α

√
−1u0ui

u
− α

n+ 2

∆bu

u
ui +

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
|∇bu|2

u2
ui,

此时 Dij,i 和 Eij,i 化为

Dij,i = −αEj +
n+ 2

n
Gj + 2α

(
1− nα

n+ 2

)
|∇bu|2

u2
uj , (4.2)

Eij,i = −n− 1

n+ 2
αDj +

α

n+ 2
Ej −

n− 1

n
Gj . (4.3)

引入记号: Eij = Eij , Lij =
uiuj

u − 1
n

|∇bu|2
u δij .

引理 4.1 (1) Eii = 0, Eij = Eji, Eiui ∈ R;
(2) Lii = 0, Eiui = EijLji,

∑n
i,j=1 |Lij |2 = n−1

n
|∇bu|4

u2 .

证明 Eii = uii − nα
n+2

|∇bu|2
u − (∆bu + n

√
−1u0 − nα

n+2
|∇bu|2

u ) = 0, 于是 Lii = 0 同理可证. 由

Eii = 0, 得 EijL
ij = Eij ·

uiuj

u = Eiui. 同理由 Lii = 0, 可得

n∑
i,j=1

|Lij |
2 = Lij ·

uiuj

u
=

n− 1

n

|∇bu|4

u2
.

由 uij − uji = 2
√
−1δiju0, 可得

Eij = uij −
nα

n+ 2

uiuj

u
− 1

n

(
∆bu+ n

√
−1u0 −

nα

n+ 2

|∇bu|2

u

)
δij

= uji −
nα

n+ 2

ujui

u
− 1

n

(
∆bu− n

√
−1u0 −

nα

n+ 2

|∇bu|2

u

)
δji

= Eji,

于是 Eiui =
Eijuiuj

u =
Ejiuiuj

u = Ejuj , 即 Eiui ∈ R.

引理 4.2 对于方程 (4.1) 的解 u, 下列等式成立:

(∆bu)i = α
∆bu

u
ui,

(|∇bu|2),i = uDi + uEi +
2n+ 1

n+ 2
α
|∇bu|2

u
ui +

1

n
∆buui +

√
−1u0ui,

n
√
−1u0i = −Gi +

n(n+ 1)

n+ 2
α

√
−1u0ui

u
− α

n+ 2

∆bu

u
ui +

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
|∇bu|2

u2
ui.
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证明 由方程 (4.1) 和 Dij、Eij、Gi 的定义, 可以直接计算验证.

下面的引理体现了 Dij、Eij 和 Gi 的微分不变性.

引理 4.3 (不变张量的微分不变性)

D i
i, = u−1

n∑
i,j=1

|Dij |2 + (α− 1)
Diui

u
− α

Eiui

u
+

n+ 2

n

Giui

u
+ 2α

(
1− nα

n+ 2

)
|∇bu|4

u3
, (4.4)

E i
i, = u−1

n∑
i,j=1

|Eij |
2 − n− 1

n+ 2
α
Diui

u
+

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
Eiui

u
− n− 1

n

Giui

u
, (4.5)

ImG i
i, = Im

[
nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
Diui

u
+

n+ 1

n+ 2
α
Giui

u

]
. (4.6)

证明 (4.4) 和 (4.5) 可以由 (4.2) 和 (4.3) 直接得到验证. 由引理 4.2, 可得

ImG i
i, = n Im

√
−1(∆bu)0 −

n(n+ 1)

n+ 2
α

(
Im

√
−1u0iui

u
+

u0∆bu

u
− u0|∇bu|2

u2

)
− nα

n+ 2

u0∆bu

u
+

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)(
Im

Diui

u
+ (n+ 1)

u0|∇bu|2

u2

)
=

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
Im

Diui

u
− n(n+ 1)

n+ 2
α Im

√
−1u0iui

u
+

n(n+ 1)2

(n+ 2)2
α2u0|∇bu|2

u2

= Im

[
nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
Diui

u
+

n+ 1

n+ 2
α
Giui

u

]
.

证毕.

4.3 微分恒等式

由于不变张量 Gi 需要被考虑进来, 会产生
∑n

i=1 |Gi|2 这个六阶导数项, 因此通过量纲分析, 考察

如下 {(0, 0), 2, 6,+} 型恒等式.

命题 4.1 设 {dl}3l=1、{el}3l=1、µ 和 β 是待定常数, 则

u−β Re

{
uβ

[(
d1

|∇bu|2

u
+ d2u

α + d3n
√
−1u0

)
Di

+

(
e1

|∇bu|2

u
+ e2u

α + e3n
√
−1u0

)
Ei − µn

√
−1u0Gi

]}
,i

=

[
d1

|∇bu|2

u2
+ d2u

α−1

][ n∑
i,j=1

|Dij |2 + 2α

(
1− nα

n+ 2

)
|∇bu|4

u2

]

+

[
e1

|∇bu|2

u2
+ e2u

α−1

] n∑
i,j=1

|Eij |
2 + d1

n∑
i=1

|Di|2 + e1

n∑
i=1

|Ei|2 + µ
n∑

i=1

|Gi|2

+ (d1 + e1)ReDiE
i − d3 ReDiG

i − e3 ReEiG
i

+Re

[
∆1

|∇bu|2

u2
+∆2u

α−1 +∆3
n
√
−1u0

u

]
Diui +

[
Θ1

|∇bu|2

u2
+Θ2u

α−1

]
Eiui

+Re

[
Ξ1

|∇bu|2

u2
+ Ξ2u

α−1 + Ξ3
n
√
−1u0

u

]
Giui, (4.7)
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其中的系数如下:

∆1 =

(
β +

3(n+ 1)

n+ 2
α− 2

)
d1 −

n− 1

n+ 2
αe1 +

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
d3,

∆2 = − 1

n
d1 + (β + 2α− 1)d2 −

n− 1

n+ 2
αe2 +

α

n+ 2
d3,

∆3 =
1

n
d1 +

(
β +

2n+ 3

n+ 2
α− 1

)
d3 +

n− 1

n+ 2
αe3 +

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
µ,

Θ1 = −αd1 +

(
β +

3n+ 2

n+ 2
α− 2

)
e1 +

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
e3,

Θ2 = − 1

n
e1 − αd2 +

(
β +

2n+ 3

n+ 2
α− 1

)
e2 +

α

n+ 2
e3,

Ξ1 =
n+ 2

n
d1 −

n− 1

n
e1 −

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
µ,

Ξ2 =
n+ 2

n
d2 −

n− 1

n
e2 −

α

n+ 2
µ,

Ξ3 =
n+ 2

n
d3 +

n− 1

n
e3 − βµ.

证明 由引理 4.2 和 4.3, 可以直接计算

u−β Re(uβ−1|∇bu|2Di),i =
|∇bu|2

u2

n∑
i,j=1

[
|Dij |2 + 2α

(
1− nα

n+ 2

)
|∇bu|4

u2

]
+

n∑
i=1

|Di|2 +ReDiE
i

+Re

[(
β +

3(n+ 1)

n+ 2
α− 2

)
|∇bu|2

u2
− 1

n
uα−1 +

1

n

n
√
−1u0

u

]
Diui

− α
|∇bu|2

u2
Eiui +

n+ 2

n

|∇bu|2

u2
ReGiui,

u−β Re(uβ+αDi),i = uα−1
n∑

i,j=1

[
|Dij |2 + 2α

(
1− nα

n+ 2

)
|∇bu|4

u2

]
+ (β + 2α− 1)uα−1 ReDiui − αuα−1Eiui +

n+ 2

n
uα−1 ReGiui,

u−β Re(uβ · n
√
−1u0Di),i

= −ReDiG
i +

(
β +

2n+ 3

n+ 2
α− 1

)
Re

n
√
−1u0

u
Diui +

n+ 2

n
Re

n
√
−1u0

u
Giui

+

[
nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
|∇bu|2

u2
+

α

n+ 2
uα−1

]
ReDiui,

u−β Re(uβ−1|∇bu|2Ei),i =
|∇bu|2

u2

n∑
i,j=1

|Eij |
2 +

n∑
i=1

|Ei|2 +ReDiE
i − n− 1

n+ 2
α
|∇bu|2

u2
ReDiui

+

[(
β +

3n+ 2

n+ 2
α− 2

)
|∇bu|2

u2
− 1

n
uα−1

]
Eiui −

n− 1

n

|∇bu|2

u2
ReGiui,

u−β Re(uβ+αEi),i = uα−1
n∑

i,j=1

|Eij |
2 − n− 1

n+ 2
αuα−1 ReDiui

+

(
β +

2n+ 3

n+ 2
α− 1

)
uα−1Eiui −

n− 1

n
uα−1 ReGiui,
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u−β Re(uβ · n
√
−1u0Ei),i = −ReEiG

i +
n− 1

n+ 2
αRe

n
√
−1u0

u
Diui +

n− 1

n
Re

n
√
−1u0

u
Giui

+

[
nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
|∇bu|2

u2
+

α

n+ 2
uα−1

]
Eiui,

u−β Re(−n
√
−1uβu0Gi),i

=
n∑

i=1

|Gi|2 +
nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
Re

n
√
−1u0

u
Diui − βRe

n
√
−1u0

u
Giui

−
[

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
|∇bu|2

u2
+

α

n+ 2
uα−1

]
ReGiui.

直接线性组合以上各式, 命题得证.

在 (4.7) 中, 取

d1 = e1 =
n2α[3n+ 6− (n− 1)α]

(2n+ 1)(n+ 2)2
, d2 = e2 =

nα

n+ 2
,

d3 =
n

2n+ 1

(
3− 7n+ 2

n+ 2
α

)
, e3 =

n(3 + α)

2n+ 1
, µ = 3, β = 1− α,

于是各项系数化为

∆1 =
2n2α[(4n+ 5)α− 3n− 6]

(2n+ 1)(n+ 2)2

(
1− nα

n+ 2

)
, Θ1 = −6n2α(α+ n+ 2)

(2n+ 1)(n+ 2)2

(
1− nα

n+ 2

)
,

Ξ1 =
6nα

2n+ 1

(
1− nα

n+ 2

)
, ∆2 = Θ2 = Ξ2 = Ξ3 = ∆3 = Ξ3 = 0.

注意到
∑n

i,j,k=1 |Dijuk +Eikuj |2 = |∇bu|2
∑n

i,j=1(|Dij |2 + |Eij |2) + 2u2 ReDiE
i, 结合引理 4.1, 将

恒等式 (4.7) 重写为

u−β Re

{
uβ

[(
d1

|∇bu|2

u
+ d2u

α

)
(Di + Ei) + n

√
−1u0(d3Di + e3Ei − 3Gi)

]}
,i

= d1u
−2

n∑
i,j,k=1

|Dijuk + Eikuj |2 + d2u
α−1

[ n∑
i,j=1

(|Dij |2 + |Eij |
2) + 2α

(
1− nα

n+ 2

)
|∇bu|4

u2

]
+Q, (4.8)

其中 Q 为如下二次型:

Q = d1

n∑
i=1

|Di|2 + d1

n∑
i=1

|Ei|2 + 3
n∑

i=1

|Gi|2 − d3 ReDiG
i − e3 ReEiG

i

+∆1
|∇bu|2

u2
ReDiui +Θ1

|∇bu|2

u2
Eiui + Ξ1

|∇bu|2

u2
ReGiui + 2d1α

(
1− nα

n+ 2

)
|∇bu|6

u4
,

其对应的矩阵为

Q =



d1 0 −d3

2
∆1

2

0 d1 − e3
2

Θ1

2

−d3

2 − e3
2 3 Ξ1

2

∆1

2
Θ1

2
Ξ1

2 2d1α(1− nα
n+2 )


.
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4.4 定理 4.1 的证明

当 α ∈ (1, n+2
n ) 时, d1 = nα

n+2 · n[3n+6−(n−1)α]
(2n+1)(n+2) > nα

n+2 > 0, d2 = nα
n+2 > 0. 检查二次型 Q 的正定性:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d1 0 −d3

2

0 d1 − e3
2

−d3

2 − e3
2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n4α(3− n−1
n+2α)

2(n+ 2)(2n+ 1)3
f2(α),

其中 3− n−1
n+2α > 3− n−1

n+2 · n+2
n = 2n+1

n > 0,

f2(α) = −(37n2 + 10n− 2)

(
α

n+ 2

)2

+ 18(3n+ 1)

(
α

n+ 2

)
− 9

> min

{
f2(1), f2

(
n+ 2

n

)}
= min

{
2(4n2 + 40n+ 1)

(n+ 2)2
,
2(2n+ 1)2

n2

}
> 0.

检查 Q 的行列式: detQ =
n6α3(3−n−1

n+2α)
2

(n+2)3(2n+1)4 (1− nα
n+2 )f3(α), 其中

f3(α) = −2(2n− 1)(11n2 + 14n+ 2)

(
α

n+ 2

)2

+ (79n2 + 58n− 2)

(
α

n+ 2

)
− 27n

> min

{
f3(1), f3

(
n+ 2

n

)}
= min

{
2n(4n2 + 37n+ 13)

(n+ 2)2
,
2(n+ 2)(2n+ 1)2

n2

}
> 0.

因此, 当 α ∈ (1, n+2
n ) 时, Q 是正定的二次型.

综上所述, 当 α ∈ (1, n+2
n ) 时, 存在 δ > 0 依赖于 n 和 α, 使得

uα−1 Re

{
u1−α

[(
d1

|∇bu|2

u
+ d2u

α

)
(Di + Ei) + n

√
−1u0(d3Di + e3Ei − 3Gi)

]}
,i

> δuα−1

[ n∑
i,j=1

(|Dij |2 + |Eij |
2) +

|∇bu|4

u2

]
+ δ

[ n∑
i=1

(|Di|2 + |Ei|2 + |Gi|2) +
|∇bu|6

u4

]
.

在上式两侧同时乘以 u1−αηγ , 并在 Hn 上积分, 得

δ

∫ [ n∑
i,j=1

(|Dij |2 + |Eij |
2) +

|∇bu|4

u2

]
ηγ + δ

∫
u1−α

[ n∑
i=1

(|Di|2 + |Ei|2 + |Gi|2) +
|∇bu|6

u4

]
ηγ

6 −γ

∫
Reu1−α

[(
d1

|∇bu|2

u
+ d2u

α

)
(Di + Ei) + n

√
−1u0(d3Di + e3Ei − 3Gi)

]
ηγ−1η,i, (4.9)
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其中 γ > 1 为只依赖于 n 和 α 的常数. 由 Young 不等式, 可得

− γ

∫
Reu1−α

(
d1

|∇bu|2

u
+ d2u

α

)
(Di + Ei)η

γ−1η,i

6 δ

3

∫
u1−α

n∑
i=1

(|Di|2 + |Ei|2)ηγ +
δ

3

∫ n∑
i,j=1

(|Dij |2 + |Eij |
2)ηγ

+ C(n, α)

∫
(u−1−α|∇bu|4 + |∇bu|2)ηγ−2|∇η|2

6 δ

3

∫
u1−α

[ n∑
i=1

(|Di|2 + |Ei|2) +
|∇bu|6

u4

]
ηγ + C(n, α)

∫
u3−αηγ−6|∇η|6

+
δ

3

∫ [ n∑
i,j=1

(|Dij |2 + |Eij |
2) +

|∇bu|4

u2

]
ηγ + C(n, α)

∫
u2ηγ−4|∇η|4,

− γ

∫
Reu1−α · n

√
−1u0(d3Di + e3Ei − 3Gi)η

γ−1η,i

6 δ

3

∫
u1−α

n∑
i=1

(|Di|2 + |Ei|2 + |Gi|2)ηγ + C(n, α)

∫
u1−αu2

0η
γ−2|∇η|2.

将上述两式代入 (4.9), 结合截断函数的性质, 可得

δ

∫ [ n∑
i,j=1

(|Dij |2 + |Eij |
2) +

|∇bu|4

u2

]
ηγ + δ

∫
u1−α

[ n∑
i=1

(|Di|2 + |Ei|2 + |Gi|2) +
|∇bu|6

u4

]
ηγ

6 C(n, α)R−6

∫
u3−αηγ−6 + C(n, α)R−4

∫
u2ηγ−4 + C1R

−2

∫
u1−αu2

0η
γ−2. (4.10)

通过量纲分析, 考虑如下恒等式以处理 (4.10)中的 C1 项, 它可以通过引理 4.2的第 3 个等式 (或

者 Gi 的定义) 直接计算得到:

uα−1 Re(u1−α · n
√
−1u0ui),i = −ReGiui +

α

n+ 2
uα−1|∇bu|2

+
nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)
|∇bu|4

u2
− n2u2

0.

在上式两侧同时乘以 u1−αηγ−2, 并在 Hn 上积分, 得

n2

∫
u1−αu2

0η
γ−2 = (γ − 2)

∫
Reu1−α · n

√
−1u0uiη

γ−3η,i −
∫

u1−α ReGiuiη
γ−2

+
α

n+ 2

∫
|∇bu|2ηγ−2 +

nα

n+ 2

(
n+ 1

n+ 2
α− 1

)∫
u−1−α|∇bu|4ηγ−2.

使用 Young 不等式估计上式右侧, 得

C1R
−2

∫
u1−αu2

0η
γ−2

6 C1

2
R−2

∫
u1−αu2

0η
γ−2 +

δ

2

∫
u1−α

n∑
i=1

|Gi|2ηγ + C(n, α)R−4

∫
u1−α|∇bu|2ηγ−4

+ C(n, α)R−2

∫
|∇bu|2ηγ−2 + C(n, α)R−2

∫
u−1−α|∇bu|4ηγ−2
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6 C1

2
R−2

∫
u1−αu2

0η
γ−2 +

δ

3

∫
u1−α

[ n∑
i=1

|Gi|2 +
|∇bu|6

u4

]
ηγ +

δ

3

∫
|∇bu|4

u2
ηγ

+ C(n, α)R−6

∫
u3−αηγ−6 + C(n, α)R−4

∫
u2ηγ−4. (4.11)

在 (4.11) 中解出 C1R
−2

∫
u1−αu2

0η
γ−2, 并将其代入 (4.10), 得

δ

∫ [ n∑
i,j=1

(|Dij |2 + |Eij |
2) +

|∇bu|4

u2

]
ηγ + δ

∫
u1−α

[ n∑
i=1

(|Di|2 + |Ei|2 + |Gi|2) +
|∇bu|6

u4

]
ηγ

6 C2R
−6

∫
u3−αηγ−6 + C3R

−4

∫
u2ηγ−4. (4.12)

取 ε > 0 充分小待定, 且只依赖于 n 和 α. 直接使用方程 (4.1) 和 Young 不等式, 得到 C2 和 C3

两项的关系:

R−6

∫
u3−αηγ−6 6 εR−4

∫
u2ηγ−4 + C(n, α)R− 4α

α−1

∫
ηγ−

4α
α−1 ,

R−4

∫
u2ηγ−4 = −R−4

∫
u2−α∆buη

γ−4

= (2− α)R−4

∫
u1−α|∇bu|2ηγ−4 + (γ − 4)R−4

∫
u2−αηγ−5 Reuiη,i

6 ε

∫
u−3−α|∇bu|6ηγ + C3R

−6

∫
u3−αηγ−6.

取定 ε > 0 同时满足 ε2C2

1−εC3
< δ

3 和
εC3

1−εC3
< δ

3 , 则根据上述两式, 可得

C2R
−6

∫
u3−αηγ−6 6 δ

3

∫
u−3−α|∇bu|6ηγ + C(n, α)R− 4α

α−1

∫
ηγ−

4α
α−1 , (4.13)

C3R
−4

∫
u2ηγ−4 6 δ

3

∫
u−3−α|∇bu|6ηγ + C(n, α)R− 4α

α−1

∫
ηγ−

4α
α−1 . (4.14)

将 (4.13) 和 (4.14) 代入 (4.12), 得∫
u−3−α|∇bu|6ηγ 6 C(n, α)R− 4α

α−1

∫
ηγ−

4α
α−1 .

取 γ = 4α
α−1 + 1, 根据截断函数的性质以及 |BR| = C(n)R2n+2, 得∫

BR

u−3−α|∇bu|6 6 C(n, α)R2n+2− 4α
α−1 ,

其中

2n+ 2− 4α

α− 1
=

(2n− 2)α− (2n+ 2)

α− 1
< − 4

n(α− 1)
< 0,

这迫使 u 为常数, 进而方程 (4.1) 在 1 < α < n+2
n 时无正解.

5 总结

本文分析了寻找向量场得到微分恒等式的一个新方法. 对于四阶椭圆偏微分方程或二阶椭圆偏微

分方程组, 我们认为也有类似的寻找向量场的不变张量办法. 我们相信该方法对于更一般的椭圆方程

研究会有启发帮助.
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