
§2.1    单电子(H)原子 氢原子的精细结构

2
2

0
0

( ) ( )
4 e
Zei c m c E

r
α ψ ψ

πε
 
− ⋅∇ − + = 
 

r r α

Dirac方程

+Ze

-e

+ mec2

- mec2

0

“Free” electrons with positive energy

“Free” electrons with negative energy

Bound electrons



在非相对论近似下，狄拉克方程近似为

( )
2 4 2

3 2 2 2 2 2

ˆ ˆ 1 1 ˆ ˆ
2 8 2 2

dV dV dV r E
m m c m c r dr m c dr dr

ψ ψ
 

+ − + ⋅ − ⋅ = 
 

p p l s

0
ˆ ˆ ˆ ˆ

m ls dH H H H Eψ ψ + + + = 

mĤ
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是相对论动能修正项, 

是自旋轨道相互作用项,

是势能修正项，又称达尔文项。
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未受扰动的方程为

0
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零级近似的波函数 l snlm mψ 为Pauli波函数或“自旋-轨道”：
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空间波函数：
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mH l snlm mψ由对易关系可知， 是 的本征函数， 在以

表象中是对角化的，相应简并微扰论中久期方程的系数矩阵也是对角化
的，由对角元可以得到能量的修正值

为基矢的ˆ
mH

§2.1    单电子(H)原子 氢原子的精细结构



2 2

1 0 02
0 0

1
2 4 4l l

Ze ZeE nlm H H nlm
mc r rπε πε

  
∆ = − + +  

  

22 2
2

2 2
0 0

1 1 12
2 4 4

l l

n n
nlm nlm

Ze ZeE E
mc r rπε πε

    
 = − + +   
     

2
0

1

lnlm

Z
r a n

=
2

2 2 3 1
0 2

1
( )

lnlm

Z
r a n l

=
+

2

0
0

ˆ ˆ
4
ZeT H

rπε
 

= − − 
 

§2.1    单电子(H)原子 氢原子的精细结构



22 2 2 2 2

1 2 2 2 2
0 0

1 ( ) ( )2
2 2 4 2

mc Z Ze mc Z ZE
mc n n a n

α α
πε

   ∆ = − −   
   

22 2

2 3 1
0 0 24 ( )

Ze Z
a n lπε

  +   +  

( ) ( )2 2
2

2 2 1
2

1 3
2 4

Z Z nmc
n n l
α α  

= − + 

( )2

2 1
2

3
4n

Z nE
n l
α  

= − − + 

§2.1    单电子(H)原子 氢原子的精细结构



2 2 2

2 2 2 2
0

ˆ ( )
2 2 4d

dV d ZeH r
m c dr dr m c

π δ
πε

 
= − ⋅ =  

 

  (达尔文项)

ˆ
dH l snlm mψ在以 为基矢的表象中也是对角化的

2 2

3 2 2
0

00 ( ) 00
2 4

ZeE n r n
m c
π δ

πε
 

∆ =  
 



2 2
2

002 2
0

(0)
2 4 n

Ze
m c
π ψ

πε
 

=  
 



( ) ( )2 2
2

2

1
2

Z Z
mc

n n
α α

=

( )2

n

Z
E

n
α

= −

l = 0

l ≠ 0
3 0E∆ =

§2.1    单电子(H)原子 氢原子的精细结构

0 3 6 9 12

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

R21

R20

R nl(
r)

r/a0



2 2

1 1 ˆˆ ˆ
2ls

dVH
m c r dr

= ⋅l s (自旋-轨道相互作用项)

l snlm mψ在以 为基矢的表象中不是对角化的。
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ˆˆ ˆˆ ( )ls sH rζ= − ⋅ = ⋅Bμ l s



J

L

S

引入总角动量

算符 j2 和 jz 与 l · s以及 对易。

= +j l s
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C-G(Clebsch-Gordan)系数l s jlsm m jm



在新的耦合表象中
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类氢单电子原子的相对论能量修正为
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修正后的总能量为

Dirac方程的精确解为
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非相对论近似：

不计静止质量：



1s1/2(n=1, j=1/2)

2s1/2(n=2, j=1/2) 2p1/2 (n=2, j=1/2)

En
er

gy
 (a

u)

Electron is free

Electron is bound to ion
………..………..

2p3/2 (n=2, j=3/2)

3s1/2 3p1/2

3p3/2 3d3/2

1s (n=1, l=0)

2s (n=2, l=0)

3s (n=3, l=0)

2p (n=2, l=1)

3p (n=3, l=1) 3d (n=3, l=2)

En
er

gy
 (a

u)

Electron is free

Electron is bound to ion
………..………..

2
0

2 2nZEn ε−=

All states with the same n are 
degenerated!

All states with the same n and j  are 
degenerated!

( )2

2 1
2

31
4nj n

Z nE E
n j
α  

= + −  +   

2
2

0
ˆ ( )

2
H V r

m
= − ∇ +

 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

m ls dH H H H H= + + +

( ) ( ) ( , ) ( )
l s l snlm sm nl lm smR r Yψ θ φ χ σ=r( ) ( ) ( , )

l lnlm nl lmR r Yψ θ φ=r
,

( ) ( ) ( , ) ( )
j l s

l s

nlsjm nl l s j lm sm
m m

R r lsm m jm Yψ θ φ χ σ= ∑r

§2.1    单电子(H)原子 氢原子的精细结构



§2.1    单电子(H)原子 氢原子的精细结构



∆ν

ν
(g)(f)(e)(d)(c)(b)(a)

(g)
(f) (e)

(d)

(c)
(b)(a)

32D5/2
32D3/2

32P3/2
32P1/2

32S1/2

22P3/2

22P1/222S1/2

n = 3

n = 2
1

0, 1
l
j

∆ = ± 
∆ = ± 10.328cmν −∆ ≈

作业2.3：计算光谱测量到
的氢原子Hα的双线间隔。

10.328cmν −∆ ≈

电偶极跃迁的选择定则
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对于重的类氢离子体系(Z >> 1)，从简单的Bohr
模型可以估算出基态电子的速度：

对于氢原子：

对于类氢铀离子(Z=92):

cZv )(α=
光速

00729.0137/1 ≈≈Zα

67.0≈Zα

电子的运动速度接近光速！必
须考虑相对论效应！
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1s (nonrel.)

1s1/2 (rel.)
2s1/2 (rel.)

2p3/2 (rel.)



1s1/2 (n=1, j=1/2))

2s1/2(n=2, j=1/2) 2p1/2 (n=2, j=1/2)

2p3/2 (n=2, j=3/2)

Ly-α1

Ly-α2

Example: Fine-structure splitting in 
H-like uranium ion.

作业2.4：计算类氢铀离子Ly-α1 和 Ly-α2 线的能
量，并和实验结果比较。

(eV)
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( ) ( ) ( , )
l lnlm nl lmR r Yψ θ φ=r

傅里叶变换

( ) ( ) ( )nlm nlm nl lm pN P p Yφ = Ωp

2( ) ( )i p iF p d pψ= Ω∫
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