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0 预备知识：  量子力学近似方法 
 

在量子力学中，只有少数问题可以精确求解，因而，近似方法对量子力学应

用到原子分子物理中解决具体问题十分重要。在本课程展开之前，先回顾一下量

子力学中几种常用的近似方法。 
 

0.1 定态微扰论(Time-independent perturbation theory) 
 

微扰理论是用来处理体系受到微小的扰动而改变的情形的，设体系的哈密顿

量 H 不显含时间 t，并可以分成两部分： 

0H H Hλ ′= +                             (0.1.1) 

H0 是体系不受外界扰动时的哈密顿量，其本征方程可以精确求解 

0 k k kH Eψ ψ=                              (0.1.2) 

λH’ 是体系受到的与时间无关的微小扰动，λ是一个标记微扰计算不同级数

的参数。与 H0 的本征值相应的本征函数ψk构成正交完备集。如果ψi和ψj属于该

集，则有： 

i j ijψ ψ δ=                              (0.1.3) 

我们要近似求解的本征方程为: 

H Eψ ψ=                                (0.1.4) 

   ψ 和 E 的体系本征函数和能级。 
 
0.1.1 非简并情形(Non-degenerate case) 
 

假设未扰动的能级 Ek 是非简并的，并且扰动项λH’引起的能量改变，远小于

相邻能级的间隔。我们按λ的幂级数展开ψ 和 E， 

( )

0

n n

n
ψ λ ψ

∞

=

=∑                             (0.1.5) 

                        ( )

0

n n

n
E Eλ

∞

=

=∑                             (0.1.6) 

将(0.1.5)和(0.1.6)式带入(0.1.4)，有 
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               (0.1.7) 

展开并按λ的幂次整理，得 
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该式对任意λ均成立，则各幂次的系数均等于零，由零次幂系数，得， 
(0) (0) (0)

0H Eψ ψ=                          (0.1.9) 

可见， 
(0)

kψ ψ≡ ， (0)
kE E=                      (0.1.10) 

就是未受扰动的零级本征函数和本征能量。 
由一次幂的系数，得， 

(1) (0) (0) (1) (1) (0)
0H H E Eψ ψ ψ ψ′+ = +               (0.1.11) 

由二次幂的系数，得， 
(2) (1) (0) (2) (1) (1) (2) (0)

0H H E E Eψ ψ ψ ψ ψ′+ = + +         (0.1.12) 

等等。 
现在的问题是，如何利用精确求解得到的未受扰动的零级本征函数ψk 和本

征能量 Ek 来求扰动后的能量和波函数，在一阶近似下，就是要求ψ(1)和 E(1)。 
利用ψk作为基函数展开ψ(1)， 

(1) (1)
m m

m
aψ ψ=∑                         (0.1.13) 

将(0.1.13)代入(0.1.11)，可以得到， 
(1) (1)

0( ) ( ) 0k m m k
m

H E a H Eψ ψ′− + − =∑               (0.1.14) 

左乘ψl
*，并全空间积分，利用 H0ψm = Emψm以及 H0 本征函数的正交归一性，有， 

(1) (1)( ) 0l l k l k kla E E H Eψ ψ δ′− + − =              (0.1.15) 

在 l=k 时，由上式可以得到一阶能量修正， 
(1)

k k kkE H Hψ ψ′ ′= =                     (0.1.16) 

显然，它是微扰算符 H’在零级波函数下的期望值。 
在 l≠k 时，由(1.1.15)式可以得到， 

(1) l k lk
l

l k l k

H Ha
E E E E

ψ ψ′ ′
= =

− −
                  (0.1.17) 

不失一般性，取 (1) (0) (1) 0ψ ψ= =ka ，则波函数的一阶近似项为 

(1)

( )

mk
m

m k k m

H
E E

ψ ψ
≠

′
=

−∑                     (0.1.18) 

因而，在一阶近似下(取λ=1)， 

                           k kkE E H ′= +                          (0.1.19) 
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mk
k m

m k k m

H
E E

ψ ψ ψ
≠

′
= +

−∑                   (0.1.20) 



 3

(0.1.12) 式 两 边 左 乘 ψk
* 并 全 空 间 积 分 ， 由 于 H0 是 厄 密 算 符 ， 有

(2) (2) (2)
0 0k k k kH H Eψ ψ ψ ψ ψ ψ= = ，由此， 

(2) (1) (1)
kE H Eψ ψ′= −                   (0.1.21) 

将(0.1.18)代入上式，可以得到二级能量修正， 
2

(2)

( )

km

m k k m

H
E

E E≠

′
=

−∑                      (0.1.22) 

因而，二级近似下体系的能量为 
2

( )

km
k kk

m k k m

H
E E H

E E≠

′
′= + +

−∑                 (0.1.23) 

 
 
 
0.1.2 简并情形(Degenerate case) 
     

假设未扰动的能级 Ek有简并存在，设为α重简并，即有α个未扰动的波函数

ψkr(r=1,2,…α，为标志简并的量子数)对应相同的能级 Ek。 

                             0 kr k krH Eψ ψ=                      (0.1.24) 

并假设已经正交归一化，即 

kr ls kl rsψ ψ δ δ=                     (0.1.25) 

假设准确的零级波函数为χkr，它是ψkr的线性组合， 

1
kr rs ks

s

c
α

χ ψ
=

=∑    (r=1,2,…α)             (0.1.26) 

同样，按λ的幂级数展开ψ 和 E， 
(1) 2 (2)

krψ χ λψ λ ψ= + + +"                (0.1.27) 

(1) 2 (2)
kE E E Eλ λ= + + +"                 (0.1.28) 

代入(0.1.4)式，并使λ的各幂次系数为零可得， 

0 kr k krH Eχ χ=                        (0.1.29) 

(1) (1) (1)
0 kr k krH H E Eψ χ ψ χ′+ = +               (0.1.30) 

以ψkr为基函数展开ψ(1)， 
                          (1) (1)

ms ms
m s

aψ ψ=∑∑                      (0.1.31) 

将(0.1.31)式和(0.1.26)式代入(0.1.30)式，并利用 H0ψms=Emψms，得 
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(1) (1)( ) ( ) 0m m k ms rs ks
m s s

a E E c H Eψ ψ′− + − =∑∑ ∑         (0.1.32) 

左乘ψku
*并全空间积分，得 

(1) (1)( ) [ ] 0m m k ku ms rs ku ks us
m s s

a E E c H Eψ ψ ψ ψ δ′− + − =∑∑ ∑     

(u = 1,2,…α)        (0.1.33) 

当 k=m 时 Em=Ek，而当 k≠m 时 0ku msψ ψ = ，因而上式的第一项等于零，我们

得到， 

(1)

1

[ ] 0rs ku ks us
s

c H E
α

ψ ψ δ
=

′ − =∑  

(u = 1,2,…α)        (0.1.34) 
由此得到 crs满足的线性齐次方程组，有非零解的条件是系数行列式等于零， 

(1)det 0ku ks usH Eψ ψ δ′ − =  

(u,s = 1,2,…α)        (0.1.35) 
这是 E(1)的α次方程(久期方程)，设有α个实根 E1

(1)、E2
(1)、…Eα

(1)，如果没有重根，

则在一级近似下能级的简并将完全撤除，零级的能级 Ek 将分裂为α个能级。代回

到(0.1.34)式可以解出相应的系数，从而定出准确的零级波函数χkr。然而如果 E(1)

有部分重根，则能级简并没有完全撤除，相应的波函数也就不能完全确定。 
 
0.2 含时微扰(Time-dependent perturbation theory) 
 

如果体系的总哈密顿量 H 可以分成如下两部分 

0 ( )H H H tλ ′= +                      (0.2.1) 

其中 H0 是未受扰动的与时间无关的哈密顿量，其本征方程可以精确求解 

0 k k kH Eψ ψ=                         (0.2.2) 

同样我们假设其定态的本征函数构成正交归一的完备集。与定态微扰所不同的

是，微扰项是含时的，即体系受到的扰动随时间改变。 
含时的薛定谔方程 

0
0 0i H

t
∂Ψ

= Ψ
∂

=                       (0.2.3) 

的通解为 
/(0)

0
kiE t

k k
k

c eψ −Ψ =∑ =                   (0.2.4) 

ck
(0)是常系数。 

由于ψk构成完备集，所以含时的薛定谔方程 

i H
t

∂Ψ
= Ψ

∂
=                         (0.2.5) 

的通解Ψ可以展开成 
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/( ) kiE t
k k

k

c t eψ −Ψ =∑ =                  (0.2.6) 

很显然，未知的展开系数 ck(t)与时间有关。假设上式的Ψ已经归一化，则
2( )kc t 的

意义就是在 t 时刻，发现体系处在ψk态的几率，而 ck(t)则称为相应的几率幅。同

样，从(0.2.4)式出发，
2(0)

kc 表示系统在受到扰动之前发现处于定态ψk的几率。 

为了找出系数 ck(t)，将(0.2.6)式代入(0.2.5)式，并应用(0.2.1)式和(0.2.2)式，

我们可以得到， 
/ /( ) ( ) ( )k kiE t iE t

k k k k
k k

i c t e c t H t eψ λ ψ− −′=∑ ∑= =�=            (0.2.7) 

两边左乘ψb
*并全空间积分，并利用 b k bkψ ψ δ= ，可得 

/ /( ) ( ) ( )b kiE t iE t
b k b k

k
i c t e c t H t eψ λ ψ− −′= ∑= =�=           (0.2.8) 

( ) /1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ω

λ ψ ψ

λ

−−

−

′=

′=

∑

∑

=� =

=

b k

bk

i E E t
b b k k

k
i t

bk k
k

c t i H t c t e

i H t c t e
          (0.2.9) 

其中 

( ) ( )bk b kH t H tψ ψ′ ′=                  (0.2.10) 

而ωbk是 Bohr 角频率 
b k

bk
E Eω −

=
=

                      (0.2.11) 

如果扰动项λH′很弱，我们可以将系数 ck按λ的幂级数展开， 
(0) (1) 2 (2)

k k k kc c c cλ λ= + + +"                 (0.2.12) 

将其代入(0.2.9)式并使方程两边λ同次幂系数相等，可得 
(0) 0bc =�                                         (0.2.13a) 

(1) 1 (0)( ) ( ) bki t
b bk k

k
c i H t e cω− ′= ∑� =                        (0.2.13b) 

#          #           #   
( 1) 1 ( )( ) ( ) bki ts s
b bk k

k
c i H t e cω+ − ′= ∑� =   

         s = 0, 1, 2, …                         (0.2.13c) 
上式可以积分得到各阶的系数。第一个方程(0.2.13a)表示零阶系数 ck

(0)与时间无

关，如前所述，常系数 ck
(0)表征了系统的初始状态。 

为了简单起见，我们讨论这样一个系统，初始(即 0t t≤ )处在能量 Ea 本征态

ψa，则 

                              (0)
k kac δ=                      (0.2.14) 
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将其代入(0.2.13b)式，我们有 
(1) 1( ) ( ) ( ) bai t
b bac t i H t e ω− ′=� =           (0.2.15) 

其中 ( ) /ba b aE Eω = − =。这个方程的解为 

0

(1) 1( ) ( ) ( ) ba
t i t

b bat
c t i H t e dtω ′− ′ ′ ′= ∫=           (0.2.16) 

选择该积分的常数项，使得在 t=t0时刻 cb
(1) = 0。 

因此，在一阶近似下(取λ=1)， 

                            (0) (1)( ) ( )k k kc t c c t= +                (0.2.17) 

    初始处在本征态ψa 的系统在 t0 时刻受到含时的微扰，则体系的状态将发生

改变，而处于各本征态的叠加态，在一阶近似下 
/ /(1)( ) [ ( )]k kiE t iE t

k k ka k k
k k

c t e c t eψ δ ψ− −Ψ = = +∑ ∑= =         (0.2.18) 

在 t 时刻测量该系统，则发现系统处在ψb (b≠a)态的几率 (又称为 a→b 的跃迁几

率) 为 
2(1)( ) ( )ba bP t c t=                   (0.2.19) 

假设微扰项 H′在 t=0 时刻施加给系统，而在 t 时刻撤除，在此期间 H′不随时

间改变(常微扰)，则 

(1) ( ) ( 1)bai tba
b

ba

Hc t e ω

ω
′

= − −
=

              (0.2.20) 

2 2(1)
2

2( ) ( ) ( , )ba b ba baP t c t H F t ω′= =
=

         (0.2.21) 

其中 

2

1 cos( , ) ba
ba

ba

tF t ωω
ω

−
=

                        (0.2.22) 

t2/4

t2/2
F(t,ω)

ω
-4π/t -2π/t 4π/t2π/t

 
图 0.2.1 

 
函数 F(t,ωba)随ωba 变化的曲线如图 0.2.1 所示。 
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对于固定的时间 t，由于 F(t,ωba)在ωba = 0 处有一个宽度为 2π/t 的尖峰，所以，

只有到那些ωba 偏离 0 小于 2π/t 的末态 b 的跃迁才有明显的跃迁几率。换句话说，

a→b 的跃迁主要向那些能量 Eb 处在初始能量 Ea 附近 2 /δ π∼ =E t 宽度范围内的

态跃迁。 
当 t 足够长时，按微观的时间刻度可以认为 t→∞，利用 

2

1 coslim ( )ba
bat

ba

t
t
ω δ ω

πω→∞

−
=                      (0.2.23) 

我们可以得到跃迁几率 
2 2

2

2 2( ) ( ) ( )ba ba ba ba b a
t tP t H H E Eπ πδ ω δ′ ′= = −

= =
     (0.2.24) 

相应的跃迁速率(表征跃迁的快慢) 
22( ) ( )ba ba ba b a

dW P t H E E
dt

π δ′= = −
=

            (0.2.25) 

上式表明，对于常微扰，当作用时间相当长的情况下，跃迁速率与时间无关，而

且末态能量 Eb=Ea，否则跃迁几率将为零。 
     

实际情形中，不仅需要处理到特定态ψb 的跃迁，还常常要处理到能量为 Eb′

的一组状态 b′的跃迁，Eb′ 处于(Eb-η, Eb+η)之间。设 Eb′ 的能态密度为ρb′ (Eb′)，
即单位能量状态 b′的数目，则初态 a 到一组末态 b′ 的一级近似跃迁几率  

             2
2

2( ) ( , ) ( )b

b

E

ba b a b a b b bE
P t H F t E dE

η

η
ω ρ

+

′ ′ ′ ′ ′−
′= ∫=           (0.2.26) 

如果η足够小，则 H′ b′a 和ρb′ 在积分范围内可以看作常数，则 
2

2

2( ) ( ) ( , )b

b

E

ba ba b b b a bE
P t H E F t dE

η

η
ρ ω

+

′ ′−
′= ∫=

            (0.2.27) 

进一步假设 t 很大，满足 

2 / tη π� =                        (0.2.28) 

我们有 
2

2
/ 2

sin( , )
x t

xF t d t dx t
xω

ω ω π
+∞ +∞

−∞ −∞
=

==∫ ∫                (0.2.29) 

因而 

( , ) ( , )a

b

E

b a b b a b aE
F t dE F t d t

η

η
ω ω ω π

+ +∞

′ ′ ′ ′− −∞
=∫ ∫� = =          (0.2.30) 

(0.2.27)式化为 
22( ) ( )ba ba bP t H E tπ ρ′=

=
                  (0.2.31) 

其中用到了 E=Eb=Ea。可见跃迁几率与时间 t 成正比。相应的跃迁速率为 

22( ) ( )ba ba ba b
dW P t H E
dt

π ρ′= =
=

              (0.2.32) 

该式首先由 Dirac 推导出来，常称为 Fermi’s Golden Rule。 
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习题： 
1．设一维非简谐振子的哈密顿量为 

    
2 2

2 2 3
02

1
2 2

dH x x
dx

μω β
μ

= − + +
=

，(β为常数) 

设非简谐项很弱，试用微扰论计算其能量及能量本征值。 
 
2．一维无限深势阱(0<x<a)中的粒子，受到微扰 
                        

0<x<a/2 
 

a/2<x<a 
 
的作用，求基态能量的一级修正。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
( )

2 (1 )

x
aH x

x
a

λ

λ

⎧
⎪⎪′ = ⎨
⎪ −
⎪⎩
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