
第四讲：分子的对称性与群论基础

对称操作的矩阵表示
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直观描述 精确的数学表达式



1. 坐标变换
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对称操作的矩阵表示

r xi yj zk  
vv vv

给定坐标系下，空间中任一点坐标表示为

  
x

i j k y
z

 
   
 
 

vv v 坐标向量

列向量

基矢向量

行向量

P

'P R̂

ˆ '
  

R
R

对称操作 作用下，点P移动到P

新旧坐标之间通过矩阵 相联系

 3 3

'
'
'

x x
y y
z z



   
      
   
   

R R̂R即是对称操作 的矩阵表示

PP R  ˆ



1. 坐标变换
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对称操作的矩阵表示

(1) 恒等操作
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ˆ :E的矩阵表示

(2) 中心反演
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:ˆ 的矩阵表示i



1. 坐标变换
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对称操作的矩阵表示




cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
nz

 
 

 
    
 
 

C

 
 

sin cos

sin cos cos sin sin
cos sin

x r

r
x y

  

    
 

  

 

 

' sin cosy x y   'z z

' cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

x x
y y
z z

 
 

    
         
        

即：

   
     

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

k
k k
k k
 
 

 
   
 
 

k
n nC C推广：

  1-1
n

cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

 
  

 
    
 
 

nC C

ˆ k
nC   1

1ˆ ˆ n

n nC C


 

2
n
 

(3) 真转动  zCn
ˆ



1. 坐标变换
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对称操作的矩阵表示

 ˆv xzz  反映操作 包含 轴，与 夹角为

 ˆ ˆh xy 反映操作 即

1 0 0
ˆ 0 1 0

0 0 1

h

x x x x
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z z z z
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                  
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
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(4)反映对称



1. 坐标变换
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对称操作的矩阵表示

1 2
ˆ ˆR R 1 2R R首先， 的矩阵表示为

      1 2
ˆ ˆx x x x x x
R Ry y y y y y

z z z z z z

             
                            
                        

1 2 2 1R R R R

ˆ ˆˆn h nS C h nσ C因此， = 的矩阵表示为

2 2 2 2cos sin 0 cos sin 0
1 0 0

2 2 2 2sin cos 0 0 1 0 sin cos 0
0 0 10 0 1 0 0 1

n n n n

n n n n

   

   

       
    
                      

   

n n hS (z) C σ

(5)像转动



2. 函数变换
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对称操作的矩阵表示

1）问题：    
ˆ

, , ?Rf x y z f r 点的坐标变了

函数形式变了
 ' 'f r

x yp p直观图像： 经过旋转操作变成

变换前函数 变换后函数

'r r数学定义：变换前函数在 的值等于变换后函数在 的值

   ' 'f fr r     ˆ ˆRf R fr r

    1ˆ ˆRf f Rr r

'
'
'

x x
y y
z z

   
      
   
   

R




2. 函数变换
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对称操作的矩阵表示

     1
4 4

ˆ ˆ2 2x xC p p Cr r根据定义：

0 0

1 3 0 0
4 4

cos 270 sin 270 0
ˆ ˆ sin 270 cos 270 0

0 0 1

x x x y
C y C y y x

z z z z



        
                   

                

而

 
2 2 2 2/2

x 4
ˆ2) 2 sin cos , 2 ?x y zr

xp Nr e Nxe C p      例 求

     4
ˆ , , , ,C z f x y z f y x z  

    2 2 2 2
4

ˆ 2 2
y x z

x yC z p Nye p
   

  
直观图像

       4 4
ˆ ˆ2 2 , 2 2y x z zC z p p C z p p  同理，



3.函数空间作为对称操作的表示空间
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对称操作的矩阵表示

考虑一组线性独立的函数： nfff L21 ,
其所有的线性组合构成一个线性空间：

HfCg
i

ii  HggR  'ˆ

 nffH L,1

则称该函数空间构成对称操作 的一个表示空间（不变

空间或荷载空间）。称 为 H 的基函数。

R̂
 if

如果在对称操作下满足封闭性,即：

若： 则：

由一组基函数的变换性质，可以得到对称操作的一个矩阵表示：

     
nn

nnn RR
RR

fffggfffR



















LLL

L

L

LLL 2221

1211

21121 ,,,,,ˆ



3.函数空间作为对称操作的表示空间
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对称操作的矩阵表示

例：
    ?,2,,, 3

ˆ2222
321  Cyxxyyxfff 为基以

 rRfrfR vv 1ˆ)(ˆ 
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ˆ 1
3

坐标逆变换：



3.函数空间作为对称操作的表示空间
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对称操作的矩阵表示

 

     
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2
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0
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,,,,ˆ
3213213 ffffffC
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



















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3C

---- 的一个三维表示。3Ĉ



3.函数空间作为对称操作的表示空间
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对称操作的矩阵表示

 3v a vC xz 推广到 点群的其他操作，选择 为

3C  v xz

'v

''v
 1ˆV

x x
xz y y

z z
 

   
       
   
   

Q

   1 2 3 1 2 3

1 0 0
ˆ , , , , 0 1 0

0 0 1
V f f f f f f

 
    
 
 


















100
010
001

Vσ

2 2
3 3 3 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= ' , '' ,v v v vC C C C C    由乘法关系 ， 可得其他矩阵表示

   2 2 2 2
1 2 3, , , 2 ,f f f x y xy x y  



3.函数空间作为对称操作的表示空间
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对称操作的矩阵表示

选取基函数为：

可以得到 C3V 点群6个对称操作的矩阵表示 （1 ）：

   2222
321 ,2,x,, yxxyyfff 

















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010
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E


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
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
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






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02/123
0232/1

3C




















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02/123
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2
3C


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

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



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010
001

Vσ


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


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






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Vσ
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
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













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02/123
0232/1

Vσ



3.函数空间作为对称操作的表示空间
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对称操作的矩阵表示

矩阵与对称操作具有相同的乘法关系


















nn
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
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
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LL
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11 ),,(),,(ˆ



















































nn

n

nn

n

n

nn

n

nn

R

RR

S

SS
ff

R

RR
ffSffRS

LL

MMM

L

LL

MMM

L

L

LL

MMM

L

LL

111111

1

111

11

),,(

),,(ˆ),,(ˆˆ



3.函数空间作为对称操作的表示空间
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对称操作的矩阵表示

3C  v xz

'v

''v

   2 2
1 2 3 3, , , 2 , vg g g x xy y C例2：以 为基,得 群各操作的矩阵表示




















412343
432/143

4/3234/1
3C


















100
010
001

Vσ

= , ,   2 2
3 3 3 V V 3 V V 3E I C C C σ σ C σ σ C，

注意到，基函数间有如下变换关系

   2 2 2 2 2 2

1/ 2 0 1/ 2
, 2 , , 2 , 0 1 0

1/ 2 0 1/ 2
x xy y x y xy x y

 
     
 
 

   1 2 3 1 2 3, , , ,g g g f f f P记为：

1 2 0 1 2
0 1 0

1 2 0 1 2

 
   
 
 

P

1

1 0 1
0 1 0
1 0 1



 
   
  

P

等价变换
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对称操作的矩阵表示

则相应表示矩阵间有变换关系：    PΓRPΓR 1
1

2


         1 2 3 1 2 3 2 1 2 3 2
ˆ , , , , , ,R g g g g g g f f f     R P RQ证明：

       1 2 3 1 2 3 1 2 3 1
ˆ ˆ, , = , , , ,R g g g R f f f f f f       P R P而同时

           1 2 3 2 1 2 3 1, , , ,f f f f f f             1
2 1R ΓR PR P R ΓP P

 等价表示：等价表示本质上是相同的表示，它们都表

达了对称操作（算符）在同一个函数空间（x,y的二次

齐次函数）的作用效果，只是基函数的选取不同，相

应矩阵间存在相似变换
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对称操作的矩阵表示

3C

1f

2f 3f

   3 1 2 3 2 3 1Ĉ f f f f f f

 1 2 3

0 0 1
1 0 0
0 1 0

f f f
 
   
 
 

1f

2f 3f

4f

4C

   4 1 2 3 4 2 3 4 1Ĉ f f f f f f f f

 1 2 3 4

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

f f f f

 
 
 
 
 
 

 3 1 2 3
ˆ , , 3C f f f以 为基函数的 维矩阵表示

 4 1 2 3 4
ˆ , , , 4C f f f f以 为基函数的 维矩阵表示

以分子中的原子轨道作为基函数


