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第六讲：分子的对称性与群论基础

群论与量子力学

1. 分子波函数对称性分类
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微观体系的状态，是用一组相互对易的力学量的共同本征
函数系来分类的。例如：

氢原子：
双原子分子：

Ĥ 2L̂ zL̂

Ĥ )ˆ(ˆ
zz LL

在分子的平衡构型下，分子的电子哈密顿量和分子振动哈
密顿量都在对称操作下不变，因此对称操作算符与分子的
电子哈密顿量、振动哈密顿量对易。

一般地，将满足上述条件的算符称为点群的对称算符。

RHHR ˆˆˆˆ  GRˆ HRHR ˆˆˆˆ 1 

多原子分子？ 找不到相互对易的力学量集合
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1. 分子波函数对称性分类
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分子的波函数构成分子点群的不可约表示的基函数，从而
分子波函数可按点群的不可约表示分类

非简并波函数构成点群的一个一维表示的基。

（i）非简并情形

iiiH  ˆ
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ii RRH  

也是哈密顿算符的本征函数，且本征值为

，它只能与 差常数。
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4

是常数，

仍是哈密顿算符本征值为 的本征函数：

（ii）简并情形

这组简并波函数在对称操作 R 作用下满足封闭性，以它为基，可得
对称操作 R 的矩阵表示：
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展开系数

这组简并波函数构成点群
的 g 维表示的基。
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分子的电子或振动波函数可以按点群的不可约表示分类，能级简并度
等于不可约表示的维数。

若分子哈密顿的是点群的对称算符，则分子的波函数构成分子所属点
群的不可约表示的基函数。

如果：能级兼并度完全由体系的几何构型对称性决定，则：这个g 维
表示是点群的不可约表示。

3NH
VC3 EAA ,, 21

OH 2 VC2

能级简并度为1或2

能级简并度为1

若能级的简并不是由体系的几何对称性引起的（称偶然简并），则这
个g 维表示可以是可约表示。但这种情形在分子体系中极为罕见。

例如：

不可约表示：

不可约表示：
2121 ,,, BBAA
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2. 不可约表示基函数的正交性
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例：

gA
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该积分如果不为 0, 必须 与 同是奇函数，或者同是偶

函数。即：它们必须属于 Ci 点群的同一不可约表示。

1f 2f

考虑单变量函数作为 Ci 点群的不可约表示的基函数，则：

—— 偶函数

—— 奇函数

积分：

推广:属于不同不可约表示的基函数相互正交

Ci E i

Ag 1 1

Au 1 
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2. 不可约表示基函数的正交性
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证明：

即属于不同的不可约表示的基函数相互正交。（基函数正交定理）

定理6：设 和 属于群G的不可约表示 和 ，
则：

设: 
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由群表示基函数的定义: 

因定积分为一数值,故: 
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右=

上式对所有对称操作求和,得：

（广义正交定理）
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不可约表示基函数正交定理对于群论的化学应用具有重要的意义

基函数正交定理及其下面的推论可以告诉我们这些积分是
否为零

?ˆ  Q?

例如：在微扰论和线性变分法计算中，特别是分子轨道计算
和分子光谱的跃迁选律中，都经常需要计算这样的积分：
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2. 不可约表示基函数的正交性
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* 上述定理和推论不告诉不为零的积分的具体数值。

*   上述定理和推论只是给出积分不为零的必要条件。

即：即使满足对称性要求，也不保证积分一定是零。（也可能由于其

他原因使积分为零或接近为零）。

推论5 称为非零矩阵元判断定理（或称非零积分判断定理）

推论5：设分子的波函数 和 属于分子点群的不可约表示
和 ，物理量 按不可约表示 变化，则积分：

不为零的必要条件是 包含 。
   dQ ji

ˆ
i j

i
j Q̂ h

jh  i

或者说： 必须包含全对称表示。jhi 
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其本征函数（分子轨道）属于点群的不可约表示：

应用示例一：双原子分子(异核)的 MO 法处理

Rrr
h

ba
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1ˆ 2
1 

2211  cc 

单电子哈密顿算符为：

RhhR ˆˆˆˆ  GRˆ

单电子哈密顿算符是 点群的对称算符：

其中 为原子轨道(AO)。21, 
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应用示例一：双原子分子(异核)的 MO 法处理

∴  只有对称性相同的原子轨道才能组合成分子轨道。

则由非零矩阵元判断定理可严格得出：

能否有效组合成分子轨道取决于积分：

 )1(1 s  )2(2 xp

21
ˆ h

设 分别为A原子的1s轨道和B原子的2px轨

道。

21, 

0ˆ
21   h

21, 

因此，A原子的1s轨道和B原子的2px轨道不能有效组合成分子轨道。

2211  cc 考虑：
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2. 不可约表示基函数的正交性
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其中 分别为基态和激发态波函数， 为跃迁矩算符，

可以为电偶极、四极、磁偶极等；但对于线性光吸收和光发射，最重

要的是电偶极矩算符：

应用示例二： 光谱跃迁选律

例如，若 ，则跃迁是电偶极允许的，且
谱带是 x 方向偏振的。
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21  x
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由含时微扰理论，两个量子态间的光跃迁能
否发生，取决于积分：

其三个分量的对称性与笛卡尔坐标分量相同。
由非零矩阵元判断定理可得积分不为零的条件：

21, 
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3. 不可约表示基函数的构成法（投影算子）
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使 是不可约表示的基。

一组普通函数 ，不是不可约表示的基函数，想通过它
们的线性组合得到不可约表示的基函数，即：将它们线性组合，且
选组合系数：

例：分子轨道法中，原子轨道相互作用形成MO：

),,( 21 Lff

 L 2211 fcfc kkk

MO  （LCAO）：

其中涉及许多积分运算。由于MO属于点群的不可约表示，如果先将
AO组合为对称匹配线性组合，再具体计算，基的正交性将使计算简
化：
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3. 不可约表示基函数的构成法（投影算子）
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定理7：引入不可约表示的投影算子：

如果 为 可以作用的任一函数，则
属于 的不可约表示 。（不可约表示 的基函数）
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h
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P

R
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ii ˆ)(ˆ
ˆ

 

f GRˆ fPg ii ˆ
G i i

新函数是一些函数的一个线性组合，它是不可约表示的基。 称为对
称匹配的线性组合（SALC）。

注意：原子轨道的SALC一般不是分子轨道，但特殊情况下可能就是
分子轨道。
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4. 示例
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（2）环丙烯基属 D3h 点群，用 C3 子群处理。特征标表为：

（1）设３个 C 的 2pz轨道：

环丙烯基（ ）的大  键问题

其中 ：

321 ,, fff
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2f

3f

33HC

C3 E C3 C3
2

A 1 1 1

E1 1  

E2 1  
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（3）AO基变换 ：
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*   推广：每个基（AO）对可约表示特征标的贡献：
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f1 f1 f2 f3
f2 f2 f3 f1
f3 f3 f1 f2

 3 0 0
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得：

代入，得：

（4）可约表示分解：
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EAEEA  21

由３个 C 的 2pz轨道，可以组合出1个 A 对称性的分子轨道，2个
E 对称性的（简并）分子轨道。

C3 E C3 C3
2

A 1 1 1

E1 1  
E2 1  

 3 0 0
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代入，得：

（5)  求SALC 
：

变为实系数：
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三个SALC （“对称轨道”）的图形为：



E2E1
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5. 分支规则
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例：

由于子群的群元素之间的乘法关系与在母群中是一样的，
因此母群与子群不可约表示之间是按照某些固定的规则相
联系，称分支规则。 （相关表）
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5. 分支规则
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正八面体

应用示例： d轨道晶体场分裂

22222 322 rzyxzd
z


22

22 yxd
yx




xydxy  yzd yz zxd zx 

自由离子的五个d轨道是简并的（忽略旋轨耦合）。在晶体场中，因
对称性降低，五个d轨道的简并将解除或部分解除。五个d轨道将按晶
体场对称性分类：

变形八面体（拉长）

b1

a1

b2

e
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5. 分支规则
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),( 222 yxz
dd

 ge

),,( xzxzxy ddd gt2

hO hD4

ga1

gb1

gb2

ge

2z
d

22 yx
d



xyd

),( yzxz dd

x,y,z三个方向等价 （x,y）等价，但不与z方向等价

群论与量子力学

24

群论与量子力学



5

习题
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1f

2f

3f

 1 2 3 3, ,f f f



如图，环丙烯基，以 为基，采用C 子群，进行可约

表示分解，并导出大 键的群轨道

分子的对称性与群论基础—— 小结
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1. 对称元素和对称操作的类型；

2. 群的基本知识（群的定义、乘法表（重排定理）、子

群、共轭、类、同构）；

3. 分子点群的判断、分子对称性与分子的电偶极矩和旋

光性；

4. 对称操作的矩阵表示；

5. 群表示（定义、可约与不可约表示、不可约表示的特

征标表）；

6. 不可约表示的性质：广义正交定理、特征标正交定理、

可约表示的分解、基函数正交定理、投影算符方法；

7. 分子波函数可按点群的不可约表示分类、直积表示、

分支规


