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前   言 

本书是我们在中国科学技术大学讲授“物质结构”课程所编的讲义的基础上多次补充、修改而成的。 

目前，用量子理论处理原子、分子和固体的结果已能根据微观粒子的相互作用来解释和预言很多宏观

上所能观察到的规律。因此，这门课的目的在于使化学、材料科学、生物等专业的学生能在量子理论的基

础上了解化学和化学物理的有关现象与物质的微观结构的本质联系，以及掌握有关揭示物质微观结构的理

论和实验方法。本书从量子理论的建立和发展讲起，并在了解原子的电子结构的基础上，进而讨论原子的

集合体——分子和固体的结构。本书主要由四部分组成：(1)非相对论量子力学的基本原理；(2)原子的电子

结构和原子光谱；(3)分子结构和分子光谱；(4)固体结构。 

本书在选材上尽量用较新的科研成果和量子观点(分子轨道理论，能带论等)来阐明物质的微观结构，比

一般的物质结构教科书增加了算符理论、微扰理论、群表示理论、多原子分子光谱、固体的电子结构和能

带理论等内容。这样，本书就包括了量子力学、量子化学、分子光谱学和固体物理学中的基本内容，以使

学生打下更为坚实的理论基础。 

考虑到化学系的学生往往不习惯于将其所学到的数理知识应用于具体科研问题的理论分析和处理，因

此本书在写法上有意加强了这方面的训练：对于重要的结果，或用较少的数学运算就能得到的结果，并不

回避用高等数学进行严格推导，且对其物理意义作理论分析。对于那些需用冗长的数学运算而又易弄混其

物理轮廓的问题，本文直接给出结果并分析其物理意义。 

书中的第四章是相对独立部分，亦可作为量子化学课群论部分的教材。 

限于作者的学术和教学水平，书中的不妥之处在所难免，恳请读者给予批评指正。 

本书在编写过程中得到辛厚文、俞书勤教授的帮助与支持，在此顺致谢意。 

  编  者   

 1990年1月   

于中国科学技术大学近代化学系 
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第一章  量子力学基础 

1.1	 	量子概念的提出 

人们生活在宏观世界中，对微观世界的认识往往总是下意识地照搬在宏观世界中所积累的知识和经

验．但每当人们试图用经典物理学来描述微观粒子（泛指原子、分子、原子核电子等实物微粒）的运动规

律时，总会得到与实验有明显矛盾的结论。最明显的例子，是把通常的电动力学用于电子绕原子核作经典

轨道运动的原子模型( Rutherford 原子模型)．当电子作这种运动的时候，它和带电粒子的任何加速运动一样，

总会不断地辐射电磁波．由于这种辐射，电子便会不断地丧失能量，最终落入原子核中，故按经典电动力

学理论，原子将是不稳定的，但这显然与事实完全不符，理论和实验之间如此深刻的矛盾，表明要建立一

种适用于描述微观粒子运动规律的理论，需要根本改变基本的物理概念和定律．这显然不是一件容易的事． 

让我们先从光的本性说起。 

1.1.1  光的波动性与黑体辐射 

光具有波动性，光的干涉、衍射和偏振现象以及光的电磁理论从实验和理论两方面充分肯定了光的波

动性．显示光的波动性的典型实验之一是双缝衍射实验，如图 1.1 所示．图中 A 和 B 是垂直于纸面的屏，A

屏上有两条平行狭缝 S1和 S2，缝间距为 d，且 d<<D，同一光源 S 发出的光经双缝在 B 屏上产生衍射图样．以

E1 和 E2 分别表示经狭缝 S1 和 S2 到达 P 点的光波振动，则 

E1= E0cos߱t 

E1= E0cos(߱ݐ+
ଶగௗ

ఒ
sinߠሻ 

式中
ଶగௗ

ఒ
sinߠ为 E1 和 E2 的位相差，其中用到了一个近似，即在 d<<D 时，光程差近似等于 dsinߠ．在 P 点

的光波振动是 

E= E1+E2=2E0cos(
గௗ

ఒ
sinߠሻcos(߱ݐ+

ଶగௗ

ఒ
sinߠሻ 

因而光在 P 点的强度是     I=4I0cos2(
గௗ

ఒ
sinߠሻ          (1-1) 

式中 I0=E0
2是光经一个狭缝到达 P 点的强度，由上式可知，当 P 点位置满足关系式 

sinߠ=nߣ/d , n = 0,1,2，…        (1-2) 
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时，其光的强度最大 I=4I0，当 P 点满足 

   sinߠ=(2n+1)	2/ߣd , n = 0,1,2,…        (1-3) 

时，其光的强度为零。 

虽然光的波动性有大量的实验事实和光的电磁理论的支持，但本世纪初所发现的黑体辐射、光电效应

等现象却揭示了只把光看作波动的严重局限性． 

黑体辐射问题所研究的是辐射与周围物体处于平衡状态时的能量按波长（或频率）的分布，所有物体

都发射出热辐射，这种辐射是一定波长范围内的电磁波，对于外来的辐射，物体有反射和吸收的作用．如

果一个物体能全部吸收投射其上的辐射而无反射，这种物体就称为绝对黑体，简称黑体．一个空腔可近似

地看作黑体，当空腔与内部的辐射处于平衡时，腔壁单位面积所发射出的辐射能量和它所吸收的辐射能量

相等，实验得出的平衡时辐射能量密度按波长分布的曲线，其形状和位置只与黑体的绝对温度有关，而与

黑体的形状及组成的物质无关，许多物理学家曾试图用经典物理学来解释这种能量分布的规律，推导与实

验符合的能量分布公式，但都未获得成功． 

1896 年，维恩(Wien)根据能谱实验数据，并由热力学关系和一些假设提出如下能量分布的经验公式 

ߥc1=ߥd(T,ߥ)ߩ
3eିమఔ/்d(1-4)         ߥ 

式中 c1和 c2为常数，υ为频率，T 为绝对温度．(1-4)式只在高频下才与实验相符合． 

1900年，瑞利(Rayleigh)在金斯(Jeans)的帮助下，根据经典电动力学推导出空腔的单位体积内辐射频率在ߥ到

之间的振动方式数目是ߥd+ߥ
଼గఔమ

య
dߥ，每种振动方式总是包括两种能量项：动能项和势能项，因此按照经典

统计的能量均分定理，每一振动方式的能量是 kT，由此得到黑体辐射能量分布的公式为 

=ߥd(T,ߥ)ߩ   
଼గఔమ

య
kTd(1-5)         ߥ 

式中 c 是光速，k 是玻尔兹曼（Boltzmann）常数．(1-5)式只在低频下与实验符合．而且由上式计算总能量

密度，即对所有频率积分，由于高频的贡献，其结果是发散的，这在历史上称为紫外灾难(ultraviolet 

catastrophe)．这样，经典理论在解释黑体辐射现象上遇到了严重困难，这些困难是由普朗克(Planck)在1900

年提出“量子”的概念后才得到解决的． 

1.1.2  量子概念的提出 

Planck 把黑体看作是由带电的话振子所组成，并假定这些谐振子的能量不能连续变化，而只能量子化

地取一些分立值，即振子的能量只能取 

En=n∈          (1-6) 

式中∈为最小能量，n 为正整数，由经典统计理论，振子能量为 En=n∈的几率与 e-n∈
0/kT成正比，于是振子

的平均能量是 
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令 x=e-n∈0/kT，利用展开式     
ଵ

ଵି௫
=



0n

  , |x|<1ݔ

则(1-7)式的分母为(1-e-n∈
0/kT)-1．再令 y=∈/kT，利用公式 
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0n

݊eି௬=െ
d
dݕ 



0n

eି௬=െ
d
dݕ

1
1െeെݕ=

ୣష

ሺଵିୣషሻమ
 

得(1-7)式的分子为
∈బୣష∈బ ೖ⁄

൫ଵିୣష∈బ ೖ⁄ ൯
మ，所以 

=തܧ
∈బୣష∈బ ೖ⁄

൫ଵିୣష∈బ ೖ⁄ ൯
మ(1 െ eି∈బ ்⁄ )=	

∈బ
ୣ∈బ ೖ⁄ ିଵ

 

଼గఔమ

య
再将这个平均能量乘以空腔单位体积内频率 υ到 υ+dυ之间的振动数目

଼గఔమ

య
dߥ ，得到黑体辐射能量分

布公式 

=ߥd(T,ߥ)ߩ   
଼గఔమ

య
∈బ

ୣ∈బ ೖ⁄ ିଵ
d(1-9)         ߥ 

此式与 Wien 由热力学得出公式(1-4)比较，可以看出∈必须与振子的固有频率ߥ成正比 

   ∈=hߥ           (l-10) 

h 是 Planck 常数， 

h= 6.62559×10-34J·s 

 (T,ߥ)ߩ

            

            P 

           R W 

 

 

 

 ߥ                

图1.2黑体辐射的能量分布曲线 

(R 是 Rayleigh-Jeans 线,P 是 Planck 线和实验曲线，W 是 Wien 线) 

将(1-10)式代入(1-9)式中，得 Planck 的辐射公式 

=ߥd(T,ߥ)ߩ
଼గఔమ

య
ଵ

ୣഌ ೖ⁄ ିଵ
d(1-11)        ߥ 

公式(1-11)与实验符合得很好，见图 1.2 

当频率很高时，即 hߥ/kT>>l，则(1-11)式分母中的 l 可以略去，于是得到 

=ߥd(T,ߥ)ߩ
଼గఔమ

య
eെ݄ߥ ݇ܶ⁄ dߥ 

这就是 Wien 公式(1-4)． 

当频率很低时，即 hߥ/kT<<l，可利用展开式 

eିఔ ்⁄ =l+hߥ/kT+… 

取前两项，(1-11)式变为    ߩ(ߥ,T)dߥ=
଼గఔమ

య
kTdߥ 

这就是 Rayleigh-Jeans 公式(1-5)． 

Planck 能量量子化的假设如此成功地解释了黑体辐射现象，使人们不得不来重新探讨辐射的本性，尽

管辐射的波动本性为一系列实验事实所证实，例如前面讨论的光（辐射）的双缝衍射实验，但是按照 Planck

的假设，在辐射过程中所发射和吸收的能量单位却是量子化的能量子 hߥ．那么可否设想能量子 hߥ具有粒子
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的某些性质呢？这一问题留待下一节讨论． 

1.2	 	辐射的粒子性	

首先肯定光除了波动性之外还有粒子性的是爱因斯坦(Einstein)．他认为电磁辐射不仅在被发射和吸收

时以能量为 hߥ的粒子形式出现，而且以这种形式在空间以速度 c 运动．这种粒子叫做光量子或光子，用这

个观点，Einstein 成功地解释了光电效应． 

1.2.1  光电效应 

光电效应是当光照射到金属上时，有电子从金属表面逸出。这种电子称为光电子．实验表明，只有当

光的频率大于某一阈值时，才有光电子发射出来；如果光的频率低于这个阈值，则无论光的强度多大、照

射时间多长，都没有光电子产生，光的频率越高，光电子的能量就越大，光的强度只影响光电子的数目，

而与光电子的能量无关，光电效应的这些规律是经典理论所无法解释的．按照光的电磁理论，光的能量只

决定于光的强度而与光的频率无关． 

按照 Einstein 的光子学说，当光照射到金属表面时，能量为 hߥ的光子被电子所吸收，电子把这能量的

一部分用作为它脱出金属表面所消耗的功 W0（称为脱出功），另一部分就是电子离开金属后的动能
ଵ

ଶ
，2ݒߤ

即          
ଵ

ଶ
ߥh=2ݒߤ  െW0           (1-12) 

如果电子所吸收的光子能量 hߥ小于 W0，则电子不能脱出金属表面，因而没有光电子产生．光的频率决

定光子的能量，光的强度只决定光子的数目，光子多，产生的光电子也多．这样，经典理论所不能解释的

光电效应就得到了圆满的说明． 

光子不但具有能量，而且具有动量．按照相对论关系式，以速度 v 运动的粒子，其能量为 

E=ߤܿଶ ඥ1 െ ଶߥ ܿଶ⁄⁄  
式中ߤ为粒子的静止质量，对于光子，v=c．光子的能量总是有限的，所以由上式得到光子的静止质量为零，

由相对论中能量和动量的关系式 

E2=ߤ
ଶc4+c2P2 

可得到光子的能量 E 和动量 P 的关系是 E=cP，由光子的能量 

E=h(1-13)          ߥ 

可得到光子的动量为      P=h/(1-14)           ߣ 

按照 Einstein 的光子学说，光是一束以光速 c 行进的光子流，光的强度取决于单位体积内的光子数目，

即取决于光子的密度，空间中某点的光子密度ߩ为 

 dN/dv           (1-15) =ߩ

式中 dN 为体积元 dv 内的光子数目． 

1.2.2  康普顿(Compton)效应 

Compton 效应的发现，进一步证实了光具有粒子性．实验发现，高频率的 X 射线被轻元素中的电子散

射后，波长随散射角的增加而增大，按照经典电动力学，电磁波被散射后波长不应改变，如果把这个过程

看作是光子与电子的碰撞过程，则可圆满解释 Compton 效应． 

Compton 效应如图 1.3 所示，其中 hߥ和݄ߥ′，分别表示光子在碰撞前后的能量，由此得光于碰撞前的动
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量为 h/ߣ=


 ఔ⁄
=
ఔ


，碰撞后的动量为

ఔᇲ


，电子碰撞前静止，碰撞后速度为 v，若电子的静止质量为ߤ，则根

据相对论，电子碰撞后的动能为 

E=
ఓబమ

ඥଵି௩మ మ⁄
െ  2ܿߤ

动量为         P=
ఓఔ

ඥଵି௩మ మ⁄
 

由于碰撞前后能量守恒、动量的 x 和 y 分量分别守恒，因而有 

hߥ݄=ߥ′+Ec    （能量守恒） 

ఔ


=
ఔᇲ


cosθ+Pccosθ'  （动量的 x 分量守恒）      (1-16) 

0=
ఔᇲ


sinθ+Pcsinθ'   （动量的 y 分量守恒） 

由此方程组可解出      Δߣ=ߣᇱ െ =ߣ
ଶ

ఓ
sin2ఏ

ଶ
 

式中ߣᇱ=


ఔᇲ
=ߣ ,



ఔ
．上式由 Compton 首先提出，由 Compton 和吴有训用实验证实，这样，用光的微粒性就解

释了 Compton 效应． 

 y 

 

 ′ߥ݄        

 

 x      ߠ		    ߥ݄        

 ′ߠ        

 

    v 

       e- 

图 1.3  Compton 效应 

1.2.3  辐射的波粒二象性 

Planck 和 Einstein 理论揭示出光的微粒性，并用这一理论可以定量地解释光电效应和 Compton 效应，

而经典的波动理论却无法说明这些现象，但是对另外一些现象，例如光的干涉和衍射，可用波动理论定量

地解释之，而微粒理论则无能为力．由此可以得出结论：辐射（包括光）具有微粒和波动的双重性质，这

种性质称为波粒二象性。 

究竟辐射表现其波动性还是粒子性，这要由实验类型来决定，如果辐射与物质相互作用，并在物质中

引起可测量到的变化（例如引起电子的发射），辐射往往显示其粒子性；如果辐射与物质相互作用，并使

辐射在空间的分布发生可测量到的变化（例如狭缝衍射），而并未在物质中引起可测量到的变化，辐射往

往显示其波动性。 

关系式(1-13)和(1-14)把辐射的两重性质——波动性和粒子性——联系了起来，式中的能量和动量是描述其

粒子性的，而波长和频率是描述其波动性的．由这两个关系式还可以看出 Planck 常数 h 在微观现象中所占

的重要地位，能量和动量的量子化是通过 h 这个小量而表现出来的，在宏观现象中，h 这一小量的作用实在

微不足道，以至于能量和动量的量子化完全可以忽略，把这些量视为连续变化是足够精确的，因此，凡是 h

在其中起重要作用的现象都可称为量子现象，相应地应该用量子理论来处理，若用经典理论处理则会导致
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荒谬的结论． 

1.3	 	关于原子结构的早期理论	

1.3.1  电子的确定 

电子作为一个粒子的概念应追溯到法拉第(Faraday)的电解电池实验．他发现电极上电解出的物质质量与

通过电池的电量成正比，而且当不同的电池串联时，各电池析出的产物都有相等的当量数．Faraday 由这些

实验所得出的结论是：相等当量的物质（如 1 克氢，8 克氧，118 克银）含有相等的电量．1891 年，斯托尼

(Stoney)提出用“电子”这一名称来表示电量的单位，在 1897 年前后，J.J.Thomson 用阴极射线管的实验，

由射线在电场和磁场中的偏转，测定了电子的电荷和质量比约为 H+的电荷和质量比的
ଵ

ଵ଼ସ
，从而得到电子

质量约为氢原子质量的
ଵ

ଵ଼ସ
。在 1909 年，密利肯(R.A.Millikan)采用油滴实验，由运动着的带有电子的油滴

所经受的重力，电场力和空气阻力之间的关系，测定了电子电荷 e，从而最后证实了电子是一个带有负电荷

的粒子． 

    现在采用的电子电荷和质量的精确值是 

e=1.6201×10-19C 

μ=9.1091×10-28g 

1.3.2  汤姆森(Thomson)的原子模型 

  因为原子的质量为 10-22—10-24g，比电子的质量大 3-5 个数量级，所以电子对原子质量的贡献很小．而

且，原子是电中性的，这一事实表明，原子中存在着中和电子的正电荷．另外，由动力学理论可估计出原

子的半径约为 10-8cm．在对原子有了这些认识的基础上，Thomson 提出了一种原子模型．他认为原子的质

量和正电荷像“胶冻”一样均匀充满原子占据的空间，而电子则大致均匀地嵌在胶冻中．Thomson 的原子

模型曾被称作为“胶冻”模型或“葡萄干面包”(currant bun)模型．这一模型并没有延续很长时间，因为时

隔不久新的实验表明这种模型并不正确． 

1.3.3  原子核的发现 

1911 年，Rutherford 和他的学生盖革(Geiger)用带有两个正电荷的ߙ粒子流轰击重金属箔时，在所有的角

度都发现有经散射后的ߙ粒子，少数ߙ粒子的散射角为 180°（与入射方向相反）．相应的计算表明，若按

Thomson 原子模型，ߙ粒子的散射角不应大于 90°，对这一实验结果的唯一解释是原子的质量和正电荷集中

分布在一个粒子上（即原子核上），原子核的半径约为 10-12cm，而运动着的电子则充满半径约为 10-8cm 的

原子空间． 

1.3.4  卢瑟福(Rutherford)的原子模型 

根据ߙ粒子散射实验，Rutherford 提出了—个原子模型．他认为原子是一个微小的太阳系，电子绕原子

核的运动相似于行星绕太阳的轨道运动。 

在这一原子模型下，原子序数为 Z 的原子，其原子核与一个电子间的静电势能为 
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V=െ
ܼ݁2
ݎ            (1-18) 

式中 r 为核与电子的距离，一个电子所受到的核的静电引力为 

F=െ
dܸ
dݎ=െ

d
dݎ(െ

ܼ݁2
ݎ )=െ

ܼ݁2
ݎ  

这个力应作为电子绕核作圆周运动（速度为 v）的向心力（假定核固定不动） 

ఓ௩మ


=െ

ܼ݁2
ݎ  

由此得电子的动能为     T=
ଵ

ଶ
=2ݒߤ

మ

ଶ
=െ

1
2V          (1-19) 

总能量为            E=T+V=
ଵ

ଶ
V=െT           (1-20) 

可见电子的总能量为负值，这是因为选取了 r=∞的点作为能量零点．关系式(1-19)或(1-20)称为 virial 定

理(virial 源自拉丁文 vires，原意是“力”)，即总能量为平均总势能的
ଵ

ଶ
或平均总动能的负值，这里的 virial

定理虽然是用经典理论得到的，但可以证明，在量子力学中 virial 定理也成立，并适用于所有原子和平衡构

型下的分子体系． 

1.3.5  原子结构的玻尔(Bohr)理论 

一百多年以前，人们就发现了关于原子光谱的现象和规律，如原子光谱是分立的谱线，谱线的频率只

能为某些特定数值等． 

在光谱实验中，常常先测定波长ߣ，并由下式 

 (1-21)          ߣ/c=ߥ

计算频率ߥ.实际上光谱的数据一般比光速 c 的实验数据精确，因此为了避免不甚精确的大数 c 出现在光谱数

据中，在光谱学中常以波数ߥ为单位，ߥ的定义是 

=ߥ
ଵ

ఒ
=
ఔ


 cm-l          (1-22) 

可见ߥ是单位长度(cm)中波的数目。 

里德堡(Rydberg)在对氢原子光谱的研究中发现，其所有谱线都可由下式得到 

)=Rߥ
ଵ

భ
మ െ

ଵ

మ
మ)          (1-23) 

n1=1, 2, 3, …；n2=n1+l, n1+2, … 

式中 R 为 Rydberg 常数，其精确值为 

    R= 1.0967758×l05 cm-1=13.5979eV       (1-24) 

用 Rutherford 原子模型无法解释原子光谱的分立谱线，而且正像本章的开头所指出的，按经典理论

Rutherford 模型是不能稳定存在的，为了解决理论和实验之间的这些矛盾，1913 年，Bohr 提出两点假设： 

    1)定态规则 

    原子中的电子不可能沿着经典理论所允许的每一个轨道运动，而只能沿着其中一组特殊的轨道运动，

沿着这一组特殊轨道运动的电子既不吸收也不发出辐射，即电子处于稳定状态（定态）．定态的条件是：电

子作圆周运动的角动量 M 满足 

M=n


ଶగ
≡n  n=1，2，3，…       (1-25) 

显然每一个定态有一个确定的能量点。 
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    2)频率规则 

    当电子由能量先 En的定态跃迁到能量为 Em的定态时，就会吸收或发射频率为 

=ߥ
|ாିா|


          (1-26) 

的光子。 

根据 Bohr 提出的电子轨道角动量的量子化条件 

M=ߤvr=n


ଶగ
 

得到电子的速度       v=n


ଶగ

ଵ

ఓ
           (1-27) 

式中ߤ为电子的质量，r 为轨道半径．对于氢原子中的电子，其静电引力为向心力，即 

െ
2ݒߤ
ݎ =െ

݁2
ݎ           (1-28) 

由以上两式得       r=
మమ

ସగమఓమ
           (1-29) 

由(1-20)、(1-18)和(1-29)式得氢原子的电子总能量为 

E=െ
4݁ߤ2ߨ2

݊2݄2
          (1-30) 

对 n=1 的第一个轨道的半径可用(1-29)式计算为 

r= 0.52917×10-9cm≡a0         (1-31) 

式中：a0 为 Bohr 半径，在原子单位中用作为长度单位． 

当电子由能量为 E1 的 n1轨道跃迁到能量为 E2 的 n2 轨道，电子吸收的光子频率为 

=cߥ=ߥ
ாమିாభ


 

利用(1-30)式，得 

=ߥ
ଶగమఓర

మ
(
ଵ

భ
మ െ

ଵ

మ
మ)         (1-32) 

上式与(1-23)式比较，得 Rydberg 常数 

R=
ଶగమఓర

మ
= 1.09737×105cm-1 

与(1-24)式精确的 R 值比较，这里计算的 R 值略大，这由于我们采用了核固定近似，精确计算应采用电子和

氢核的折合质量 

=ߤ
ఓಹ

ఓାಹ
          (1-33) 

代替电子质量ߤ，从而得到 

R=1.09737×105×
ଵ଼ଷ.ଵ

ଵ଼ଷ.ଵ
=1.09677×105cm-1 

可见计算值与 R 的精确值 1.0967758×105cm-1 定量一致，这是 Bohr 理论的一大成就，但 Bohr 理论仅能计算

氢原子谱线的频率，而不能计算出其谱线强度．更严重的是，当把 Bohr 理论应用到多电子原子时，其计算

结果与实验完全不符．后来，Bohr 理论虽经萨摩菲尔德(Sommerfeld)改进而能解释含有一个价电子的一些原

子的光谱，但是仍然不能解释含有多个价电子的原子光谱，这说明 Bohr 理论有很大的局限性． 
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1.4	 	物质的波动性	

1.4.1  德布洛意(de Broglie)假设 

Bohr 理论所遇到的困难促使人们进一步探索微观粒子的本性及其运动规律．1924 年，de Broglie 在光

具有波粒二象性的启示下，提出微观粒子也具有波粒二象性的假说．他认为 19 世纪对光的研究重视了其波

动性而忽略了其粒子性，而对于物质的研究则可能发生了相反的情况，即过分重视了其粒子性而忽略了其

波动性．因此他提出微观粒子也具有波动性的假说．对于光子，其波长和动量的关系为 P=h/ߣ，de Broglie

由此推论出实物微粒的动量和波长也满足同样的关系式，因为相同的相对论运动方程不仅适用于光子，也

同样适用于静止质量不等于零的微观粒子． 

按照 de Broglie 的假设，粒子的能量 E 和动量 P 与波的频率ߥ和波长ߣ之间的关系，正像光子和光波的

关系一样， 

E=h(1-34)          ߥ 

P=h/(1-35)          ߣ 

两个关系式称为 de Broglie 公式． 

1.4.2  微观粒子的波动性 

如果存在物质波，即如果 de Broglie 的假定是正确的话，应该能观察到电子的波动性，下面我们来估算

一下这种电子波的波长．设电子被 V 伏的电势差加速，则电子的动能 

E= P2/2ߤ=eV 

由(1-35)式得        ߣ=


ඥଶఓ
=
ଵଶ.ଶ

√
Հ          (1-36) 

计算中用到了 

1eV=1.6021×10-19J        (1-37) 

1Հ=10- 8cm 

由(1-36)式可知，若用 150 V 的电势差加速电子，则电子的波长约为 1Å，与 X 射线的波长具有相同的

数量级，由前面关于衍射的讨论可知，只有波程差与波长具有同数量级时，才有可能观察到衍射现象，这

就要求仪器的某些线度与波长同数量级．由此可以理解为什么电子的衍射现象（即波动性）长期未被察觉

的原因。 

得到电子波长的数量级之后即可设计电子衍射实验．1927 年，戴维森(Davisson)和革夫(Germer)把电子

束垂直入射到镍单晶上，观察散射电子束的强度与散射角之间的关系．实验发现，散射电子束的强度随散

射角而改变，当散射角取某些值时，强度有最大值．这现象与 X 射线的衍射现象相同，由适用于晶体 X 射

线衍射的 Bragg 方程所计算出来的电子波长与 de Broglie 公式的结果相一致，这充分说明了电子确实具有波

动性，因而 de Broglie 假说是正确的。 

如果一束高能电子射线穿过气体，同样可以得到电子衍射图样，在这种情况下，气体分子中的每个原

子都是电子的散射中心，原子间的相对位置就决定了衍射环的半径，由此可确定气体分子中原子的相对位

置．虽然气体中电子衍射图样的数学分析比较复杂，但电子衍射已经成为确定分子几何构型的重要手段。 

不仅电子具有波动性，在适当的实验条件下，其它粒子（如氢原子、中子等）射线也可以观察到衍射

现象，这说明 de Broglie 关系是普遍适用的，所有的微观粒子都具有波动性。 

不受任何力场作用的粒子称为自由粒子，自由粒子的能量核动量都是常量．由 de Broglie 关系可知，与

自由粒子相联系的波，它的波长和频率都不变，因此是平面波．频率为ߥ，波长为ߣ，沿 x 方向传播的平面

波可用下式表示 
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Ψ=Acos[2π(x/ߥ-ߣt)]         (1-38) 

将 de Broglie 关系式(1-34)和(1-35)代入上式得 

Ψ=Acos[2π(xPെEt)/h]        (1-39) 

将上式写成复数形式，即得到描述自由粒子的平面波 

Ψ=Aei2π(xP-Et)/h          (1-40) 

这种波称为 de Broglie 波，在量子力学中描述自由粒子的平面波通常用复数形式(1-40)式表示． 

1.5	 	微观粒子状态的描述	

经典力学对一个宏观粒子的状态进行描述时，可以采用该粒子在一个给定时刻的坐标值和速度值，有

了这些初始值后，通过运动方程，就能完全确定该粒子在以后所有时刻的行为．例如一个质量为 m 的宏观

粒子，在 x 方向上运动的初始坐标为 x0，初始速度为 v0，并在 x 方向受一恒力 f 的作用，为描述这一宏观粒

子的状态，可对其 Newton 方程 

m
ୢమ௫ሺ௧ሻ

ୢ௧మ
=f 

积分两次，并利用初始坐标和速度，从而解出 

x(t)=
ଵ

ଶ




t2+v0t+x0 

v(t)=	



t+v0 

由上式即可确定该宏观粒子任一时刻的行为．这样的描述方式，用来描述量子力学中的微观粒子在原则上

是不可能的，因为采用这种描述方式的前提是，被描述的粒子要有确定的轨道 x(t)和速度 v(t)． 

l.5.1  微观粒子的状态 

如果对一个微观粒子的坐标相继进行多次测量，每次间隔的时间为Δt．这些测量结果，一般说来，并不

位于一条光滑的曲线上，而且测量得愈精确，这些结果会变得愈不连续愈不规则，这说明微观粒子并不存

在运动轨道，只有在极为粗糙地测量粒子坐标的情况下，例如，在 Wilson 云室中根据蒸汽凝成的液滴确定

电子坐标的情形下，才会得到一条光滑的轨道，如果保持测量的精确度，缩短测量的时间间隔Δt，那么一系

列相继测量结果虽然都会落到某一很小的空间范围内，但其分布却毫无规则，根本不位于任何光滑曲线上，

特别是Δt 趋于零时，相继测量的结果并不趋于分布在同一直线上，这表明微观粒子并不具有经典意义下的

速度．既然微观粒子没有轨道和经典意义下的速度，就不能采用经典方法描述微观粒子的状态。 

而且在测量中总要用到仪器，仪器通常是宏观物体．用仪器测量微观粒子的过程实际上是微观粒子与

仪器的相互作用过程，因此测量本身势必要影响微观粒子的状态．原则上不可能使这种影响变得任意小，

否则将意味着被测量本身具有一个和测量无关的定值，由于测量的这种性质，使得多次测量的结果只能确

定微观粒子处在各种可能状态的几率，而量子力学也只能在这种统计的意义上描述微观粒子的状态． 

在上一节中我们讨论了自由粒子，因为自由粒子不受任何力场作用，所以它的能量和动量都是常量，

由 de Broglie 关系可知，其频率和波长也都是常量，从而得到了描述自由粒子状态的平面波(1- 39)式．如果

粒子受到随时间和位置变化的力场作用，它的动量和能量不再是常量，这时粒子的状态就不能用平面波来

描述，而必须用一个复杂的波来描述，这个波通常可用一个实变量的复函数来表示，这个复函数称为波函

数，即在一般情况下，总是用波函数来描述微观粒子的状态． 
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1.5.2  波函数的统计解释 

    如前所述，量子力学只能在统计的意义上描述微观粒子的状态，因而表征这些状态的波函数应该具有

统计解释。 

    对于光，按照光的波动理论，光的强度应该与光波的振幅平方成正比，若把平面光波 

Ψ=Acos[2π(x/ߥ-ߣt)] 

写成复数形式       Ψ=Ae୧ଶగሺ௫ ఒ⁄ ିఔ௧ሻ 

则光的强度 I 与振幅的关系为    I=k1A
2=k1|Ψ|2 

按照 Einstein 的光子说，光的强度与光子的密度ߩ成正比 

I=k1ߩ 

合并以上两式，得       ߩ=
భ
మ

|Ψ|2 

式中 k1,k2 为比例常数，若 dN 为体积元 dv 内曲光子数目，则 

=ߩ
ୢே

ୢ௩
=
భ
మ

|Ψ|2 

dN=
భ
మ

|Ψ|2dv          (1-41) 

N=
భ
మ

 Ψ|2dv          (1-42)|

由上两式相除，得      
ୢே ே⁄

ୢ௩
=

|అ|మ

అ|మୢ௩|
          (1-43) 

上式可写为        
ୢே

ே
=
|అ|మୢ௩

అ|మୢ௩|
           (1-44) 

上式是由光子的波粒二象性得到的，微观粒子也具有波粒二象性，所以任何微观粒子都应满足上式，只是

式中的 Ψ不再是光波而是波函数罢了．上式右边分母的积分总要等于一个具体的数值，因此上式表示在 dv

体积元附近的单位体积中发现粒子的几率
ୢே ே⁄

ୢ௩
（即几率密度）与波函数绝对值的平方 

|Ψ|2=Ψ*Ψ          (1-45) 

成正比。 

由于粒子必定要在空间中的某一点出现，所以粒子在空间各点出现的几率总和等于 1，因而粒子在空间

各点出现的几率只决定于波函数在空间各点的相对强度，而不决定于其绝对强度的大小，如果把波函数在

空间各点的振幅同时加大一倍，并不影响粒子在空间各点的几率，或者说将波函数乘上一个常数后，所描

述的粒子状态并不改变，因此，对于粒子的某一状态，总可以找到一个适当的波函数 Ψ，而使(1-44)式的分

母 

 (46-1)         1=ݒdߖ∗ߖ=ݒଶd|ߖ|

于是(1-44)式表示|Ψ|2 为发现粒子的几率密度，这就是|Ψ|2 的物理意义，对波函数的这种统计解释是玻恩(Born)

于 1926 年首先提出的． 

1.5.3  波函数的标准化条件 

即然|Ψ|2 代表几率密度，因此(1-46)式就表示在整个空间发现粒子的几率等于 1．满足(1-46)式的 Ψ称为

归一化的波函数．按照波函数的统计解释，除了波函数的归一化条件外，波函数还应满足下列三个标准化

条件： 
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(1)Ψ 必须是单值的，因为|Ψ|2 表示几率密度，在某一时刻，空间某点的几率密度必须是一个确定的值，

因而要求 Ψ是单值函数， 

(2) Ψ必须是平方可积的．(1-46)式可知，这个条件是显然的． 

(3)在所研究的区域内，要求 Ψ及其一阶偏导数连续，以后我们将会看到，如这一条件不满足，则确定

微观粒子运动规律的薛定谔(Schrödinger)方程将失去意义． 

这就是说，并不是任何一个函数都可以作为波函数来描述微观粒子的状态，只有满足以上标准化条件

的才能作为波函数． 

以后我们将会看到，波函数一经确定，则微观粒子的任一力学量的平均值都可用波函数计算出来，这

就在统计的意义上完全描述了微观粒子的状态． 

1.5.4  态迭加原理 

波函数对微观粒子状态的统计描述是微观粒子波粒二象性的表现之一，波粒二象性还通过量子力学中

的态迭加原理表现出来。 

在经典物理学中，波动过程遵从迭加原理；两个可能的波动过程1ߔ 和2ߔ 线性迭加的结果 a1ߔ+b2ߔ 也是

一个可能的波动过程．实际上光学中的惠更斯(Huygens)原理就是这样一个原理，它告诉我们：在空间任意

一点 P 的光波强度，可以由前一时刻波前上所有各点传播出的光波在 P 点迭加起来而得到．利用这一原理

可以解释波的干涉、衍射现象． 

微观粒子也具有波动性，因此相应地有一个量子力学中的态迭加原理：如果 Ψ1，Ψ2，…，Ψn都是体系

的可能状态，那么它  们的线性迭加 

Ψ =c1Ψ1+c2Ψ2+…+cnΨn         (1-47) 

也是这个体系的一个可能状态，其中 c1，c2，…，cn 为复系数．态  迭加原理告诉我们，体系的某种状

态可表示为其它状态的迭加，  因而作为描述其状态的波函数的形式也不是唯一的． 

1.6	 	不确定（测不准）原理	

不确定原理(uncertainty principle),也称为测不准原理，(indeterminacy principle)，是量子力学中的一个基

本原理。 

1.6.1  平面波迭加成波包 

在上节中我们曾提到：微观粒子分布的几率密度与波函数绝对值的平方|Ψ|2 成正比．这就是说，如果|Ψ|2

在空间某个区域有较大的值，则粒子很可能在那个区域出现．假定在某一时刻（例如 t=0），对在一维空间

运动的粒子的坐标进行测量，发现粒子定域在-x0 和 x0 之间，那么描述粒子的波函数的绝对值在这个区域就

较大，即粒子的波函数 Ψ(x)应该是一个定域波（波包），如图 1.4(a)所示。 

按照态迭加原理，Ψ(x)可表示为一系列可能存在的状态的选加，可将图 1.4(a)所示的定域波用 t=0 时的

平面波(1-38)式迭加起来 

    Ψ(x)=c1(1ߣ)Ψ 1(x)+c2(2ߣ)Ψ 2(x)+…        (1-48) 

其中        Ψ1(x)=A1cos(2πx/1ߣ) 

Ψ2(x)=A2cos(2πx/2ߣ)                   (1-49) 

为简化讨论，假设只有两个平面波参与迭加，并设(1-48)式的 c1(1ߣ)=c2(2ߣ)=(1-49),1式的 A1=A2=A，则

(1-43)式变为 

Ψ'(x)=Acos(2πx/1ߣ)+Acos(2πx/2ߣ)         (1-50) 
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        Ψ'(x) 

 

-x0  x0  

 

 

(b) 

图 1.4  定域波和平面波的迭加 

为使两个平面波迭加的合成波 Ψ'(x)能接近定域波 Ψ(x)，应适当选取 l1 和 l2．一种合理的选择方式是在±x0

处使二者相等，即       Ψ'(±x0)=Ψ(±x0)=0                (1-51) 

将上式代入到(1-50)式中，得 

Ψ'(±x0)=Acos(2πx0/1ߣ)+Acos(2πx0/2ߣ)=0 

上式表明两个平面波的位相差为 π的奇数倍，令2ߣ<1ߣ，得 
௫బ
ఒమ

=
௫బ
ఒభ

+


ଶ
 , n=1,3,5,… 

x0(
ଵ

ఒమ
െ

ଵ

ఒభ
)=	



ଶ
 , n=1,3,5,…        (1-52) 

图 1. 4(b)示出了这两个平面波迭加的合成波 Ψ'(x)，显然仅取两个平面波不能选加成精确的定域波 Ψ(x)[见图

1.4(a)]，实际上应该取无限多个平面波（波长ߣ的范围为2ߣ≥ߣ≥1ߣ）迭加起来，于是(1-48)式的求和就变成

相应的傅里叶(Fourier)积分，迭加的结果就是精确的 Ψ (x)． 

1.6.2  坐标和动量的不确定关系 

假定定域波的绝对值平方|Ψ(x)|2 仅在区域[-x0，x0]内不为零，即粒子完全定域在-x0 到 x0 之间，则粒子坐

标的不确定量为 

Δx=2x0              (1-53) 

由于波长ߣ的范围为2ߣ≥ߣ≥1ߣ，因此波长的不确定量为Δ1ߣ=ߣെ2ߣ。波长的倒数定义为波数ߥ，即 

 (1-54)           ߣ/=1ߥ    

由此得波数的不确定量为     Δߥ=1/(1-55)           1ߣ/2-1ߣ 

将(1-53)式和(1-55)式代入到(1-52)式，得  ΔxΔߥ=n , n=l,3,5,…         (1-56) 

由 de Broglie 关系式 P=h/ߣ=hߥ，得动量的不确定量为 

ΔP=Δߥh           (1-57) 

由(1-56)式和(1-57)式得     ΔxΔP=nh , n=1,3,5,… 

显然         ΔxΔP≥h            (1-58) 
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这就是不确定原理．这一原理是由海森堡(Heisenberg)首先提出的． 

在这里有两点需要强调：第一，(1-58)式是在一维运动粒子的情况下得到的，对于三维运动的粒子，即

对于一般的情况，不确定关系式为 

	ΔxΔPx≥h 

ΔxΔPy≥h            (1-59) 

ΔxΔPz≥h 

上式的左边分别表示坐标和动量的不确定量的三个分量。第二，在不同的教科书中，不确定关系式(1-58)右

边的常数不尽相同，这原因是(1-58)式与Δx 和ΔP 的定义有关．如果把Δx 和ΔP 都定义为均方根偏差，则(1-58)

式右边将是
ଵ

ଶ
而不是 h，因此不确定关系式(1-58)只能看成是给出了ΔxΔP 的量级，而不是一个精确的最小

的极限． 

不确定原理表明，微观粒子的坐标和动量不能同时准确地测定；在测定它的位置（或动量）时，必然

会扰动它，因此就改变了它的动量（或位置）．倘若微观粒子的动量能被精确地确定(ΔP=0)，于是它的波长

l（=h/P）也就被精确地确定，按不确定关系式(1-58)，它的位置就完全不能确定(Δx=∞)，这时描述它的波函

数就是一种空间无界的波，倘若微观粒子的位置能被精确地确定(Δx=0)，则它的动量就完全不能确定（ΔP=∞），

所以波函数是具有各种波长（即Δߣ=∞）的波的迭加，这些波在粒子所在点产生加强性的干涉，而在此点以

外的任何地方都产生消毁性的干涉． 

不确定原理同样也适用于宏观粒子，只不过宏观粒子的位置和速度的不确定量都不起任何实际作用，

例如粒子的质量 m=10-6g，假设测定它重心的位置准确到Δx=10-8cm（这已经相当精确了），这时它的速度的

不确定量为 

Δv=


௫
= 6.6×10-13cm/s 

这个不确定量远在测量精度以外，它并不影响粒子速度的确定，完全可以认为粒子的速度取确定值 v(t)，而

v(t)与粒子的坐标 x(t)有如下关系 

    v(t)=
ୢ௫ሺ௧ሻ

ୢ௧
          (1-60) 

因为 v(t)在任一时刻都有确定值，因此 x(t)是时间 t 的连续可微函数，即 x(t)是一条光滑的曲线——宏观粒子

的运动轨道． 

原子的直径大约是 10-8cm 的量级，原子中电子的运动主要定域在这个范围内，即电子坐标的不确定量

Δx=10-8cm，电子的质量 m=9×10-29g,电子速度的不确量为 

Δv=


௫
= 7.3×109cm/s 

即原子中电子的速度 v(t)已完全不能确定，由(1-60)式可知，x(t)不是一条光滑曲线，这说明电子不具有经典

意义下的轨道． 

1.6.3  能量和时间的不确定关系 

以上我们讨论了微观粒子在某一时刻（即 t=0）的坐标和动量的不确定关系，下面我们讨论能量和时间

的不确定关系．一般描述一维运动的粒子的波函数是坐标 x 和时间 t 的函数 Ψ(x,t)．假定在空间的一个确定

点（例如 x=0）来检测粒子，粒子在该点的波函数为 Ψ(0,t)≡Ψ(t)．若粒子仅在-t0 到 t0 的时间间隔Δt=(2t0)内

出现，按波函数的统计解释，Ψ(t)只在Δt 内不为零，在其余时间（包括在-t0 和 t0 两个时刻）均为零．仿照不

确定关系式(1-58)的推导过程，可将 Ψ(t)表示为 x=0 点的平面波(1 -38)式的迭加，同样仅取1ߥ 和2ߥ 两个平面

波，得 

Ψ=Acos(2π1ߥt)+Acos(2π2ߥt) 
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由 t=±t．时 Ψ(t)=0，得 

Ψ(±t0)=Acos(2π1ߥt0)+Acos(2π2ߥt0)=0 

令2ߥ<1ߥ，由上式得 

2π1ߥt0=2π2ߥt0+nπ , n=1,3,5,… 

Δ2ߥ-1ߥ=ߥ=


ଶ௧బ
=


௧
 , n=1,3,5,… 

容易看出ΔߥΔt≥1，因为 E=hߥ，所以    ΔEΔt≥h              (1-61) 

这就是粒子的能量和处在该能级寿命之间的不确定关系。这一关系表明，要精确测定粒子在某一状态

的能量（即ᇞE=0），则粒子必须长时间处于这一状态（即ᇞt=∞），这与 Bohr 的定态概念相一致；在稳定状

态下(ᇞt=∞)能级是分立的(ᇞE=0)．反之，若体系处在不稳定的状态（如正在离解中的分子），其寿命ᇞt 比较

短，则能量就不能精确测定（ᇞE≥h/ᇞt），所得到的光谱将是弥散的较宽的谱线． 

1.7	 	薛定谔（Schrödinger）方程	

1.7.1  Schrödinger 方程的得来线索 

在 1.5 节中我们曾说明，对于微观粒子的状态，是用一个含有坐标和时间的函数——波函数 Ψ(r,t)——

来描述的．得到了粒子的波函数也就在统计的意义上确定了粒子的状态，因此，确定粒子的波函数就成为

一个非常关键的问题．在经典力学中，描述质点运动状态的坐标 r(t)是通过解牛顿(Newton)方程得到的．与

此相仿，在量子力学中，波函数 Ψ(r, t)也要通过解一个方程才能得到，这个力程就是本节所要讨论的

Schrödinger 方程．Schrödinger 方程是量子力学基础方程，它的解已被证实与实验结果相符，但是如果不引

入非经典的假定，该方程不能从任何经典力学方程推导出来，为了能使初学者易于接受 Schrödinger 方程，

探讨一下它的具体形式是有益的。 

描述一维运动的自由粒子的 de Broglie 波 

Ψ=Aei2π(xp-Et)/h          (1-40) 

是该粒子的波函数．若该粒子在三维空间运动，其相应的波函数是 

Ψ(r,t)=Aee


ሺି⋅࢘ா௧ሻ         (1-62) 

其中         r · p = xpx+ypy+zpz 

=


ଶగ 

下面考察 Ψ(r,t)所应满足的方程，因为  
డఅሺ࢘,௧ሻ

ப௧
=െ

i
EΨ(r,t) 

即          i
ሻݐ,࢘ሺߖ߲
ݐ∂ =EΨ(r,t)             (1-63) 

而且         
డమఅሺ࢘,௧ሻ

ப௫మ
=െ

1
 ௫ܲ

ଶΨ(r,t) 

డమఅሺ࢘,௧ሻ

ப௬మ
=െ

1
 ௬ܲ

ଶΨ(r,t) 

డమఅሺ࢘,௧ሻ

ப௭మ
=െ

1
 ௭ܲ

ଶΨ(r,t) 

把上面三式相加，得    ଶΨ(r,t)≡[
பమ

డ௫మ
+
பమ

డ௬మ
+
பమ

డ௭మ
] Ψ(r,t)=	െ

ܲ2

2
Ψ(r,t) 
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即         െ
2

െ	ଶΨ(r,t)=2݉
ܲ2

2݉Ψ(r,t)         (1-64) 

式中 m 为自由粒子的质量．因自由粒子不受任何力场作用，故它的能量就是它的动能： 

E=
మ

ଶ
 

容易看出，(1-63)式和(1-64)式的右端相等，故 

    	i
ሻݐ,࢘ሺߖ߲
ݐ∂ =െ

2

 ଶΨ(r,t)        (1-65)2݉

这就是自由粒子的波函数 Ψ(r,t)所满足的方程，上式实际上就是自由粒子的 Schrödinger 方程． 

 (1-64)式可以变为     P2Ψ =െħ22Ψ 

或写为           (P · P)Ψ=[(െiħ)(െiħ)]Ψ           (1-66) 

其中         ≡
∂
+iݔ∂

ப

ப௬
+

ப

ப௭
k          (1-67) 

(1-66)式表明，动量 P 对应子一个运算符号െiħ，P 的分量也分别对应于െiħ的分量，即 

P→െiħ 

Px→െiħ
ப

ப௫
 Py→െiħ

ப

ப௬
 Pz→െiħ

ப

ப௭
      (1-68) 

由(1-63)式可知，能量 E 对应于一个运算符号 iħ
ப

ப௧
，即 

E→iħ
ப

ப௧
          (1-68) 

在量子力学中，以上这些运算符号统称为算符（或算子，英文为 operator，本书用白斜体字母上加“^”号表

示算符）．由于存在(1-68)式和(1-69)式的对应关系，所以 iħ
ப

ப௧
称为能量算符，-iħ称为动量算符，െiħ

ப

ப௫
称

为动量的 x 分量算符，…． 

自由粒子的能量为      E=
మ

ଶ
 

将 E 和 P 用对应的算符代替并作用在 Ψ上，得 

iħ
பఅ

ப௧
=െ

2

 ଶΨ2݉

显然上式就是自由粒子的 Schrödinger 方程(1-65)．对于在某一势场中运动的粒子，也可以仿照这种方法得到

其 Schrödinger 方程，设粒子在势场中的势能为 V(r)，则粒子的总能量为 

E=
మ

ଶ
+V(r) 

将 E，P 和坐标 r 用对应的算符代替（坐标 r 对应的算符̂ݎ就是 r 本身）并作用在波函数 Ψ上，得 

iħ
பఅ

ப௧
=[െ

2

 ଶ+ V(r)] Ψ        (1-70)2݉

这就是具有势能 V(r)的粒子的 Schrödinger 方程，其中 m 是粒子的质量．Schrödinger 方程有明确的物理意义：

它描述了粒子的运动规律．Schrödinger 方程的正确性由它的解与实验结果相一致而得到证实． 

1.7.2  定态 Schrödinger 方程 

 (1-70)式右端的算符为哈密顿(Hamilton)算符ܪ，即 
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=െܪ
2

 ଶ+V(r)         (1-71)2݉

由(1-70)式知，ܪ与能量算符 iħ
ப

ப௧
相对应，本书的 Hamilton 算符即是能量算符． 

本书所处理的体系是电子、原子和分子，这些粒子的势能通常与时间 t 无关，即 V(r)不含时间，在这种

情况下，Schrödinger 方程可用分离变量法简化，令 

Ψ(r,t)=߰(r) · f(t) 

则 Schrödinger 方程(1-70)变为  iħ߰(r)
ୢሺ௧ሻ

ୢ୲
=െ

2

2݉ f(t)ଶ߰(r)+V(r)߰(r) f(t) 

将上式除以߰(r) · f(t)，得   
୧

ሺ௧ሻ

ୢሺ௧ሻ

ୢ୲
=െ

2

2݉
1

߰ሺ࢘ሻ 
ଶ߰(r)+V(r) 

上式左边不含有 r，右边不含有 t，因而只能等于一个共同的常数（即不含 t 也不含 r），令其为 E，则 

୧

ሺ௧ሻ

ୢሺ௧ሻ

ୢ୲
=E          (1-72) 

െ
2

2݉
1

߰ሺ࢘ሻ
ଶ߰(r)+V(r)=E        (1-73) 

由(1-72)式可解出       f(t)=Ae-iEt/ħ            (1-74) 

其中 A 为积分常数．这样我们就得到了 V(r)不含 t 时的波函数 

Ψ(r,t)=߰(r)e-iEt/ħ         (1-75) 

上式已把常数 A 并到߰(r)中． 

利用尤拉(Euler)公式        e±ix=cosx±isinx           (1-76) 

可将(1-75)式含时间的指数因子展开  e-iEt/ħ=cos(Et/ħ)±isin(Et/ħ) 

正弦和余弦函数都是周期函数，这两个函数的角频率为 

߱=E/ħ 

得          E=߱ħ=2ߥߨh/2ߨ=hߥ 

常数 E 就是粒子处在 Ψ(r,t) 态时的能量．具有(1-75)式形式的波函数所描述的状态称为定态，在定态中几率

密度|Ψ(r,t) |2 = |߰(r)|2 与时间无关，能量 E 也与时间无关． 

(1-73)式可以写为     െ
2

 ଶ߰(r)+V(r)߰(r)=E߰(r)        (1-77)2݉

或          ܪ߰(r)=E߰(r)           (1-78) 

以上两式都称为定态 Schrödinger 方程，也简称为 Schrödinger 方程，߰(r)也称为波函数，因为知道߰(r)后，

由(1-75)式就可确定 Ψ(r,t)．以后我们所要处理的体系的势能大都与时间无关，都可归结为求解方程(1-77)或

(1-78)以得到能量 E 和波函数߰(r)．下节我们将讨论一个具体例子． 

1.8	 	在势箱中运动的粒子	

1.8.1  Schrödinger 方程的求解 

本节我们来讨论一个微观粒子的运动规律，以便阐明简单体系的 Schrödinger 方程的求解问题．设粒子

被束缚在边长为 a，b，c 的长方箱中，且势能 V 在箱内等于零．由于粒子被束缚在箱内，所以在箱外 V =∞．取

这个箱的一个顶点为坐标原点 a，b，c 三条棱分别与 x，y，z 轴重合，该粒子的 Schrödinger 方程为 

 [െ
2

 ଶ+V]߰=E߰         (1-79)2݉
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其中߰是粒子的波函数，即߰=	߰(x, y, z)． 

因在箱外 V =∞，所以方程(1-79)只有零解߰=0．在箱内 V=0，方程(1-79)变为 

െ
2

 ߰=E߰	ଶ2݉

即          
డమట

డ௫మ
+
డమట

డ௬మ
+
డమట

డ௭మ
+
ଶா

మ
=0         (1-80) 

可采用分离变量法解此方程，令  ߰(x, y, z)=߰1(x)߰2(y)߰3(z)         (1-81) 

代入方程(1-80)得     ߰2߰3

ୢమటభ

ୢ௫మ
+߰1߰3

ୢమటమ

ୢ௬మ
+߰1߰2

ୢమటయ

ୢ௭మ
+
ଶா

మ
߰1߰2߰3=0 

上式除以߰1߰2߰3并移项得   െ
1
߰1

d2߰1
d2ݔ

=
ଵ

టమ

ୢమటమ

ୢ௬మ
+
ଵ

టయ

ୢమటయ

ୢ௭మ
+
ଶா

మ
 

上式左边只是 x 的函数，右边只是 y 和 z 的函数，故两边只能等于同一个常数，令这个常数为
ଶாభ
మ

，则得 

െ
1
߰1

d2߰1
d2ݔ

=
ଶாభ
మ

          (1-82) 

ଵ

టమ

ୢమటమ

ୢ௬మ
+
ଵ

టయ

ୢమటయ

ୢ௭మ
+
ଶா

మ
=
ଶாభ
మ

          (1-83) 

将(1-83)式整理为     െ
1
߰2

d2߰2
d2ݕ

=
ଵ

టయ

ୢమటయ

ୢ௭మ
+
ଶሺாିாభሻ

మ
 

令上式两边同等于
ଶாమ
మ

，则上式分离为  െ
1
߰2

d2߰2
d2ݕ

=
ଶாమ
మ

          (1-84) 

െ
1
߰3

d2߰3
d2ݖ

=
ଶாయ
మ

         (1-85) 

其中 E3=E-E1-E2 即         E=E1+E2+E3             (1-86) 

这样，我们已将方程(1-80)分解成了三个常微分方程(1-82)，(1-84)和(1-85)． 

方程(1-82)经整理后变为    
ୢమటభ

ୢ௫మ
+
ଶாభ
మ

߰1=0          (1-87) 

该方程的通解为      ߰1(x)=A'e୧ඥଶாభ ⁄ ௫+B'eି୧ඥଶாభ ⁄ ௫i 

利用 Euler 公式(1- 76)，上式变为     ߰1(x)= Acos(ට
ଶாభ


x)+Bsin(ට
ଶாభ


x)      (1-88) 

其中 A=A'+B'，B=A'-B'，A 和 B 为两个待定常数，须由边界条件确定． 

在箱子外部，即在 x≤0 和 x≥0 的区域，我们已经得到其波函数等于零，连续是波函数的标准化条件之

一，因此要求在边界上波函数也必须是连续的，即要求߰1(0)=0，߰1(a)=0。由߰1(0)=0 得 

Acos0+Bsin0=0 

显然 A=0．于是(1-88)式变为    ߰1(x)=Bsin(ට
ଶாభ


x)         (1-89) 

由߰1(a)=0 得        Bsin(ට
ଶாభ


a)=0 

这里 B 不能等于零，否则߰1(x)≡0，即粒子的几率密度|	߰1(x)|2≡0，这显然不合理，因而只能使 sin(ට
ଶாభ


a)=0 
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这就要求       ටଶாభ


a =n1ߨ , n1=1, 2, … 

从而得到能量          E1=
భ
మమ

଼మ
 , n1=1, 2, …        (1-90) 

在这里没有取 n1=0，因为 n1=0 同样会导致߰1(x)≡0 的荒谬结果．将(1-90)式代入(1-89)式得 

߰1(x)=Bsin(
భగ


x) 

常数 B 由归一化条件确定，即   |߰ଵሺݔሻ|ଶdݔ
ஶ
ିஶ =B2 sinሺ

ߨ1݊
ܽ ݔሻdݔ


 =1 

可解出          B=ට
ଶ


 

最后确定的波函数为     ߰1(x)=	ට
ଶ


sin(

భగ


x) , n1=1, 2, … , 0<x<a        (1-91) 

1.8.2  解的讨论 

现在我们讨论这些计算结果．图 1.5 是能量最低的四个能级以及它们的波函数߰1(x)和几率密度߰ଵ
ଶ(x)．图

1.5 表明，在每一个状态下，粒子都以一个确定的但不相等的几率出现在箱中各点．而且随着能量的升高，

粒子趋向于以相同的几率出现在箱中各点，即趋向于经典的运动规律． 

波函数等于零的点称为节点．从图中可以看出，能量越高的波函数，其节点越多，这是量子力学的一

个普遍规律． 

߰1(x)      	߰ଵ
ଶ(x) 

n1=4 

 

 

n1=3 

 

n1=2 
 

n1=1 

0    a  0    a 

图 1.5  箱中粒子的一维波函数߰1(x)，几率密度߰ଵ
ଶ(x)和能级 E1 

一个微观粒子可以处在不同的状态，其中能量最低的状态称为基态，其余状态都称为激发态，并以能

量从低到高的顺序分别称为第一激发态、第二激发态……．从箱中粒子一维运动的能量公式(1-90)可知，其

基态能量并不等于零，而等于
మ

଼మ
，这称为零点能．零点能是微观粒子所表现出来的量子效应，可用不确

定原理解释：粒子的运动范围为 0<x<a，即ᇞx=a，由不确定关系得ᇞpx=h/a，因此 px 不能精确等于零，则

粒子的能量 E1=px
2/2m 不能为零．当粒子的质量 m 和运动范围 a 都足够大以致零点能

మ

଼మ
趋于零时，则还
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原为经典的情况。 

由(1-90)式可计算两个相邻能级的能量差： 

ᇞE=E1(n1+1)െE(n1)=(2n1+1)
మ

଼మ
 

可见粒子的能量是量子化的，但是随着 m 和 a 的增大，ᇞE 会减小；当 m 和 a 足够大时，ᇞE→0，这就是

经典物理中能量连续的情况． 

从以上这些讨论不难看出，量子效应是一个普遍规律，但是在宏观现象中量子效应并不起实际作用，

因而完全可以被忽略．一般说来，在所处理的体系中，如果 Planck 常数 h 可以被忽略，则可按经典物理学

处理，否则则须按量子力学处理， 

方程(1-84)和(1-85)可采用同样的方法求解，其解分别为 

߰2(y)=ට
ଶ


sin(

మగ


y) , n2=1, 2, …, 0<y<b   E2=

మ
మమ

଼మ
 , n2=1, 2, … 

߰3(z)=ට
ଶ


sin(

యగ


z) , n3=1, 2, …, 0<z<c   E3=

య
మమ

଼మ
 , n3=1, 2, … 

因此，方程(1-80)的解是  ߰=߰1߰2߰3=ට
଼


sin(

భగ


x)sin(

మగ


y)sin(

యగ


z)      (1-92) 

E=E1+E2+E3 =(
భ
మ

మ
+
మ
మ

మ
+
య
మ

మ
)
మ

଼
        (1-93) 

如果 a ≠b ≠c，由以上两式可知，一个能级仅对应一个状态，则能级称为非简并能级，但如果 a=b=c，则

E 变为        E =(݊ଵ
ଶ+݊ଶ

ଶ+݊ଷ
ଶ)	

మ

଼మ
 

若 n1，n2和 n3 的任意两个值等于 1，其余一个等于 2，其能量都等于
ଷమ

ସమ
，而波函数却有三个，这时称这

个能级为三重简并能级，该能级所对应的状态称为三重简并态．从这个具体例子可以看出，简并与势场的

对称性有关，一般说来，势场的对称性越高，简并度越大． 

1.9	 	算符和力学量	

1.9.1  算符的一般概念 

算符就是某种运算（或操作）符号，算符ܨ作用在一个函数 u 上就是对 u 实行某种运算（或操作）而得

到另一函数 v，即        ܨu=v 

例如，
ப

ப௫
ଶ，sin， 等都是算符。甚至某一常数或函数也可以作为算符，并把它们作用在函数上规定为与这

个函数相乘． 

两个算符相乘ܨܩ作用在函数 u 上，规定为ܩ先作用ܨ后作用，即 

≡uܩܨ  (uܩ)ܨ

对于任一函数 u，一般说来     ܨܩݑ ്   uܨܩ

但如果对于任一函数都满足    ܨܩݑ ൌ  uܨܩ

则称ܨ和ܩ对易，并记为     [ܨ,ܩ]	≡ ܩܨ െ  =0ܨܩ
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1.9.2  线性算符和厄密(Hermite)算符 

对于任意函数 u 和 v 以及任意常数 a 和 b，如果满足 

 vܨu+bܨ(au+bv)=aܨ

则ܨ为线性算符，例如
ୢ

ୢ௫
ଶ，x， 等都是线性算符，sin，√		等都不是线性算符， 

对于任意函数 u 和 v，如果满足    u*ܨvd߬= v(ܨu) *d߬         (1-94) 

则ܨ为 Hermite 算符．其中*号表示取复数共轭． 

在量子力学中，任何一个可观测的力学量都对应一个线性 Hermite 算符．例如可观测量坐标 x 所对应的

算符就是 x 本身即ݔො=x，显然算符ݔො是线性的，而且 

 u*ݔොvd߬= v(ݔොu) *d߬ 

即ݔො也是 Hermite 算符． 

如果一个力学量 F 具有经典的对应量（例如能量），可写出其经典表达式 F(r, p, t)，然后将 r，p 和 t 用

对应的算符代入．（ t 的算符̂ݐ也是 t 本身），则得到量子力学中力学量 F 所对应、的算符 F(r, െiħ, t)．例如

在 1.7 节中我们曾用这种方法得到了能量算符ܪ． 

如果一个力学量没有经典的对应量，则须定义其算符的形式． 

1.9.3  本征值方程 

如果算符ܨ作用于函数 u 上等于常数 f 与 u 的乘积 

 u=fu          (1-90)ܨ

这一方程称为算符ܨ的本征值方程．其中 f 为算符ܨ的本征值，u 为算符ܨ的属于本征值 f 的本征函数，或简

称为算符ܨ的本征函数。 

若有不止一个线性无关的本征函数属于同一本征值 f，则称本征值 f 是简并的，这些线性无关的本征函

数的数目为 f 的简并度．容易证明，线性算符的简并本征函数的线性组合仍是属于同一本征值的本征函数． 

按照本征值方程的定义，定态 Schrodinger 方程 

 ߰=E߰ܪ

实际上是能量算符的本征值方程，解这一方程可得到能量 E 和波函数߰（即ܪ的本征函数）．同样的道

理，解其它力学量算符的本征值方程就可得到相应的力学量和本征函数． 

1.9.4  算符和力学量的关系 

在 1.8 节中我们曾详细求解了方程(1-87)，这一方程实际上是箱中粒子一维运动的 Schrödinger 方程（即

能量算符ܪ的本征值方程     ܪ1߰1(x)= E1߰1(x)          (1-96) 

式中ܪ1 为能量算符െ
2

2݉
d2

d2ݔ
 

߰1(x)=ට
ଶ


sin(

భగ


x)          (1-91) 

    E1=
భ
మమ

଼మ
          (1-90) 

上两式表明，当粒子处于能量算符ܪ1 的本征态߰1(x)时，算符ܪ1 所表示的力学量（能量）有确定值 E1——߰1(x)

所属于的本征值．可以把这一结论推广到一般的情况（这实际是量子力学的一个假定）： 



22 
 

若 u 是力学量算符ܨ的本征态，即     ܨu=fu 

那么在状态 u 下，体系的该力学量有确定值 f；反之，如果在状态 u 下，某力学量有确定值 f，则 u 是该力

学量ܨ的本征态，其本征值就是 f．如果 u 不是ܨ的本征函数，则在状态 u 下ܨ所表示的力学量不具有确定值， 

例如，箱中粒子一维波函数߰1(x)不是坐标算符 x 的本征函数（因为 x 作用在߰1(x)上不等于常数乘以߰1(x)），

所以力学量 x 没有确定值，事实上 x 可以是(0, a)区间的任意数值，|߰1(x)|2表示了 x 取各种值的几率． 

1.9.5  Hermite 算符的两个性质 

性质1 Hermite 算符的本征值是实数． 

证明 在 Hermite 算符的定义式(1-94)中，令 u=v，且 u 是 Hermite 算符ܨ的本征函数，即 

 u=fuܨ

取共轭为          (ܨu)*=f *u* 

(1-94)式变为         u*ܨud߬= u(ܨu)*d߬ 

利用上面两式得       f u*ud߬=f* u(u)*d߬ 

其中的积分因子不能等于零（若 u 是归一化的，则积分等于 1，否则是一个不为零的常数），所以 

f =f *   即 Hermite 算符的本征值 f 是实数． 

表示力学量算符的本征值是测量这个力学量可能得到的数值，当然这些数值必须是实数．Hermite 算符

的本征值总是实数，这正是力学量要用 Hermite 算符表示的原因。 

性质2 Hermite 算符属于不同本征值的本征函数相互正交． 

证明 两个函数 u，v 正交的定义是 

 u*vd߬ 

设 um, un, …是 Hermite 算符ܨ的分别属于本征值 fm, fn, …的本征函数，即 

 un=fnunܨ um=fmumܨ

且 fm≠fn，由上式得     (ܨun)*=f n*un（因为 f n=f n*） 

按 Hermite 算符的定义式(1-94)，得   un*ܨumd߬= um (ܨun)*d߬ 

即         fmun*umd߬=fnun*umd߬ 

因为 fm≠fn 所以        un*umd߬=0 

即 Hermite 算符不同本征值的本征函数正交． 

如果 Hermite 算符ܨ的某一本征值是简并的，则属于该本征值的本征函数不只一个，一般说来，属于同

一本征值的本征函数并不相互正交，但总可以把这些本征函数线性组合起来形成新的本征函数，使得这些

新函数相互正交，这样，Hermite 算符的本征函数都相互正交，而每个本征函数部可归一化，因此 Hermite

算符的本征函数构成正交归一化的函数系{um} 

݉				ቄ0≡ߜ=um*und߬ ് ݊
1				݉ ൌ ݊

 m, n=1, 2, …     (1-97) 

在量子力学中，任何一个态函数 y 都可以用一个任意力学量 F 的本征函数系展开 

߰=
m

cmum          (1-98) 

具有这种性质的函数系{um}称为完全系，可见力学量 F 的本征函数系{um}组成完全系．(1-98)式的展开系数

cm可这样确定： 

用 un*左乘(1-98)式，并在变数的整个区域积分，得 

un*߰d߬=
m

cmun*umd߬ 

利用{um}的正交归一性，得     cm=un*߰d߬             (1-99) 
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1.9.6  力学量的平均值 

设态函数߰是归一化的，即߰*߰d߬=1．用 F 的本征函数系{um}将߰展开 

߰=
m

cmum          (1-98) 

将上式代入߰的归一化表达式，得
m


n

cm*cnum*undt=
m


n

cm*cndm=
m

|cm|2=1  (1-100) 

    如果߰是 F 的一个本征函数 ui 则展开式(1-98)变为 

߰=
m

cmum=ciui=1         (1-101) 

即 ci=1,cm=0(m≠i）．在这种情况下，如果测量 F 力学量，因为该力学量必有确定值 fi 所以测得，fi的几率等

于 1．即在这种特殊情况下，(1-101)式的展开系数|ci|
2(=1)表示了在态߰下测定 F 力学量得到 fi 的几率． 

    这一结论在一般的情况下也是正确的，因为(1-100)式表明，归一化的߰与
m

|cm|2=1 相对应，即如果在

整个空间发现粒子的几率等于 l，则
m

|cm|2=1，可见|cm|2 具有几率均意义，所以量子力学假定： 

    在归一化的߰下，测量 F 力学量所得的数值必定是 F 的本征值之一，而测得 fm 的几率是展开式(1-98)

相应的系数绝对值平方|cm|2． 

    既然在߰状态下 F 力学量不取确定值，但由于取各种值有一个确定的几率，所以总存在一个平均值（或

称为期望值），显然其平均值为 

    <F>=
m

fm|cm|2          (1-102) 

下面考察积分  ܨ*߰߰d߬=
m


n

cm*cnum*und߬=
m


n

cm*cnfmߜmn=
m


n

fm|cm|2=1      

(1-103) 

上式的推演过程用到了展开式(1-98)和正交归一化条件(1-97)．比较(1-102)式和(1-103)式，容易得到力学量

在߰状态下，平均值的计算公式      <F>=ܨ*߰߰d߬               (1-104) 

其中߰是归一化的． 

1.9.7  对易算符及其力学量 

下面我们讨论一个定理：如果算符ܨ和ܩ对易，则它们有共同的本征函数，这些本征函数组成完全系。 

现在我们只就算符的本征值没有简并的情况证明这一定理（在简并情况这一定理仍是正确的，只是证

明稍复杂一些）。 

设 un 是ܨ的本征函数      ܨun=fnun 

则         ܩܨun=ܩfnun=fnܩun 

因为ܩ和ܨ对易，所以      ܩܨun=ܨܩun 

比较上面两式，得      ܨܩun =fnܩun 

即ܩun 也是ܨ的本征函数，其本征值也是 fn，我们已经假定，fn 是非简并的，对应于 fn，ܨ的本征函数只有一

个，所以ܩun和 un 描述同一状态，即ܩun 和 un 只能相差一常数因子．以 ɡn 表示这一因子，则 

 un=ɡnunܩ

这就是说，un也是ܩ的本征函数，ܨ和ܩ有共同的本征函数 un．因为ܨ的本征函数 un 组成完全系，说明ܨ和ܩ的

共同本征函数也组成完全系． 
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显然，在两个算符的共同本征函数所描述的状态下，两个算符所代表的力学量都有确定值． 

容易验证，ݔො算符和̂௫，算符(െi
∂
不对易，所以(ݔ∂ x 和 px不能同时有确定值，二者存在 ΔxΔpx≥h 的不

确定关系，不确定关系是算符不对易的必然结果，不确定关系也可由算符的不对易性推导出来． 

1.10	 	氢原子 Schrödinger方程的解	

作为解简单体系的 Schrödinger 方程的第二个例子，本节我们讨论氢原子和类氢离子 Schrödinger 方程的

求解问题，所谓类氢离子指的是 He+，Li2+，Be3+等只含有一个原子核和一个电子的体系． 

1.10.1  原子的玻恩一奥本海默(Born-Oppenheimer)近似 

氢原子和类氢离子的 Hamilton 算符为 ܪ=െ
2

ெܯ2
ଶ െ

2

ߤ2 
ଶ െ

ܼ݁2
ݎ         (l-105) 

第一项为原子核的动能算符，M 为原子核的质量；第二项为电子的动能算符，ߤ为电子的质量；第三项为电

子和核的相互作用势能算符，Ze 为核电荷，െe 为电子电荷，r 为电子和核的距离，若电子坐标为(x, y, z)，

核坐标为(X,Y,Z)，则    r=ඥሺܺ െ ሻଶݔ  ሺܻ െ ሻଶݕ  ሺܼ െ  ሻଶݖ

Schrödinger 方程为           ܪΨ=EΨ           (1-106) 

这是一个二体问题，电子和核都在运动，解此方程比较困难，需要把二体问题化为单体问题求解． 

可以引入质心坐标、相对坐标和折合质量，并采用分离变量法把二体问题化为单体问题而精确求解方

程(1-106)．这种方法虽然严谨，但没有普遍意义，我们采用 Born-Oppenheimer 近似（或称为绝热近似、核

固定近似）来处理这些体系． 

考虑到核的质量 M 比电子的质量ߤ大三个数量级以上，所以电子的运动比核的运动快得多．核运动所引

起的微小势场变化，迅速运动的电子总可以跟得上这种变化而建立起新的运动状态，这样在电子运动时，

就可以把接近似地看成是固定不动的．或者按照经典的说法；在电子运动一周的时间内，核位置的变化是

可以忽略的．于是可以把电子和核分开处理，在处理电子运动时，把核固定（关于核运动的处理，我们将

在分子光谱中讨论），并把坐标原点选在核上，这样就可以略去核的动能项．(1-105)式变为 

=െܪ
2

ߤ2
ଶ െ

ܼ݁2
ݎ          (1-107) 

r=ඥݔଶ  ଶݕ   ଶݖ

这种处理方法称为 Born-Oppenheimer 近似． 

(1-107)式表明，电子的势能只与 r 有关，即电子经受中心力场的作用．在这种情况下，采用球坐标系比

较方便．在直角坐标系中     ଶ=
பమ

ப௫మ
+
பమ

ப௬మ
+
பమ

ப௭మ
           (1-108) 

在球坐标系中    ଶ=
ଵ

మ
డ

డ
(r2 డ

డ
)+

ଵ

మୱ୧୬ఏ

డ

డఏ
(sinߠ

߲
+(ߠ߲

ଵ

మ ୱ୧୬మ ఏ

డమ

డఝమ       (1-109) 

电子运动的 Schrödinger 方程为   [െ
2

ߤ2
ଶ െ

ܼ݁2
ݎ ]Ψ=EΨ 

利用(1-109)式，上式变为球坐标系中的 Schrödinger 方程． 

ଵ

మ
డ

డ
(r2డఅ

డ
)+

ଵ

మୱ୧୬ఏ

డ

డఏ
(sinߠ

ߖ߲
+(ߠ߲

ଵ

మ ୱ୧୬మ ఏ

డమఅ

డఝమ+
ଶఓ

మ
(
మ


+E)Ψ=0    (1-110) 

下面我们用分离变量法解此方程． 
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1.10.2  分离变量 

令电子的波函数߰(r, θ,	߮)为三个单变量的函数 R(r)、߆(θ)和ߔ(߮)的乘积，即 

߰(r, θ,	߮)=R(r)߆(θ)(1-111)        (߮)ߔ 

将上式代入(1-110)式，得 

௵ః

మ
ୢ

ୢ
(r2ୢோ

ୢ
)+

ோః

మୱ୧୬ఏ

ୢ

ୢఏ
(sinθ

ୢ௵

ୢఏ
)+

ோ௵

మ ୱ୧୬మ ఏ

ୢమః

ୢఝమ+
ଶఓ

మ
(
మ


+E)R0=ߔ߆ 

将上式乘以
మ ୱ୧୬మ ఏ

ோ௵ః
并移项得 

ୱ୧୬మ ఏ

ோ

ୢ

ୢ
(r2ୢோ

ୢ
)+
ୱ୧୬ఏ

௵

ୢ

ୢఏ
(sinθ

ୢ௵

ୢఏ
)+
ଶఓ

మ
(
మ


+E)r2sin2θ=െ

1
ߔ
ߔ2߲
߲߮2

 

令上式左右两端都等于共同的常数 m2，得  െ
1
ߔ
ߔ2߲
߲߮2

=m2           (1-112) 

ୱ୧୬మ ఏ

ோ

ୢ

ୢ
(r2ୢோ

ୢ
)+
ୱ୧୬ఏ

௵

ୢ

ୢఏ
(sinθ

ୢ௵

ୢఏ
)+
ଶఓ

మ
(
మ


+E)r2sin2θ=m2 

将上式乘
ଵ

ୱ୧୬మ ఏ
并移项得 

ଵ

ோ

ୢ

ୢ
(r2ୢோ

ୢ
) +
ଶఓ

మ
(
మ


+E)r2 =

మ

ୱ୧୬మ ఏ
െ

ଵ

௵ୱ୧୬ఏ

ୢ

ୢఏ
(sinθ

ୢ௵

ୢఏ
) 

令上式左右两端都等于常数ߚ，得  
ଵ

ோ

ୢ

ୢ
(r2ୢோ

ୢ
) +
ଶఓ

మ
(
మ


+E)r2=(1-113)         ߚ 

మ

ୱ୧୬మ ఏ
െ

ଵ

௵ୱ୧୬ఏ

ୢ

ୢఏ
(sinθ

ୢ௵

ୢఏ
 (1-114)          ߚ=(

这样就把方程(1-110)分离为三个常微分方程(1-112)，(1-113)和(1- 114)，下面我们分别求解这三个方程． 

 方程的解(߮)ߔ  1.10.3

显然ߔ(߮)方程(1-112)的两个特解为  ߔ|m|=
ଵ

√ଶగ
ei|݉|߮  

=|m|-ߔ 
ଵ

√ଶగ
eെi|݉|߮ 

或者写成统一的形式      ߔ(߮)=
ଵ

√ଶగ
ei݉߮           (1-115) 

也应该满足波函数的标准条件。߮和߮(߮)ߔ，是电子波函数߰的一部分(߮)ߔ  在(߮)ߔ，对应于空间的同一点ߨ2

这一点应该是单值的，即     =(߮)ߔ	ߔ(߮   (ߨ2

由(1-115)式得        
ଵ

√ଶగ
ei݉߮=

ଵ

√ଶగ
ei݉ሺ߮2ߨሻ 

e୧ଶగ=1 

利用 Euler 公式(1-76)，得     cos(2mߨ)+i sin(2mߨ)=1 

所以 m 只能是整数      m=0, ±l, ±2, … 

m 称为磁量子数。 

当 m≠0 时，ߔ(߮)是复数形式，在应用中ߔ(߮)的实数形式往往比较方便，ߔ(߮)方程(1-112)是线性方程，

因此ߔ|m|和ߔ-|m|的线性组合也是ߔ(߮)方程的解．为得到实函数的解，当 m≠0 时，通常取 

=|m|'ߔ
ଵ

√ଶ
=(|m|-ߔ+|m|ߔ)

ଵ

√గ
cos|m|߮   ߔ''|m|=

ଵ

√ଶ୧
=(|m|-ߔm|െ|ߔ)

ଵ

√గ
sin|m|߮  (1-116) 
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m|，就是|''ߔm|和|'ߔ F(f)方程解的实数形式． 

 方程的解(θ)߆  1.10.4

  方程(1-114)可整理为(θ)߆
ଵ

௵ୱ୧୬ఏ

ୢ

ୢఏ
(sinθ

ୢ௵

ୢఏ
+ߚ)+(

మ

ୱ୧୬మ ఏ
)=0             (1-117) 

引入变量 t=cosθ，则    
ୢ

ୢఏ
=
ୢ

ୢ௧

ୢ௧

ୢఏ
=െsinθ

ୢ

ୢ௧
=െ√1 െ ଶݐ  

ୢ

ୢ௧
 

方程变为(θ)߆ P(t)方程      
ୢ

ୢ௧
[(1െt2)	

ୢ

ୢ௧
ߚ)+[ െ

݉2

1െ2ݐ
)P=0          (1-118)  

须采用级数解法解此方程．因为 θ∈[0, π]，所以 t∈[െ1, 1]，而 t=±l 是方程的两个奇点，这种奇点称为正则奇

点，按数学上的常规作法，须用如下形式的级数将 P(t)展开 

  P(t)=(1െt2)|m|/2


0n

ant
n=(1െt2)|m|/2V(t)        (1-119) 

把(1-119)式代入(1- 18)式，得 V(t)所满足的方程 

(1െt2)
ୢమ

ୢ௧మ
െ2(|m|+1)t

ୢ

ୢ௧
ߚ	)+ െ	|m|െm2)V=0      (1-120) 

其中        V=


0n

ant
n 

    
ୢ

ୢ௧
=



0n

anntn-1          (1-121) 

ୢమ

ୢ௧మ
=



0n

ann(nെ1)tn-2=


2n

ann(nെ1)tn-2=


0n

an+2(n+2)(n+1)tn-2 

将(1-121)式代人(1-120)式，整理得  


0n

tn {an+2(n+2)(n+1)	െan[n(nെ1)+ 2(|m|+1)n	െߚ	+|m|+m2]}=0 

上式成立的条件是 tn 的系数等于零，即 an+2(n+2)(n+1)=an[n(nെ1)+ 2(|m|+1)n	െߚ	+|m|+m2] 

或者写为   an+2=
ሺିଵሻାଶሺ||ାଵሻିఉା||ାమ

ሺାଶሻሺାଵሻ
an=

ሺା||ሻାሺା||ሻିఉ

ሺାଶሻሺାଵሻ
an      (1-122) 

P(t)是波函数的一部分，P(t)应满足波函数是有限的这一条件，这就要求(1-119)式的求和中只能含有有限项，

否则在 t=±1 时将发，设 n=k 是级数中的最高项，即 ak 不等于零，ak+1，ak+2，…都等于零．由(1-122)式的

ak+2=0，得        ߚ=(k+|m|)(k+|m|+1) 

令           l=k+|m| 

得           ߚ=l+1            (1-123) 

因为 k 为零或正整数，磁量子数 m 是整数，所以 l 也是零或正整数，且 

    l≥|m|           (1-124) 

    l=0, 1, 2, …             (1-125) 

l 称为角量子数． 

将(1-123)式代入 P(t)方程(1-118)，得  
ୢ

ୢ௧
[(1െt2)	

ୢ

ୢ௧
]+(l(l+1)െ

݉2

1െ2ݐ
)P=0        (1-126) 
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这个方程称为缔合（或称连带，associated）Legendre 方程．其解为缔合 Legendre 多项式P
||(t)，它可以表

示为微分形式：    P
||(t)=(1െt2)|m|/2 ୢ

||

ୢ௧||[
ଵ

ଶ!

ୢ

ୢ௧
(t2െ1)l]            (1-127) 

引入归一化常数后，得   ߆(θ)=ට
൫2݈1൯൫݈െ|݉|!൯
2൫݈|݉|൯! P

||(cosθ)          (1-128) 

通常用球谐函数 Y l m(θ, ߮)=߆(θ)ߔ(߮)表示波函数的角度部分，由(1-115)式和(1-128)式得 

Y l m(θ, ߮)=ට
൫2݈1൯൫݈െ|݉|!൯
!൫݈|݉|൯ߨ4 P

||(cosθ)e୧ఝ       (1-129) 

1.10.5  R(r)方程的解 

用ߚ=l(l+1)代入 R(r)方程(1-113)，并将方程两边同乘以 R/r2，整理得 

ଵ

మ	

ୢ

ୢ
(r2ୢோ

ୢ
)+[

ଶఓ

మ
(
మ


+E)	െ

݈ሺ݈1ሻ
	2ݎ

]R=0      (1-130) 

作变量代换，即令      R(r)=u(r)/r            (1-131) 

得        
ୢమ௨

ୢమ
+[
ଶఓ

మ
(
మ


+E)	െ

݈ሺ݈1ሻ
	2ݎ

]u=0 

令          ߙ=ටെ
଼ఓா

మ
            (1-133) 

l=
మ


ටെ

ఓ

ଶா
=
ଶఓమ

ఈమ
         (1-134) 

 r             (1-135)ߙ=ߩ

将ߙ，l 和ߩ代入方程(1-132)中，得  
ୢమ௨

ୢఘమ
+[
ఒ

ఘ
െ
ଵ

ସ
െ
ሺାଵሻ

ఘమ	
]u=0          (1-136) 

下面考察该方程的渐近行为．当 r→∞时，方程变为 
ୢమ௨

ୢఘమ
െ
ଵ

ସ
u=0           (1-137) 

它的解[即方程(1-136)的渐近解]为     u(ߩ)=eേఘ ଶ⁄  

当ߩ→∞时，eఘ ଶ⁄ →∞，即eఘ ଶ⁄ 不满足波函数应是有限的这一条件，所以方程(1-137)的解只能是eିఘ ଶ⁄ 。为保

证方程(1-136)的解在ߩ→∞时是有限的，可令其解为 

u(ߩ)=eିఘ ଶ⁄ f(ߩ)         (1-138) 

将(1-138)式代入方程(1-136)，得 f(ߩ)满足的方程为 

ୢమ

ୢఘమ
+
ୢ

ୢఘ
[
ఒ

ఘ
െ
ሺାଵሻ

ఘమ	
]f=0       (1-139) 

该方程须采用级数解法，设    f(ߩ)=


0v

bvߩ
v+s            (1-140) 

由(1-131)、(1-135)、(1-138)和(1-140)式可得 

    R(r)=
ఈ

ఘ
eെߩ 2⁄ f(ߩ)=

ఈ

ఘ
eെߩ 2⁄ 



0v

bvߩ
v+s       (1-141) 

为使函数 R(r)在 r=0 点是有限的，应取 s≥l． 

由(1-140)式得 
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ሺఘሻ

ఘ
=



0v

bvߩ
v+s-1  

ୢሺఘሻ

ୢఘ
=



0v

bv(v+s)rv+s-1  ሺఘሻ

ఘమ
=



0v

bvߩ
v+s-2=b0ߩ

s-2+


1v

bvߩ
v+s-2=b0ߩ

s-2+


0v

bvߩ
v+s-1 

ୢሺఘሻ

ୢఘమ
=



0v

bv(v+s)(v+sെ1)ߩv+s-2=b0s(s-1)ߩs-2+


1v

bv(v+s)(v+s-1)ߩv+s-2= b0s(s-1)ߩs-2+


0v

bv(v+s+1)(v+s)ߩv+s-1 

将这四个式子代入方程(1-139)，整理得 

b0[s(sെ1)െl(l+1)]+


0v

ߣv +s-1[bv+1(v+s+1)(v+s)െbv+1l(l+1)+bvߩ െbv(v+s)]=0 

上式成立的条件是       s(sെ1)=l(l+1)                 (1-142) 

    bv+1=
௩ା௦ିఒ

ሺ௩ା௦ାሻሺ௩ା௦ሻିሺାଵሻ
bv       (1-143) 

    假定( 1-140)式是无穷级数，当 v→∞时，得 
ೡశభ
ೡ

=
ଵ

௩
 

考察级数       eఘ=1+
ఘ

ଵ!
+
ఘమ

ଶ!
+…+

ఘೡ

௩!
+
ఘೡశభ

ሺ௩ାଵሻ!
+… 

当 v→∞时相邻系数之比为    
ଵ

ሺ௩ାଵሻ!
/
ଵ

௩!
=

௩!

ሺ௩ାଵሻ!
=
ଵ

௩ାଵ
=
ଵ

௩
 

所以级数(1-140)在 v→∞时的行为与eఘ相同，因而由(1-141)式得 

R(r)=	
ఈ

ఘ
e
െ
ߩ

2


0v

bvߩ
v+s~

ߙ
ߩ e

ഐ
మ  

即当ߩ→∞时（也就是 r→∞）R(r)是无限的，这不满足波函数的标准条件，由此可得到级数(1-140)式只能含

有限项的结论．设最高次项是ܾೝߩ
ೝାଵ，则ܾೝ+1 等于零，以 v=nr 代入(1-143)式，得 

 nr+s          (1-144)=ߣ

由(1-142)式和 s≥1 的条件得      s=l+1 

将 s=l+1 代入(1-144)式，并以 n 表示 nr+l+1，得 ߣ=nr+l+1=n              (1-145) 

n 称为主量子数．因为 nr和 l 都是正整数或零，所以 

n=1, 2, 3, …   l≤nെ1 

将(1-145)式代入(1-134)式，得到电子能量为 E=െ
2݁4ܼߤ

22݊2
 , n=1, 2, 3, …         (1-146) 

可见氢原子和类氢离子中的电子能量只与主量子数 n 有关，所以能量常记为 En，即 

    En=െ
2݁4ܼߤ

22݊2
≈െ13.6

మ

మ
eV        (1-147) 

现在继续求电子的径向波函数 R(r)．将ߣ=n 和 s=l+1 代入递推公式(1-143)，得 

bv+1=
௩ାାଵି

ሺ௩ାଵሻሺଶା௩ାଶሻ
bv 

利用这一关系式，可以用 b0 表示其余的系数 b1, b2, …, ܾೝ，由(1-145)式可得到ܾೝ=bn-l-1．把这些系数代入

(1-140)式，得f(ߩ)=b0ߩ
l+1[1െ

݊െ݈െ1
1!ሺ2݈2ሻ +ߩ

ሺିିଵሻሺିିଶሻ

ଶ!ሺଶାଶሻሺଶାଷሻ
െ(െ1)n-l-1…+2ߩ ሺିିଵሻሺିିଶሻ⋯ଵ

ሺିିଵሻ!ሺଶାଶሻሺଶାଷሻ⋯ሺାሻ
 [n-l-1ߩ

=െb0

ሺଶାଵሻ!ሺିିଵሻ!

ሾሺାሻ!ሿమ
l+1Lାଵߩ

ଶାଵ(ߩ)       (1-148) 
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式中     Lାଵ
ଶାଵ(ߩ)= 





1

0

ln

v

(	െ1)v+1 ሾሺାሻ!ሿమఘೡ

ሺିିଵି௩ሻ!ሺଶାଵି௩ሻ!௩!
         (1-149) 

称为缔合 Laguerre 多项式，它可以用下面较简单的公式表示 

Lାଵ
ଶାଵ(ߩ)=

ୢమశభ

ୢఘమశభ
[eఘ

d݈݊

d݊ߩ1
(eିఘߩା)]       (1-150) 

由(1-134)式和(1-145)式得    ߙ=
ଶఓమ

మ
=
ଶ

బ
          (1-151) 

这里         a0=
మ

ఓమ
0.529Հ            (1-152) 

称为玻尔(Bohr)半径，由ߩ和 r 的关系式(1-135)得 ߙ=ߩr=
ଶ

బ
r           (1-152) 

由(1-131)式，(1-138)式和(1-148)式可最后得到径向波函数（把量子数 n 和 l 明显标出） 

R n l(r)=Nn l e
ି ೋೝ
ೌబ(

ଶ

బ
r)Lାଵ

ଶାଵ(
ଶ

బ
r)      (1-153) 

式中 Nn l 为归一化常数     Nn l=െ{(
ଶ

బ
r)3 ሺିିଵሻ!

ଶሾሺାሻ!ሿయ
}1/2         (1-154) 

总结以上结果，我们得到氢原子或类氢离子的电子能级公式(1-147)，相应的波函数是 

߰(r, θ, ߮)=R n l(r)Y l m(θ, ߮)       (1-155) 

当 n 确定后，能级就被确定，但波函数还没有完全确定，因为对应于一个 n，l 还可以取为 

    l=0, 1, 2, …，nെ1         (1-156) 

而且对应于一个 l，m 还可以取为      m=0, ±1, ±2, …, ±l           (1-157) 

l，m 不同，波函数߰也不同，所以对应于一个能级 En，有 






1

0

n

l

(2l+1)=n2         (1-158) 

个波函数，即 En 是.n2 度简并的， 

氢原子和类氢离子实数形式的波函数（n=1，2，3）列于表 1-1 中，表中的 s，p，d 分别表示角量子数

l=0，l，2．其一般的对为 

l= 0 1 2 3 4 5 

↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ 

s p d f  ɡ h 

这种对应关系源自于量子力学出现以前对原子的单电子光谱的观测与解释，字母 s，p，d，f 分别是英

文形容词“sharp”，“principal”，  “diffuse”，  “fundamental”的第一个字母，对应于更高的 l 值的字母是按照

英文字母表的顺序。 

߰的复数形式对于研究电子受外磁场作用时是重要的，这种复数形式的߰可清楚表明能级在外磁

场中的分裂情况．[见下一节的 Zeeman 效应部分]；߰的实数形式对于在化学中的应用特别方便，适宜于

描述化学键的方向性，这是由于߰的实数形式的角度部分是直角坐标 x，y，z 的简单函数．例如表 1-1 中

的 2px为 

߰ଶೣ=
ଵ

ସ√ଶగ
(


బ
)5/2e

ି ೋೝ
మೌబrsinθcos߮=

ଵ

ସ√ଶగ
(


బ
)5/2e

ି ೋೝ
మೌబx 

即߰是径向函数e
ି ೋೝ
ೌబ与坐标 x 的乘积，上式用到了直角坐标与球坐标的变换关系 

x=rsinθcos߮  y= rsinθsin߮  z=rcos߮ 
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利用这一变换关系同样可以得到其它实数形式的߰．分别是径向函数与 x，y，z 简单函数的乘积．这

就是表 1-1 中波函数标以直角坐标下标的原因，从而可指明波函数角度部分的空间取向。 

表 1-1  氢原子和类氢原子的波函数 

߰ଵ௦=
ଵ

√గ
(


బ
)3/2e

ିೋೝ
ೌబ 

߰ଶ௦=
ଵ

ସ√ଶగ
(


బ
)3/2(2െ

ݎܼ
ܽ0

)e
ି ೋೝ
మೌబ

 

߰ଶ=
ଵ

ସ√ଶగ
(


బ
)5/2re

ି ೋೝ
మೌబcosθ 

߰ଶೣ=
ଵ

ସ√ଶగ
(


బ
)5/2re

ି ೋೝ
మೌబsinθcos߮ 

߰ଶ=
ଵ

ସ√ଶగ
(


బ
)5/2re

ି ೋೝ
మೌబsinθsin߮ 

߰ଷ௦=
ଵ

଼ଵ√ଷగ
(


బ
)3/2(27െ18



బ
+2
మమ

బ
మ )e

ି ೋೝ
యೌబ

 

߰ଷ=
ଵ

଼ଵ√ଷగ
(


బ
)5/2(6െ

ݎܼ
ܽ0

)re
ି ೋೝ
యೌబcosθ 

߰ଷೣ=
ଵ

଼ଵ√ଷగ
(


బ
)5/2(6െ

ݎܼ
ܽ0

)re
ି ೋೝ
యೌబsinθcos߮ 

߰ଷ=
ଵ

଼ଵ√ଷగ
(


బ
)5/2(6െ

ݎܼ
ܽ0

)re
ି ೋೝ
యೌబsinθsin߮ 

߰ଷௗమ=
ଵ

଼ଵ√గ
(


బ
)7/2r2e

ି ೋೝ
యೌబ(3cos2θെ1) 

߰ଷௗೣ=
√ଶ

଼ଵ√గ
(


బ
)7/2r2e

ି ೋೝ
యೌబsinθcosθcos߮ 

߰ଷௗ=
√ଶ

଼ଵ√గ
(


బ
)7/2r2e

ି ೋೝ
యೌబsinθcosθsin߮ 

߰ଷௗೣమషమ=
ଵ

଼ଵ√ଶగ
(


బ
)7/2r2e

ି ೋೝ
యೌబsin2θcos2߮ 

߰ଷௗೣ=
ଵ

଼ଵ√ଶగ
(


బ
)7/2r2e

ି ೋೝ
యೌబsin2θsin2߮ 

1.11	 	关于氢原子解的讨论	

1.11.1  波函数߰是ܪ，ܯଶ和ܯ௭的共同本征函数 

在经典力学中，质点的角动量 M 定义为矢径 r 与动量 P 的矢积，即 

    M=r×P=ቮ
  
ݔ ݕ ݖ
௫ ௬ ௭

ቮ        (1-159) 

按照(1-68)式的变换关系，可把角动量换成相应的算符 

=ተܯ

  
ݔ ݕ ݖ

െi
∂
ݔ∂ െi

∂
ݕ∂ െi

∂
ݖ∂

ተ=ܯ௫ܯ+௬ܯ+௭(1-160)      

显然         ܯଶ=ܯ௫ଶ+ܯ௬ଶ+ܯ௭ଶ              (1-161) 

其中 ܯ௫=െi(y
ப

ப௭
െz

ப

ப௬
) (a) ܯ௬=െi(z

ப

ப௫
െx

ப

ப௭
) (b) ܯ௭=െi(x

ப

ப௬
െy

ப

ப௫
) (c)     (1-162) 

这是角动量算符在直角坐标系中的形式．容易证明，在球坐标系中其形式 

௫=െi(sin߮ܯ
∂
ߠ∂ െcotθcos߮

∂
∂߮	) (a) ܯ௬=െi(cos߮

∂
ߠ∂ െcotθsin߮

∂
∂߮	) (b) ܯ௭=െi

∂
∂߮	 (c)    (1-163) 

]ଶ=െଶܯ
ଵ

ୱ୧୬ఏ

ப

பఏ
(sinθ

ப

பఏ
+

ଵ

ୱ୧୬మ ఏ

பమ

பఝమ)]      (1-164) 

利用上式可把 Hamilton 算符ܪ变为 

=െܪ
2

]ߤ2
ଵ

మ
డ

డ
(r2 డ

డ
)+

ଵ

మୱ୧୬ఏ

ப

பఏ
(sinθ

ப

பఏ
)+

ଵ

మ ୱ୧୬మ ఏ

பమ

பఝమ]+V(r)=െ
2

ߤ2
1
2ݎ

߲
r)ݎ߲

2 డ

డ
)+ V(r)+

ଵ

ଶఓమ
ෝ2ܯ

  (1-165) 

我们讨论的是氢原子问题，故势能算符 ܸ ሺݎሻ=V(r)与角度无关。 
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由(l-163c)和(1-164)式容易看出，和ܯ௭与ܯଶ先后作用于任一品优函数上，所得结果与ܯ௭与ܯଶ的作用顺

序无关，即ܯ௭与ܯଶ对易     [ܯ௭, ܯଶ]=0             (1-166) 

若令        መ݂ሺݎሻ=	െ
2

ߤ2
1
2ݎ

߲
r)ݎ߲

2 డ

డ
)+ V(r) 

则对于任意品优函数߰，有ܪܯଶ߰=[ መ݂ሺݎሻ+	
ଵ

ଶఓమ
ෝ2ܯ

=ଶ߰ܯ	[ መ݂ሺݎሻܯଶ߰+	
ଵ

ଶఓమ
ෝ2ܯ

ෝ2ܯ	
߰ 

ଶܯ=߰ܪଶܯ መ݂ሺݎሻ߰+	
ଵ

ଶఓమ
ෝ2ܯ

ෝ2ܯ	
߰ 

因为 መ݂ሺݎሻ只与 r 有关，ܯଶ只与 θ，߮有关，所以 መ݂ሺݎሻ与ܯଶ对易，由以上两式可得 

 ߰ܪଶܯ=ଶ߰ܯܪ

即ܪ与ܯଶ对易         [ܪ, ܯଶ]=0            (1-167) 

同样可以证明，ܪ与ܯ௭对易       [ܪ, ܯ௭]=0            (1-168) 

由(1-166)(1-167)和(1-168)式可知，ܪ，ܯଶ和ܯ௭相互对易．根据 1.9 节中所讨论的对易算符性质，ܪ，ܯଶ和ܯ௭可

有共同的本征函数。 

下面我们验证氢原子或类氢离子的波函数߰就是其ܪ，ܯଶ和ܯ௭的共同本征函数，氢原子或类氢离子

的波函数按(1-155)、(1-128)和(1-129)式可写为 

߰(r, θ, ߮)=NR n l(r)߆(θ)e୧ఝ        (1-169) 

其中 N 为归一化常数，因߰(r, θ, ߮)是氢原子或类氢离子 Schrödinger 方程（即算符ܪ的本征值方程）的解，

所以߰(r, θ, ߮)是ܪ的本征函数． 

由(1-164)式和(1-169)式得  ܯଶ߰(r, θ, ߮)=െଶ[
ଵ

ୱ୧୬ఏ

ப

பఏ
(sinθ

ப

பఏ
+

ଵ

ୱ୧୬మ ఏ

பమ

பఝమ)]NR n l(r)߆(θ)e୧ఝ 

=െଶNR n l(r)e୧ఝ[
ଵ

ୱ୧୬ఏ

ப

பఏ
(sinθ)

ப௵

பఏ
െ

మ

ୱ୧୬మ ఏ
 (θ)߆െଶNR n l(r)e୧ఝ[െl(l+1)]=[(θ)߆

上式的最后一步用到了(1-117)和(1-123)式．由上式得 

 ଶ߰(r, θ, ߮)=l(l+1)ଶ߰(r, θ, ߮)      (1-170)ܯ

(1-170)式表明，	߰(r, θ, ߮)是ܯଶ的本征函数，l(l+1)为其本征值，角动量的长度为 

    M=ඥ݈ሺ݈  1ሻħ          (1-171) 

即角量子数 l 表示角动量的长度． 

由(1-163c)和(1-169)式得 ܯ௭߰(r, θ, ߮)=െi
∂
∂߮NR n l(r)߆(θ)e୧ఝ=mħ߰(r, θ, ߮)     (1-172) 

上式表明，߰(r, θ, ߮)也是ܯ௭的本征函数，本征值为 mħ，即角动量在 Z 轴方向的分量为 

Mz=mħ          (1-173) 

磁量子数 m 表示角动量的 Z 分量． 

至此我们已经验证了߰是ܪ，ܯଶ和ܯ௭共同的本征函数，当电子处在߰所描述的状态下，算符ܪ，ܯଶ

和ܯ௭所对应的力学量同时取确定值 

En=െ
2݁4ܼߤ

22݊2
≈െ 

మ

మ
R (1-147) M=ඥ݈ሺ݈  1ሻħ  (1-171) Mz=mħ (1-173) 

式中 R 为 Rydberg 常数         R=13.6eV           (1-124) 

波函数߰的三个量子数 n，l，m 具有明确的物理意义，n 表示能量，l 表示角动量的长度，m 表示角动量

的 Z 分量（即角动量的空间取向）．例如对于 l=l 的߰ଶ态，M =√2ħ，m=1, 0, െ1，Mz=ħ, 0, െħ，即对应于

三种空间取向，如图 1.6 所示。 

顺便指出，实数形式的波函数，如߰ଶೣ，߰ ଶ，是由߰ଶଵଵ和߰ଶଵିଵ线性组合而成，因߰ଶଵଵ和߰ଶଵିଵ都是ܪ和   

 ଶ具有该本征值的本征函数；但因ܯ和ܪଶ具有同一本征值的本征函数，其线性组合߰ଶೣ，߰ଶ也自然是ܯ

߰ଶଵଵ和߰ଶଵିଵ是ܯ௭具有不同本征值（ħ 和െħ）的本征函数，其线性组合߰ଶೣ，߰ଶ已不再是ܯ௭的本征函数
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了．现在证明如下： 

设߰ଵ和߰ଶ是ܨ的具有相同本征值 f 的本征函数，即 

 ߰ଶ=f ߰ଶܨ  ߰ଵ=f ߰ଵܨ

若       ߰=c1߰ଵ+c2߰ଶ 

则   ܨ߰=ܨ(c1߰ଵ+c2߰ଶ)= c1f߰ଵ+c2f߰ଶ=f (c1߰ଵ+c2߰ଶ)=f߰ 

即ܨ的具有相同本征值的本征函数的线性组合还是ܨ的具有该本征值的本征函

数． 

若߰ଵ和߰ଶ属于不同的本征值 f 1 和 f 2，则 c1߰ଵ+c2߰ଶ显然不是ܨ的本征函数， 

利用(1-163)式容易证明，ܯ௫，ܯ௬和ܯ௭之间并不相互对易，它们一般没有

共同的本征函数。߰是ܯ௭的本征函数，但不是ܯ௫或ܯ௬的本征函数，因而ܯ௫和ܯ௬并不取确定值．这可以

从图 1.6 中看出：在߰ଶଵଵ态下，电子的角动量指向开口朝上的圆锥面上的任一方向．角动量的 Z 分量是确定

的(Mz=ħ)，但这只确定了角动量与 Z 轴的夹角(极角ߠ)，角动量的幅角߮可在[0, 2ߨ]内变动，因此角动量的 x

和 y 分量 Mx和 My是不确定的． 

前面已经说明，	ܯଶ与ܪ对易，在其共同的本征态߰下，角动量的长度取确定值ඥ݈ሺ݈  1ሻħ ，但角动

量的方向仍未确定，因此在߰态下，角动量矢量有没确定值，这与算符ܯ和ܪ不对易相一致． 

1.11.2  塞曼(Zeeman)效应 

考虑在半径为 r 的圆周上以速度 v 运动的电荷 q，每秒转动 v/2ߨr，电流强度 I 为 

I=qv/2ߨr 

q 产生磁矩的大小为    ࣆ=
ூగమ


=
௩

ଶగ

గమ


=
௩

ଶ
=


ଶఓ
 

式中：p 为动量，ߤ为荷电粒子的质量，因为矢径 r 垂直于 p，故有 

 =ߤ


ଶఓ
 r×p=



ଶఓ
 M         (1-174) 

式中用了轨道角动量 M 的定义(1-159)式．上式是在圆周运动的特殊情况下得到的，其正确性是普遍的．对

于电子，q=െe，由电子的轨道角动量产生的磁矩是 ࣆ=െ 



ଶఓ
 M          (1-175) 

相应的 z 轴分量的关系为   ߤ௭=െ 



ଶఓ
 Mz=െ 



ଶఓ
mħ≡，െߚ݉          (1-176) 

式中          ߚ=


ଶఓ
            (1-177) 

叫做 Bohr 磁子．(1-176)式表明磁矩与 m 有关，故称 m 为磁量子数． 

    现在考虑在 z 方向加一外磁场 Bz于氢原子，电子的ࣆ与 Bz的相互作用能为 

EB=െࣆ·Bz=
ఉఉ


·Mz        (1-178) 

EB所对应的算符ܪ为     ܪ=
ఉఉ


=ݖෝܯ
ఉఉ


(െi
∂
∂߮)          (1-179) 

在磁场中的氢原子的 Schrȍdinger 方程为    (ܪ+ܪ)߰=E'߰           (1-180) 

式中ܪ为没有外磁场的 Hamilton 算符．容易验证，氢原子的波函数߰就是上式的解 

+߰ܪ=߰(ܪ+ܪ)
ఉఉ


 െ)=݈݉݊߰ݖෝܯ

మ

మ
R+mߚBz)߰     (1-181) 

上式表明，当外磁场不存在时（Bz=0），能量只与主量子数 n 有关，对量子数 l 和 m 都是简并的，当外磁场

存在时（Bz≠0），能量不仅与 n 有关，而且与 m 有关，使原来简并的能级发生了分裂，这种现象称为 Zeeman

z 

Mz=ħ 

Mz=െħ 

Mz=0 

图 1.6  电子在߰ଶ态的角

动量的空间取向 
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效应． 

1.11.3  氢原子的维里（virial）定理  

在 1.3 节中，我们曾采用 Rutherford 原子模型和静电理论导出了一个核和一个电子所构成体系的 virial

定理(1-19)和(1-20)式．下面我们将证明，对于氢原子的基态（即能量最低的状态）߰ ଵ௦下的电子，也满足 virial

定理         E1=
ଵ

ଶ
തܸ1ݏ=െതܶଵ௦           (1-182) 

因为氢原子的波函数߰虽然是ܪ的本征函数，但并不是动能算符 ܸ或势能算符 ܶ的本征函数，所以在߰态

下的电子的动能或势能都没有确定值，只能计算其平均值 തܸ和 തܶ 

തܸଵ௦= ߰ଵ௦
∗ [െ 

మ


]	߰ଵ௦dv=െ 

య

గబ
య(Ze2)	 eି బ⁄ [

ଵ


]	eି బ⁄ r2sinߠdrdߠd߮=െ 

మమ

బ
 

തܶଵ௦= ߰ଵ௦
∗ [െ 

మ

ଶఓ
 ଵ௦dv=െ߰	[2

య

గబ
య(
మ

ଶఓ
	( eି బ⁄ [

ଵ

మ
ୢ

ୢ
r2 ୢ

ୢ
]	eି బ⁄ r2sinߠdrdߠd߮= 

మమ

బ
 

其中 a0=ħ
比较(1-146)式可得，(e2ߤ)/2 virial 定理 E1=

ଵ

ଶ
തܸ1ݏ=െതܶଵ௦ 

对于一般状态߰下的电子，同样能得到 En=
ଵ

ଶ
തܸ݈݊݉=െതܶ          (1-183) 

对于多电子原子或分子体系，如果只考虑库仑(Coulomb)相互作用，可以证明 virial 定理是普遍成立的： 

E=
ଵ

ଶ
തܸ=െതܶ         (1-184) 

其中 E 是体系的总能量， തܸ为体系的平均总势能， തܶ为体系的平均总动能。 

virial 定理的应用十分广泛．以后我们将看到，对于复杂的多电子体系，现在尚无法精确求解其

Schrödinger 方程，往往采用各种近似计算方法以得到近似的波函数和能量．virial 定理可作为检验近似计算

结果精确程度的依据和选择经验参数的标准。 

1.12	 	氢原子的电子分布图	

我们已由氢原子电子的 Schrödinger 方程解出了电子的一系列波函数߰(r, θ, ߮)，|߰(r, θ, ߮)|2 描述

了电子的几率分布，电子的这种几率分布常被形象地说成是电子云．在不同状态下的电子，其几率分布不

同，即称电子云的形状不同，若能绘出波函数߰和几率密度|߰|2 随 r, θ, ߮变化的图形，对研究原子间的成键

作用和分子的几何构型等化学问题显然是有益的，但߰是 r, θ, ߮三个坐标的函数，因而需要四维空间才能绘

出߰与 r, θ, ߮的关系图，这很难实现，然而，因为氢原子电子的波函数 

߰(r, θ, ߮)=R n l (r)  Y l m(θ, ߮) 

因此可以分别绘出 R n l (r)  随 r 变化的关系图和 Y l m(θ, ߮)随 θ, ߮变化的关系图，再将这两种图形合起来考虑，

就可以了解߰(r, θ, ߮)的完整形象了． 

1.12.1  径向分布图 

氢原子电子的径向函数和径向分布（n=1, 2, 3）如图 1.7 所示。其中图 1.7(a)是 R-r 图．因为 R n l (r)与磁

量子数 m 无关，所以凡是量子数 n, l 相同的状态，其 R-r 图都是相同的，从图中可以看出，径向函数等于零

的点（称为节点）的数目是 nെlെ1．在以节点到原点为半径的球面上，R=0，这个球面称为节面，从图中还

可以看出，只有 s 函数在原点具有非零值． 
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图 1.7  氢原子电子的径向函数和径向分布 

径向函数的平方 R2 与 r 的关系图是图 1.7(b)．R2-r 图表示.了在确定的方向上（固定 θ和߮）电子的几率

密度与 r 的关系．从图中可以看出，s 函数所描述的电子在核附近有相当大的几率密度，而 p 电子和 d 电子

在核上的几率密度等于零，后面我们将用这一结果来讨论多电子原子的屏蔽效应． 

径向函数的归一化可表示为    ሾܴሺݎሻሿଶݎଶdݎ ൌ 1
ஶ
           (1-185) 

上式表明，[R n l (r)]2 是径向单位长度上电子出现的几率，其与 r 的关系图为图 1.7(c)．从图中可以看出,1s 函

数，2p 函数和 3d 函数的 R2r2 的最大值所对应的 r 分别是 a0/Z、4a0/Z 和 9a0/Z，即这些电子云的最可几径向

距离 r 与 n2/Z 成正比，从而可以粗略估计电子云的延伸范围：当主量子数增大时，电子云的分布会远离核，

当核电荷 Z 增大时，电子云的分布会靠近核，这可以用来解释何以原子半径随周期数的增加而增大、随主

族序列的增加而缩小，尽管在量子力学中，弥散的电子云的图像使原子半径的概念变得模糊了． 

1.12.2  角度分布图 
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图 1.8  s，p，d 函数的角度分布 

图 1.8 是 s，p，d 函数曲角度分布图，即波函数 y 的角度部分 Y l m(θ, ߮)随方向 θ, ߮变化的图形．因为

Y l m(θ, ߮)只与量子数 l 和 m 有关，而与主量子数 n 无关，因此量子数 l 和 m 相同的状态，例如 2pz，3pz，4pz

状态，其角度分布都相同．下面以 pz 函数为例来说明波函数角度分布图的画法． 

由(1-129)式和(1-127)式(并注意 t=cosθ)得 Y p z=Y10=ට
ଷ

ସగ
cosθ 
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表 1-2  θ值所对应的 Y10值 
                                                        
θ°  0  15  30  45  60  90 

180  165  150  135  120 
                                                        

Y10  ±0.4886 ±0.4720 ±0.4231 ±0.3455 ±0.2443 0.0 
                                                        
 

按上式可计算不同 θ 值时的 Y10 值，结果如表 1-2 所示．由这些数据可作 Y10的球坐标图；从坐标原点向 θ

方向引射线，射线长度为|Y10|，所有射线的端点在空间形成一条曲线，因 Y10 不含幅角߮,所以可以把这条曲

线绕 z 轴旋转一周而形成曲面，这就是 Y10（即 p z 函数）的角度分布图，在一般情况下，Y10是 θ 和߮的函

数，以|Y10|为长度的指向(θ, ߮)方向的射线端点即形成空间曲面，该曲面就是߰的角度分布图．可见，旋

转只是在 Y10 这一特例下才是必要的．图 1.8 中的正负号表示 Y lm的正负．图 1.9 是 s，p，d 电子云的角度

分布，即|Ylm|2 随 θ 和߮变化的关系图．|Ylm|2 表示电子在方向(θ,	߮)上单位立体角内出现的几率，若在(θ,	߮)

方向上立体角元 d߱=sinθdθd߮内电子出现的几率为 dw，则 

|Y lm(θ,	߮)|2=dw/d߱         (1-186) 
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图 1.9  s，p，d 电子云的角度分布(|Y lm |2) 

在以核为中心的同一球面上各点的径向函数 R n l (r)都相同，所以|Y lm(θ,	߮)|2也就是同一球面上各点几率密度

|߰ (r, θ,	߮)|2 的相对大小． 

1.12.3  空间分布图 

上面我们分别讨论了电子的径向分布和角度分布，如果我们想要表

示空间不同点的几率密度|߰(r, θ,	߮)|2，我们必须同一时考虑其径向

分布和角度分布，一种常用的方法是绘出等几率密度线图：选择通过原

点的各种不同平面，在每个平面上把|߰|2 相等的点连接起来即是一条等

几率密度线，每一条等密度线上|߰|2 都等于一个确定的常数；对应于|߰|2

等于不同的数值，可得到一组等密度线，这就是等密度线图．图 1.10

是|߰ଶ |
2 的等密度线图。 

    在三维空间中，|߰|2等于某一常数的图形是一个封闭曲面，这种曲

面称为等几率密度面．显然，等几率密度线是等几率密度而与指定平面

的交线，为了表示߰(r, θ,	߮)的形状和大小，常把封进电子的几率是

0.9 的等密度而当作界面．界面就几率率密度等于某一数值的等密度面． 
图 1.10  |߰ଶ |

2的等几率密度线图 
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1.13	 	电子自旋和角动量耦合	

1.13.1  电子自旋 

图 1.11 是斯特恩-盖拉赫(Stern-Gerlach)所做的证明．电子自旋实验的示意

图，其中由 K 发射出的 s 态氢原子束经过狭缝 AA 和不均匀磁场，最后射到照

相底片 PP 上，实验结果是氢原子束发生分裂以致在底片上出现两条分立的线． 

如果电子只有轨道角动量，则轨道角动量所产生的磁矩与外磁场 Bz 的相

互作用势能 EB[见(1-178)式]为 

EB=
ఉ


Mz 

则电子在不均匀磁场中所受的力 Fz为 Fz=െ
ܤܧ∂
ݖ߲ =െ

ݖܯ݁ߚ


ݖܤ∂
ݖ߲ =െ݉ߚ

ݖܤ∂
ݖ߲          (1-187) 

上式中用到了轨道角动量的 z 分量 Mz=mħ。对于 s 态的氢原子，磁量子数 m=0，由上式可知 Fz=0．但上述

实验发现 Fz 为大小相等方向相反的两个数值，这说明电子除了具有轨道角动量外，还有另一种与轨道角动

量无关的固有角动量，即电子自旋角动量． 

自旋角动量最初(1925 年)是由乌伦贝克(Uhlenbeck)和高德斯密特(Goudsmit)以假设的形式提出的： 

    (1)每个电子具有自旋角动量 S，它在空间任何方向的投影只能取两个数值 

    Sz=±
ଵ

ଶ
ħ          (1-188)  

    (2)每个电子具有自旋磁矩ࣆs，它和自旋角动量 S 的关系是 

s=െࣆ
݁
 S          (1-189)ܿߤ

式中െe 是电子的电荷，m 是电子的质量．相应的 z 分量关系为 

sz=െߤ 
݁
 Sz          (1-190)ܿߤ

由(1-188)式知，ࣆs 在空间任一方向的投影也只能取两个数值。 

电子既然具有自旋，就需要用自旋波函数来描述电子的自旋状态．设电子的自旋波函数为ߟ(ms)，其中

ms 为自旋坐标，于是氢原子电子的完全波函数可写成为空间波函数߰(r, θ,	߮)和自旋波函数ߟ(ms)的乘积 

    u(r, θ,	߮, ms)=߰(r, θ,	߮)ߟ(ms)       (1-191) 

人们习惯上总把单电子的空间波函数称为轨道(orbital)．原子轨道(atomic orbital，记为 AO)就是原子中的某

个电子的空间波函数，分子轨道(molecular orbital，记为 MO)就是分子中的某个电子的空间波函数，(1-191)

式所表示的含有自旋波函数的轨道 u(r, θ,	߮, ms)称为自旋轨道（或称为旋轨轨道，是 spin-orbital 的两种译法）． 

电子的自旋是一种相对论效应，不能把自旋理解为电子绕自身轴线的旋转，而只能用自旋角动量来抽

象地描述电子的自旋运动，这正像用轨道角动量来描述没有确切轨道的电子的空间运动一样，电子的自旋

角动量和轨道角动量所对应的磁矩之间存在着相互作用能，这称之为自旋轨道耦合(spin-orbit coupling)。自

旋和轨道间的相互作用能通常较小，一般在电子的 Hamilton 算符中忽略这种相互作用项，这样在 Schrödinger

方程中就不含有自旋，因此，自旋波函数就无法从求解 Schrödinger 方程得到。而且自旋角动量也没有经典

的对应表达式，不能利用(1-68)和(1-69)式的变换关系得到自旋算符．通常在非相对论量子力学中，总是采

用与轨道角动量对比的方式写出自旋的本征方程，而不给自旋算符和自旋波函数以明确的表达式。 

对于轨道角动量，有角动量平方算符ܯଶ和角动量 z 分量算符ܯ௭且 

 ௭߰=mħ߰ (1-193)ܯ  ଶ߰=l(l+1)ħ2߰ (1-192)ܯ

  S N 

图 1.11  电子自旋的实验 

 A    A  

 A    A  

K 

P P

z 
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图 1.12  电子自旋

角动量的空间取向   

其中߰是ܯଶ和ܯ௭的共同本征函数，l 为角量子数，m 为磁量子数。 

对于自旋角动量，与轨道角动量相对应，有自旋角动量平方算符 መܵଶ和自旋角动量的 z 分量算符 መܵ௭，且 
መܵଶߟ=s(s+1)ħ2(1-194) ߟ  መܵ௭ߟ=msħ(1-195) ߟ 

其中ߟ为自旋波函数，即 መܵଶ和 መܵ௭的共同本征函数，s 为自旋量子数，ms 为自旋磁量子数。 

对于轨道角动量，mħ 为其在 z 方向的投影，相应的，msħ 是自旋角动量在 z 方向的投影，由(1-188)式

知，自旋角动量在 z 方向的投影只能取两个数值：±
ଵ

ଶ
ħ，因此 

    ms=±
ଵ

ଶ
          (1-194) 

即 ms 只能取±
ଵ

ଶ
两个数值． 

对于轨道角动量，有关系式      m=0, ±l, ±2, …, ±l          (1-195) 

即 m 的最大值为 1，m 的最小值为െl，相邻的 m 值的差为 1．对于自旋角动量，ms 和 s 也应满足同样的关

系，只能取为        ms=±s           (1-196) 

即              s=
ଵ

ଶ
             (1-197) 

自旋量子数 s 只能是
ଵ

ଶ
，因此自旋角动量的长度为 

|S|=ඥݏሺݏ  1ሻ=
√ଷ

ଶ
        (1-198) 

自旋角动量的 z 分量只有±
ଵ

ଶ
ħ 两个数值[见(1-188)式]，所以自旋角动量 S 只有两种空间取

向，如图 1.12 所示，当电子处在 Sz=
ଵ

ଶ
ħ的状态时，ms=

ଵ

ଶ
称为电子处在自旋向上的状态，或

称为电子处在ߙ状态，这时电子的自旋波函数用ߙ表示，当电子处在 Sz=െ
1
2ħ 的状态时，

ms=െ
1
2，称为电子处在自旋向下的状态，或称为电子处在ߚ状态，这时电子的自旋波函数

用ߚ表示．实际上常把 ms 看成是自旋坐标，则自旋波函数ߟ(ms)由于 ms 的数值不同而有两种形式，即描述两

种自旋状态。      ߟ(ms=
ଵ

ଶ
ms=െ)ߟ ߙ=(

1
 (1-199)          ߚ=(2

自旋波函数也应满足正交归一化条件：∫ߟଵ
∗(ms)ߟଶ(ms)dms=ߜଵଶ 

因为自旋坐标 ms=±
ଵ

ଶ
两个分立值，所以上式的积分变为求和。 




2/1

2

1
sm

=(ms)ߙ(ms)∗ߙ 


2/1

2

1
sm

1 =(ms)ߚ(ms)∗ߚ


2/1

2

1
sm

=(ms)ߚ(ms)∗ߙ 


2/1

2

1
sm

 0=(ms)ߙ(ms)∗ߚ

为同时满足以上两式的正交归一化条件，一般简单地取为 

)ߙ
ଵ

ଶ
െ)ߙ 1=(

1
)ߚ   0=(2

ଵ

ଶ
െ)ߚ 0=(

1
2)=1      (1-200) 

利用两种自旋波函数ߙ和ߚ，可以把(1-194)和(1-195)式写成明确的形式； 

መܵଶߙ=
ଷ

ସ
ħ2ߙ , መܵଶߚ=

ଷ

ସ
ħ2ߚ  መܵ௭ߙ=

ଵ

ଶ
ħߙ	, መܵ௭ߚ=

ଵ

ଶ
ħ(1-201)      ߚ 

考虑电子的自旋之后，氢原子电子的状态要用自旋轨道߰(r, θ,	߮)ߟ(ms)来描述，或者简单地用四个量

z Sz=
ଵ

ଶ
ħ 

Sz=െ
1
2ħ 
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子数 n, l, m, ms 来表示． 

1.13.2  角动量耦合 

电子既具有轨道角动量又具有自旋角动量，这两个角动量的矢量和就是电子的总角动量．下面我们讨

论两个角动量的耦合问题，为了不失一般性，设这两个角动量为 J1 和 J2，它们可以是一个电子的轨道角动

量和自旋角动量，也可以是两个电子的轨道角动量，还可以是两个电子的自旋角动量．因为 J1 和 J2 的空间

取向是量子化的，所以总角动量    J=J1+J2             (1-202) 

也是量子化的．设总角动量量子数为 j，则角动量的长度为 

  |J|=ඥ݆ሺ݆  1ሻħ         (1-203) 

总角动量的 z 分量为       Jz=mjħ           (1-204) 

其中 mj 为总角动量的磁量子数．mj 的值为 mj=j, jെ1,…, െj+1,	െj           (1-205) 

即总角动量 J，有 2j+1 种空间取向。 

    从上面这些表达式中容易看出，只要能得到总角动量量子数 j，总角动量 J 的长度和空间取向就随之确

定．j 显然与角动量 J1和 J2 的量子数 j1 和 j2 有关，下面我们举例说明这种关系．由(1-202)式得 

Jz=Jz1+Jz2=(mj1+mj2)ħ 

式中 mj1 和 mj2 分别是 J1和 J2 的磁量子数．上式与(1-204)比较，得 

mj=mj1+mj2         (1-206) 

设 j1=2，j2=1，则     mj1=2, 1, 0, െ1, െ2    mj2=1, 0, െ1 

由(1-206)式可得 mj 的值为 

3 2 1 0 െ1

2 l 0 െ1 െ2

1 0 െ1 െ2 െ3

共计 15 个数，可分为三组，按(1-205)式可得 j 的三个数值： 

mj=3, 2, 1, 0, െ1, െ2, െ3； j=3 

mj=2, l, 0, െ1, െ2；  j=2 

mj=1, 0, െ1；    j=1 

可以把这个例子的结果推广到一般情况：量子数为 j1 和 j2 的两个角动量耦合而生成的总角动量量子数 j

为            j=j1+j2, j1+j2െ1, …, | j1െj2|          (1-207) 

即最大的 j 为 j1+j2，最小的 j 为| j1െj2|，其余的 j 依次差 1．这个结论的普遍性可用量于力学中的角动量理论

严格证明． 

对于氢原子，如果电子处在 2p 态，则 l=1，电子的自旋量子数 s 恒为
ଵ

ଶ
，所以 

j=
ଵ

ଶ
, 
ଷ

ଶ
 

   
(a)           (b) 

图 1.13  角动量耦合 

由(1-203)式可以计算出|J|的两个数值：
√ଵହ

ଶ
ħ，

√ଷ

ଶ
ħ．这表明电子的轨道角动量 M 和自旋角动量 S 有两种相

J 
J 

M M 

S S 
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对取向，如图 1.13 的(a)和(b)所示，其中：|M|=√2ħ，|S|=
√ଷ

ଶ
ħ，(a) |J|=

√ଵହ

ଶ
ħ，(b)|J|=

√ଷ

ଶ
ħ利用余弦定理可以计

算出 M 和 S 之间的夹角分别是 66°(a)和 145°(b)． 

    这样，描述氢原子电子的状态，既可以用量子数(n, l, m, ms)，也可以用量子数(n, l, j, mj)，例如对于氢的

2p 电子，两种描述方式都有六种状态，如表 1-2 所示。 

表 1-2  氢原子 2p 电子的状态 

n l m ms j mj 

2 1 0   1/2   1/2 1/2    

2 1 0   െ1/2   1/2 െ1/2    

2 1 1   1/2   3/2 3/2    

2 1 1   െ1/2   3/2 1/2    

2 1 െ1   െ1/2   3/2 െ1/2    

2 1 െ1   െ1/2   3/2 െ3/2    

 

习题	

1．K 的电子逸出功是 2.2 eV，Ni 的电子逸出功是 5.0 eV，而 1eV=1.6×10-12 erg，波长为 4000 Å 的紫光

能否引起金属 K 和 Ni 的光电效应？ 

2．考虑相对论效应，则以速度 v 运动的粒子的动能为 

T=ߤܿଶ ඥ1 െ ଶݒ ܿଶ⁄⁄ െ  ܿଶߤ

其中ߤ为粒子的静止质量。试证明当 v<<c 时，Tൎ 

ଵ

ଶ
ݒ0ߤ

2 

3．计算红光6000=ߣ Å 和 X 射线1=ߣ Å 的一个光子的能量、动量和质量。 

4．试求下列各粒子的 de Broglie 波长 

(a) 100eV 的自由电子。 

(b) 0.1eV，质量为 1g 的粒子。 

5．质量为 m 的粒子，在弹性力-kx 作用下运动，试写出其 Schrödinger 方程。 

6．写出一个被束缚在半径为 a 的圆周上运动的粒子的 Schrödinger 方程，并求其解。 

7．已知在一维方势阱中运动的粒子的波函数为߰=ට
ଶ


sin(

గ


x)，其中 a 为势阱的长度。试计算： 

(a)粒子动量的平方。 

(b)n 取何值时粒子在区间[0, 
ଵ

ସ
a]的几率最大。 

8．用不确定原理和 virial 定理判断下列论断是否正确：中子是由相距小于 10-13cm 的质子和电子用

Coulomb 力结合起来的粒子。 

9．证明߰(x)=ekx是 Px 的本征函数，并说明 k 的取值情况。 

10．试计算 Li2+离子 2s 和 2p 轨道上电子的电离能。 

11．忽略电子的自旋轨道相互作用，但考虑电子的自旋状态，试确定主量子数是 n 的氢原子电子能级

的简并度。 

12．在求解氢原子电子的 Schrödinger 方程时，曾忽略了万有引力的作用。质子和电子在万有引力作用

下的势能为           V'=GMm/r 
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其中万有引力常数 G=6.67×10-8 cm3·g-1·s-1。试计算 V'所引起的电子能量的修正值。 

13．试比较能量算符ܪ和ܪ+ܥመ的本征值和本征函数。其中ܥመ为任一常数 c 所对应的算符。 

14．验证 

߰=c1(1+c2r)e-ar 

是氢原子 Schrödinger 方程的解，并确定 c1，c2，a 和能量 E。 

15．求氢原子中处于߰1s 状态的电子矢径 r 的平均值<r>。 

16．求氢原子中处于߰1s 状态的电子出现在 r=2a0 的球内的几率。 

17．求氢原子中处于߰2pz状态的电子出现在ߠ  45°的圆锥内的几率。 

18．求氢原子中处于߰321状态的电子的角动量与 z 轴的夹角。 

19．处于 l=2 的电子，求其自旋角动量和轨道角动量的夹角。 

20．比较 H 的 2s 电子、He+的 2s 电子和 He(1s12s1)的 2s 电子能量的高低。 

21．设氢原子的电子处在状态߰=c1߰210+c2߰211+c3߰31-1，其中߰，߰210，߰211，߰31-1 都是归一化的。试由

c1
2，c2

2，c3
2的物理意义计算 

①能量的平均值。 

②能量是െR/4 的几率。 

③角动量的平均值。 

④角动量是√2ħ的几率。 

⑤角动量 z 分量的平均值。 

⑥角动量 z 分量是 2ħ的几率。 


