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前   言 

本书是我们在中国科学技术大学讲授“物质结构”课程所编的讲义的基础上多次补充、修改而成的。 

目前，用量子理论处理原子、分子和固体的结果已能根据微观粒子的相互作用来解释和预言很多宏观

上所能观察到的规律。因此，这门课的目的在于使化学、材料科学、生物等专业的学生能在量子理论的基

础上了解化学和化学物理的有关现象与物质的微观结构的本质联系，以及掌握有关揭示物质微观结构的理

论和实验方法。本书从量子理论的建立和发展讲起，并在了解原子的电子结构的基础上，进而讨论原子的

集合体——分子和固体的结构。本书主要由四部分组成：(1)非相对论量子力学的基本原理；(2)原子的电子

结构和原子光谱；(3)分子结构和分子光谱；(4)固体结构。 

本书在选材上尽量用较新的科研成果和量子观点(分子轨道理论，能带论等)来阐明物质的微观结构，比

一般的物质结构教科书增加了算符理论、微扰理论、群表示理论、多原子分子光谱、固体的电子结构和能

带理论等内容。这样，本书就包括了量子力学、量子化学、分子光谱学和固体物理学中的基本内容，以使

学生打下更为坚实的理论基础。 

考虑到化学系的学生往往不习惯于将其所学到的数理知识应用于具体科研问题的理论分析和处理，因

此本书在写法上有意加强了这方面的训练：对于重要的结果，或用较少的数学运算就能得到的结果，并不

回避用高等数学进行严格推导，且对其物理意义作理论分析。对于那些需用冗长的数学运算而又易弄混其

物理轮廓的问题，本文直接给出结果并分析其物理意义。 

书中的第四章是相对独立部分，亦可作为量子化学课群论部分的教材。 

限于作者的学术和教学水平，书中的不妥之处在所难免，恳请读者给予批评指正。 

本书在编写过程中得到辛厚文、俞书勤教授的帮助与支持，在此顺致谢意。 

  编  者   

 1990年1月   

于中国科学技术大学近代化学系 
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第二章  多电子原子 

2.1	 	变分法	

第一章讨论了简单体系的 Schrödinger 方程的求解问题。对于像氢原子这样的只含有一个电子的体系，

曾花费了我们很大的气力才得到了精确的能量本征函数和本征值．可以想象，对于含有多个电子的体系，

精确求解其 Schrödinger 方程会更加困难，实际上经常遇到的体系都不能精确求解，往往采用近似计算方法

求其近似解，变分法就是量子力学中常用的近似方法． 

2.1.1  变分原理 

变分法的基础是变分原理：对子任何一个满足体系所要求边界条件的近似基态波函数 Ψ0'，则由 Ψ0'所

计算的近似基态能量<E0'>满足     <E0'>=
అబ׬

ᇲ∗ு෡అబ
ᇲୢఛ

అబ׬
ᇲ∗అబ

ᇲୢఛ
≥E0         (2-1) 

式中ܪ෡为体系的 Hamilton 算符,E0 是ܪ෡的最低的能量本征值。 

下面证明(2-1)式．设ܪ෡的本征函数系为 Ψ0, Ψ1, …, Ψi, … 

所对应的能量本征值为     E0<E1≤…≤Ei≤… 

即满足           ܪ෡Ψi=EiΨi           (2-2) 

则 Ψ0，Ψ1，…构成完全系．满足体系的边界条件的近似基态波函数ߖ଴
ᇱ，可由这本征函数系展开 

଴ߖ
ᇱ=

i

ciΨi'          (2-3) 

将(2-3)式代入(2-1)式，得 <E0'>=


i


j

௖೔
∗௖ೕ׬ అబ

ᇲ∗ு෡అబ
ᇲୢఛ


i


j

௖೔
∗௖ೕ׬ అబ

ᇲ∗అబ
ᇲୢఛ

=


i


j

௖೔
∗௖ೕா೔ఋ೔ೕ


i


j

௖೔
∗௖ೕఋ೔ೕ

=


i

|௖೔|మா೔


i

|௖೔|మ
     (2-4) 

上式利用了本征函数的正交归一性   ׬Ψi*Ψjd߬=ߜij           (2-5) 

由(2-4)式得      <E0'>െE0=


i

|௖೔|మሺா೔ିாబሻ


i

|௖೔|మ
≥0 

(2-1)式证毕．(2-1)式表明，用任何近似的波函数 Ψ0'所计算的能量平均值<E0'>总是大于或等于真正的基态能

量 E0． 

2.1.2  变分法 

变分法就是利用变分原理计算近似的基态波函数 Ψ0'和基态能量 E0，在计算中把 Ψ0'选为含有若干可调

参数 a1，a2，…，am的函数 Ψ0'(a1，a2，…，am)，那么由(2-1)式可知，近似的基态能量也将是这些参数的函

数，即<E0'(a1，a2，…，am)>．而且按照变分原理，最接近真正基态能量 E0 的<E0'(a1，a2，…，am)>应该是

<E0'(a1，a2，…，am)>的极小值，即应满足 
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ப

ப௔భ
<E0'(a1，a2，…，am)>=0 

 
ப

ப௔మ
<E0'(a1，a2，…，am)>=0            (2-6) 

………… 

ப

ப௔೘
<E0'(a1，a2，…，am)>=0 

由这一方程组可解出最佳参数 a1，a2，…，am．这组参数所对应的<E0'(a1，a2，…，am)>就是最佳的近似基

态能量，而这组参数所对应的 Ψ0'(a1，a2，…，am)就是满足能量最低条件的最佳近似基态波函数．但是用这

个波函数计算其它力学量的平均值，其近似程度不一定最好． 

如果尝试变分函数 Ψn'与能量较低的各本征态 Ψi都正交，即 

 Ψi*Ψn'd߬=0 (i=0, 1, 2, …, nെ1)        (2-7)׬

则 Ψn'可用本征函数系{Ψi}展开     Ψn'=
i

ciΨi          (2-8) 

利用{Ψi}的正交归一性，得      ci=׬Ψi*Ψn'd߬          (2-9) 

由(2-7)式得         c1=c2=...=cn-1=0           (2-10) 

所以展开式(2-8)是从 i=nെ1 开始    Ψn'=
ni

ciΨi         (2-11) 

采用(2-1)式的证明方法，容易得到   <En'>=
అ೙ᇲ∗ு෡అ೙ᇲୢఛ׬

అ೙׬
ᇲ∗అ೙

ᇲୢఛ
≥En        (2-12) 

上式表明，也可以用变分法计算激发态的近似能量和近似波函数． 

因为精确的 Ψi 常常很难得到，所以(2-7)式往往无法直接利用．如果用近似的 Ψi'来代替 Ψi，则 (2-12)

式不一定可靠，这使得用变分法计算激发态的近似能量和近似波函数比较困难．在后面我们会看到，在某

些情况下，这种计算仍然是可行的． 

2.2	 	氦原子基态的变分处理	

氦原子有两个电子，是最简单的多电子原子体系．本节所讨论的“原子单位”、“单电子近似”、“反对称

波函数”等也适用于其它多电子原子和多电子分子． 

2.2.1  氦原子的 Schrödinger 方程 

象对氢原子的处理一样，对于多电子体系的处理，也普遍采用

Born-Oppenheimer 近似，即把电子和原子核分开处理，我们暂不考虑氦原子

核的运动，而仅处理氦原子中的两个电子相对于核的运动．这时描述氦原子

状态的波函数 F 应该是两个电子的波函数，即 

F=F(x1, y1, z1, x2, y2, z2)=F(r1, r2)=F(1, 2)      (2-13) 

F 的这三种形式都是等价的，都表示 F 是两个电子坐标的函数．|F(r1, r2)|
2 的

物理意义是：电子 1 在 r1 同时电子 2 在 r2 的几率密度． 

把坐标原点选在氦原子核上(见图 2.1)，则氦原子的 Schrödinger 方程为 

[െ
԰2

ଵ׏2݉
ଶ െ

԰2

ଶ׏2݉
ଶ െ

ܼ݁2
1ݎ

െ
ܼ݁2
2ݎ

+
௘మ

௥భమ
 (2-14)      ߔE=ߔ[

式中 m 为电子的质量，െe 为电子电荷， ԰为 Planck 常数除以 上式的前两项分别是电子．ߨ2 1 和 2 的动能

图 2.1  氦原子的坐标 

r1 
r2 

 2ߠ

r12 
1 

2 

dv2 

+
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算符，第三项和第四项分别为电子 1 和 2 与核的作用势能算符；Z 为核电荷数，对于氦原子，Z=2；最后一

项是电子间的排斥能算符． 

2.2.2  原子单位 

对于多电子体系的计算常采用原子单位 a.u．，在原子单位下 

      ħ=l, m=l, e=1         (2-15) 

即角动量以 ħ为单位，质量以电子质量为单位，电荷以电子电荷的绝对值为单位．而且长度以 Bohr 半径 a0

为单位         1a0=
԰మ

௠௔మ
 ≈0.529Å         (2-16) 

能量以哈特利(Hartree)为单位       1Hartree=
௠௘ర

԰మ
≈27.2eV        (2-17) 

采用原子单位有两个优点：(1)可以简化数学表达式．(2)随着实验技术的不断提高，物理常数的测定日

趋精确，因此采用原子单位可使计算结果不受当时实验水平的限制． 

在原子单位下，氦原子的 Schrödinger 方程变为 

[െ
1
ଵ׏2

ଶ െ
1
ଶ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ
െ
ܼ
2ݎ
൅

1
12ݎ

 (2-18)      ߔE=ߔ[

2.2.3  单电子近似 

经 Born-Oppenheimer 近似后，在原子单位下的氦原子的 Schrödinger 方程虽然已经简化成(2-18)式，但

这仍然是含有六个坐标变量的偏微分方程，很难精确求解．困难在于在多电子体系的 Schrödinger 方程中含

双电子排斥能项     r12=ඥሺݔଵ െ ଶሻଶݔ ൅ ሺݕଵ െ ଶሻଶݕ ൅ ሺݖଵ െ  ଶሻଶ       (2-19)ݖ

这一项与两个电子的瞬时坐标有关，不能分离变量而化成象氢原子那样的单电子的 Schrödinger 方程，所以

不得不引入新的近似——单电子近似． 

单电子近似，或称为轨道近似，是处理多电子体系的基本近似．这个近似的思想是；每一个电子受其

它电子的瞬时作用，看成是其它电子的平均势场的作用．这样，每个电子都在原子核和其它电子的平均势

场中运动，因而每个电子都有自身的单电子波函数和单电子能量． 

例如氦原子的基态，从无机化学的教科书中可知其电子组态为 1s2，这实际上已经采用了单电子近似：

每个电子都有其单电子波函数中 ϕ1s和单电子能量∈1s．若第一个电子的波函数记为 ϕ1s(r1)，第二个电子的波

函数记为 ϕ1s(r2)，则第二个电子的电荷密度(2)ߩ应该等于其几率密度|ϕ1s(2)| 2 乘以电子的电荷 e。 

 e|ϕ1s(2)|2         (2-20)= (2)ߩ  

图 2.1 中 dv2内电子 2 的电荷与电子 l 的作用势能为 

ଵ

௥భమ
e(2)ߩdv2=

ଵ

௥భమ
e2|ϕ1s(2)|2dv2        (2-21) 

电子 2 分布在整个空间，所以电子 1 和电子 2 间的总排斥势能为 

׬
௘మ|థభೞሺଶሻ|మ

௥భమ
dv2         (2-22) 

在原子单位下，e=1．电子 1 的 Schrödinger 方程为 

[െ
1
ଵ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ
൅ ׬ ห߶1ݏ൫2൯ห

2

12ݎ
]ϕ1s(1)=∈1sϕ1s(1)      (2-23) 

上式就是在单电子近似下的单电子 Schrödinger 方程，在单电子近似下，对每个电子都能得到一个单电子方

程，这样就把对多电子体系的求解问题简化为对各单电子的求解问题． 

由方程(2-23)所解出的单电子波函数 ϕ1s(1)通常称为轨道，原子的单电子波函数称为原子轨道．分子的
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单电子波函数称为分子轨道。所以单电子近似又称为轨道近似．方程(2-23)中的能量本征值∈1s 称为轨道能量． 

2.2.4  反对称波函数和泡利(Pauli)原理 

电子具有完全相同的质量、电荷等固有性质，在同样的条件下，各电子的行为是完全相同的，电子的

这种本质上的不可区分性称为全同性，称电子为全同粒子．同样的，任何一种微观粒子都是全同粒子．按

照波函数的统计解释，交换任意两个微观粒子的坐标，将不会影响其几率密度，即 

 2     (2-24)|(j, …,i, …, N ,… ,2 ,1)ߔ	|=2|(i, …,j, …, N ,… ,2 ,1)ߔ|

由此可以得到   ߔ(2 ,1, …, i, …,j, …, N)=±ߔ(2 ,1, …, j, …,i, …, N)      (2-25) 

这就是说，由于微观粒子的全同性，对于交换任意两个粒子的坐标，其波函数或者是对称的（正号），或者

是反对称的（负号）． 

    理论和实验都已证明：具有半整数自旋量子数的微观粒子，如电子(s=
ଵ

ଶ
)和质子(s=

ଵ

ଶ
)等，其波函数是反

对称的，这样的粒子称为费米(Fermi)子；具有整数自旋量子数的粒子，如光子(s=1)等，其波函数是对称的，

这样的粒子称为玻色(Bose)子． 

在轨道近似下，N 个电子体系的反对称波函数可用一个 N 阶行列式表示 

=(N ,… ,2 ,1)ߔ
ଵ

√ே!
，，ተ

߶௔ሺ1ሻߟ௔ሺ1ሻ ߶௔ሺ2ሻߟ௔ሺ2ሻ ⋯ ߶௔ሺܰሻߟ௔ሺܰሻ
߶௕ሺ1ሻߟ௕ሺ1ሻ ߶௕ሺ2ሻߟ௕ሺ2ሻ ⋯ ߶௕ሺܰሻߟ௕ሺܰሻ

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
߶௡ሺ1ሻߟ௡ሺ1ሻ ߶௡ሺ2ሻߟ௡ሺ2ሻ ⋯ ߶௡ሺܰሻߟ௡ሺܰሻ

ተ     (2-26) 

这种行列式是由 J．C．斯雷特(Slater)首先引入的，故称为 Slater 行列式，式中1 √ܰ!⁄ 为归一化常数，ϕ为单

电子的空间波函数（轨道），ߟ为单电子的自旋波函数，交换任意两个电子的坐标，相当于交换行列式中的

任意两列，按行列式的性质，ߔ应改变符号，因而 Slater 行列式可以作为多电子体系的反对称波函数．Slater

行列式表明，电子是不可区分的，不能指定一个电子占据某个特定的自旋轨道，而只能是所有的电子等全

重地占据在这一组自旋轨道上。 

以后我们将会看到，多电子原子的自旋轨道也须象氢原子那样用四个量子数（n，l，m 和 ms）表示，

如߶௔ሺ1ሻߟ௔ሺ1ሻ实际上是߶௡ೌ௟ೌ௠ೌ
ሺ1ሻߟ௔ሺ݉௦ଵሻ．如果 Slater 行列式中有两行完全相同，则行列式为零，这表明

两个电子占据完全相同的自旋轨道（即两个电子的四个量子数都相同）的几率为零，或者说两个电子不能

处在同一状态，这就是大家熟悉的 Pauli 原理． 

2.2.5  氦原子基态的变分处理 

    在多电子原子中，各电子的一组主量子数 n 和角量子数 l 值所确定的电子状态称为电子组态，氦原子基

态的电子组态为 1s2．在轨道近似下，应该解单电子方程(2-23)以确定∈1s 和߶1s。但方程(2-23)中的单电子算

符         ෠݄
ଵ=െ

1
ଵ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ
൅ ׬ ห߶1ݏ൫2൯ห

2

12ݎ
dv2       (2-27) 

含有待确定的轨道߶1s，所以方程   ෠݄
ଵϕ1s(1)=∈1sϕ1s(1)         (2-28) 

只能用自洽场方法（我们以后讨论）求解，下面我们先用变分法来处理这一问题． 

考虑到 ϕ1s(2)是球对称的，所以电子 2 对电子 1 的排斥势能算符׬
|థሺଶሻ|మ

௥భమ
也仅是 r1 的函数（因为电子

2 的坐标积分掉了），这就是说，电子 2 对电子 1 的排斥势能也是球对称的．这球对称的排斥作用相当于削

弱了原子核对电子 1 的作用，可看成是电子 2 对原子核的屏蔽，在这种理解的基础上，可作如下近似 

׬    
|థమೞሺଶሻ|మ

௥భమ
dv2ൎ 

ఙ

௥భ
        (2-29) 
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称为屏蔽常数．(2-27)式变为    ෠݄ߪ
ଵ=െ

1
ଵ׏2

ଶ െ
ܼെߪ
1ݎ

         (2-30) 

电子 2 的分布是弥散在整个空间，所以电子 2 不足以完全屏蔽掉一个质子的作用，即 l>0<ߪ．这样电子 1 就

可以近似地看成是在有效核电荷ߣ=Zെߪ的势场中运动，其单电子的 Schrödinger 方程(2-28)为 

[െ
1
ଵ׏2

ଶ െ
ߣ
1ݎ

]ϕ1s(1)=∈1sϕ1s(1)        (2-31) 

这一方程与氢原子的 Schrödinger 方程具有相同的形式，所以其解为（在原子单位下） 

ϕ1s(1)=
ଵ

√గ
3ߣ 2⁄ eെ1ݎߣ  ∈1s=െ

1
2 ߣ

ଶ        (2-32) 

    如果把电子 1 对电子 2 的作用也作同样理解，则 

ϕ1s(2)=	
ଵ

√గ
3ߣ 2⁄ eെ2ݎߣ         (2-33) 

其中ߣ是待定的变分参数，可用变分法来确定． 

在基态时，氦原子的两个电子都在 F1s 态，且自旋相反．由(2-26)式可写出氦原子的基态电子波函数 

	=1s(1,2)ߔ
ଵ

√ଶ
 ฬ
߶ଵ௦ሺ1ሻߙሺ1ሻ ߶ଵ௦ሺ2ሻߙሺ2ሻ
߶ଵ௦ሺ1ሻߚሺ1ሻ ߶ଵ௦ሺ2ሻߚሺ2ሻ

ฬ       (2-34) 

这个波函数是个近似波函数，因为我们用了单电子近似和(2-29)式的近似，其近似的基态能量为 

<E0'>=
ః∗ሺଵ,ଶሻு෡ఃሺଵ,ଶሻୢఛ׬

׬ ః∗ሺଵ,ଶሻఃሺଵ,ଶሻୢఛ
        (2-34') 

因1ߔs 是归一化的，所以由(2-34)式得 

׬ ሺ1,2ሻd߬ߔሺ1,2ሻ∗ߔ  =
ଵ

ଶ
׬， {ϕ1s(1)ϕ1s(2)[ߙሺ1ሻߚሺ2ሻ െ  ሺ2ሻ]}2d߬ଵd߬ଶߙሺ1ሻߚ

=
ଵ

ଶ
׬} |߶ଵ௦ሺ1ሻ|ଶdv1׬ |߶ଵ௦ሺ2ሻ|ଶdv2[׬ ׬ଶሺ1ሻdms1ߙ  ଶሺ2ሻdms2ߚ

׬+ ׬ଶሺ1ሻdms1ߚ ׬ଶሺ2ሻdms2െ2ߙ ׬ሺ1ሻdms1ߚሺ1ሻߙ  [ሺ2ሻdms2ߚሺ2ሻߙ

上式利用了自旋波函数的正交归一性，其中d߬=dvdms，把上式代入到(2-34')式，得 

<E0'>=ܪ(1,2)ߔ׬෡(1,2)ߔd߬        (2-35) 

其中氦原子的电子 Hamilton 算符为 

෡=െܪ
1
ଵ׏2

ଶ െ
1
ଶ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ
െ
ܼ
2ݎ
൅

1
12ݎ

        (2-36) 

把(2-34)式和(2-36 式代入到(2-35)式，利用自旋波函数的正交归一性，得 

<E0'>=
ଵ

ଶ
׬， ϕ1s(1)ϕ1s(2)[ߙሺ1ሻߚሺ2ሻ െ ሺ2ሻ]2(െߙሺ1ሻߚ

1
ଵ׏2

ଶ െ
1
ଶ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ
െ
ܼ
2ݎ
൅

1
12ݎ

)ϕ1s(1)ϕ1s(2)d߬ଵd߬ଶ 

=
ଵ

ଶ
׬， ϕ1s(1)ϕ1s(2)[െ

1
ଵ׏2

ଶ െ
1
ଶ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ
െ
ܼ
2ݎ
൅

1
12ݎ

]ϕ1s(1)ϕ1s(2)dݒଵdݒଶ    (2-37) 

为了计算这个积分，可把(2-36)式改写为 

෡=[െܪ
1
ଵ׏2

ଶ െ
ߣ
1ݎ

]+[െ
1
ଶ׏2

ଶ െ
ߣ
2ݎ

]+	
ఒି௓

௥భ
+
ఒି௓

௥మ
+	

ଵ

௥భమ
     (2-38) 

利用(2-31)式和      [െ
1
ଶ׏2

ଶ െ
ߣ
2ݎ

]ϕ1s(2)=∈1sϕ1s(2)       (2-39) 

得

<E0'>=2∈1s׬|߶ଵ௦ሺ1ሻ|ଶ|߶ଵ௦ሺ2ሻ|ଶdv1dv2+(ߣ‐ܼ)[׬|߶ଵ௦ሺ1ሻ|ଶ|߶ଵ௦ሺ2ሻ|ଶ(
ଵ

௥భ
+
ଵ

௥మ
)dv1dv2]+׬|߶ଵ௦ሺ1ሻ|ଶ

1
12ݎ

|߶ଵ௦ሺ2ሻ|ଶdv1dv2 
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=2∈1s+(ߣ െ ׬(ܼ
|థభೞሺଵሻ|మ

௥భ
dv1+(ߣ െ ׬(ܼ

|థభೞሺଶሻ|మ

௥మ
dv1+׬

|థభೞሺଵሻ|మ|థభೞሺଶሻ|మ

௥భమ
dv1dv2 

=2∈1s+2(ߣ െ ׬(ܼ
ห߶1ݏሺ1ሻห

2

1ݎ
dv1+׬

ห߶1ݏሺ1ሻห
2
ห߶1ݏሺ2ሻห

2

12ݎ
dv1dv2     (2-40) 

其中积分     ׬
ห߶1ݏሺ1ሻห

2

1ݎ
dv1=׬

1
ߣߨ
3eെ21ݎߣ

1ݎ
ଵݎ 
ଶsinߠଵdݎଵdߠଵd߮ଵ=(2-41)        ߣ 

(2-40)式中的最后一个积分，涉及到对两个电子坐标的积分．对电子 2 坐标的积分可选用 r1 方向为 z 轴，得 

׬
ห߶1ݏሺ1ሻห

2
ห߶1ݏሺ2ሻห

2

12ݎ
dv1dv2=׬ dv1

|థభೞሺଵሻ|మ|థభೞሺଶሻ|మ

௥భమ
2ݎ
2sin2ߠd2ݎd2ߠd߮2 

׬= dv1|߶ଵ௦ሺ1ሻ|ଶ ׬ 
1
ߣߨ
3eെ22ݎߣ

ට1ݎ
2൅2ݎ

2െ22ݎ1ݎcos2ߠ
2ݎ
2sin2ߠd2ݎd2ߠd߮2=׬ dv1|߶ଵ௦ሺ1ሻ|ଶ2ߣଷ

1
1ݎ
 eିଶఒ௥మr2[r1+r2െ|r1െr2|]dr2׬

׬= dv1|߶ଵ௦ሺ1ሻ|ଶ4ߣଷ
1
1ݎ

׬] eെ22ݎ2ݎߣ
2௥భ

ଵ dr2+[׬ eെ22ݎ2ݎߣ
2ஶ

௥భ
dr2 

׬=
1
ߨ ߣ

3eെ22ݎߣ[െ
1
1ݎ
eିଶఒ௥మ െ +eିଶఒ௥మߣ

ଵ

௥భ
ଵݎ	[

ଶsinߠଵdݎଵdߠଵd߮ଵ=
ହ

଼
 (2-42)     ߣ

把(2-32)、  (2-41)和(2-42)式代入(2-40)式，得 

<E0'>=െߣଶ+2(ߣ െZ)ߣ+
ହ

଼
ଶߣ=ߣ  െ2Zߣ+

ହ

଼
 (2-43)      ߣ

按变分法，应该选择变分参数 l 使<E0'>取极小值，即满足 

பாబ
ᇲ

డఒ
=0          (2-44) 

得                  ߣ=Zെ 

ହ

ଵ଺
                                (2-45) 

将上式代入(2-43)式，可得氦原子(Z=2)基态近似能量 

<E0'>=െ(Zെ 

ହ

ଵ଺
)2=െ2.85 Hartree=െ74.5eV       (2-46) 

氦原子基态能量的实验值为െ79.0eV，可见用变分法求得的近似能量<E0'>确实高于实验值． 

在前面我们曾提到 l 是有效核电荷，即   ߣ=Zെ (2-47)          ߪ 

其中ߪ为屏蔽常数．由(2-45)式可知，氦原子 1s 电子之间的屏蔽常数为
ହ

ଵ଺
≈0.3．关于其它电子的屏蔽常数我

们将在后面讨论． 

2.3	 	自洽场方法	

哈特利-福克(Hartree-Fock)自洽场力法是目前计算原子轨道和分子轨道的最精确方法．本节从简单的例

子开始，逐渐展开对自洽场方法的讨论． 

2.3.1  氦原子总能量的表达式 

    上节中我们曾得到了基态氦原子总能量的表达式(2-37)，为简单起见，令 

<E0'>=E0  െ
1
ଵ׏2

ଶ െ
ߣ
1ݎ

෡ଵ െܪ=
1
ଶ׏2

ଶ െ
ߣ
2ݎ

 ෡ଶ ϕ1s=ϕ1     (2-48)ܪ=
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则(2-37)式变为 

<E0'>=׬ ϕ1(1)ϕ1(2)[ܪ෡ଵ+ܪ෡ଶ+
ଵ

௥భమ
]ϕ1(1)ϕ1(2)dv1dv2 

׬= ϕ1(1)ܪ෡ଵϕ1(1)dv1+׬ ϕ1(2)ܪ෡ଶϕ1(2)dv2+׬ ϕ1(1)ϕ1(2)+
ଵ

௥భమ
ϕ1(1)ϕ1(2)dv1dv2   (2-49) 

上式最后一个积分    ܬథభథమ=׬ |ϕ1(1)|2
ଵ

௥భమ
|ϕ1(2)|2dv1dv2        (2-50) 

称为 Coulomb 积分，表示两个电子间的 Coulomb 作用能． 

如果氦原子中的一个电子被激发到 ϕ2s 轨道且两个电子的自旋平行（都是ߙ自旋），并设 ϕ2s=ϕ2，则氦原

子的该激发态的电子波函数为 

=(2 ,1)ߔ
ଵ

√ଶ
 ฬ
߶ଵሺ1ሻߙሺ1ሻ ߶ଵሺ2ሻߙሺ2ሻ
߶ଶሺ1ሻߙሺ1ሻ ߶ଶሺ2ሻߙሺ2ሻ

ฬ       (2-51) 

该激发态的电子总能量为    E1=׬ +෡ଶܪ+෡ଵܪ](2 ,1)ߔ
ଵ

௥భమ
 d߬ଵd߬ଶ(2 ,1)ߔ2[

׬= [ϕ1(1)ϕ2(2)െϕ2(1)ϕ1(2)][ܪ෡ଵ+ܪ෡ଶ+
ଵ

௥భమ
][ϕ1(1)ϕ2(2)െϕ2(1)ϕ1(2)]dv1dv2׬  2dms1dms2  (2-52)|(2)ߙ|2|(1)ߙ|

由于自旋波函数是归一化的，所以上式关于自旋部分的积分等于 1．把上式的积分展开总共有 12 项，但原

子轨道是相互正交的，即   ׬ ϕ1(1)ϕ2(1)dv1=׬ϕ2(2)ϕ1(2)dv2=0           

(2-53) 

共有四项等于零，而且两个电子是不可区分的，交换两个电子的坐标仅表明两个电子的状态互换，对能量

没有影响，所以 

׬ ϕ1(1)ܪ෡ଵϕ1(1)dv1=׬ϕ1(2)ܪ෡ଶϕ1(2)dv2  ׬ ϕ2(1)ܪ෡ଵϕ2(1)dv1=׬ϕ2(2)ܪ෡ଶϕ2(2)dv2 

׬   |ϕ1(1)|2
ଵ

௥భమ
|ϕ2(2)|2dv1dv2=׬ |ϕ1(2)|2

ଵ

௥భమ
|ϕ2(1)|2dv1dv2     (2-54) 

这样，  (2-52)式的积分展开只剩下四项： 

E1=׬ ϕ1(1)ܪ෡ଵϕ1(1)dv1+׬ ϕ2(1)ܪ෡ଵϕ2(1)dv1+׬ |ϕ1(1)|2
ଵ

௥భమ
|ϕ2(2)|2dv1dv2െ׬ ϕ1(1)ϕ2(1)

ଵ

௥భమ
ϕ1(2)ϕ2(2)dv1dv2 (2-55) 

其中最后一项    ܭథభథమ=׬ ϕ1(1)ϕ2(1)
ଵ

௥భమ
ϕ1(2)ϕ2(2)dv1dv2       (2-56) 

称为交换积分．在氦原子基态时，电子自旋相反，其总能量 E0[见(2-49)式]不含变换积分项；在两个电子自

旋平行的激发态时，总能量 E1 中含有交换积分．可见交换积分只有在同自旋的电子间才能存在，它表示了

同自旋电子间的一种相互作用能——交换能，由(2-55)式可知，交换积分项是负的，即自旋相同电子间的交

换作用可使总能量降低，这样，在其它条件允许的情况下，电子将尽量保持自旋平行．由此可解释 Hund 规

则：l 相同的简并轨道上的电子将尽量分占不同的轨道而保持自旋平行． 

    同自旋电子间的交换作用是一种量子效应，起源于微观粒子的全同性，可用电子的反对称波函数加以

解释，对于氦原子的基电子态，两个电子的自旋相反，当两个电子坐标相同时，即 r1=r2，由(2-34)式可知，

其波函数为     (2 ,1)0ߔ=
ଵ

√ଶ
 ฬ
߶ଵሺ࢘ଵሻߙሺ1ሻ ߶ଵሺ࢘ଵሻߙሺ2ሻ
߶ଶሺ࢘ଵሻߚሺ1ሻ ߶ଶሺ࢘ଵሻߚሺ2ሻ

ฬ≠0      (2-57) 

这说明两个自旋相反的电子是可以无限靠近的．对于氦原子的两个电子自旋相同的激发态，如果两个电子

的坐标相同，即 r1=r2，由(2-51)式可知 

=(1,2)1ߔ
ଵ

√ଶ
 ฬ
߶ଵሺ࢘ଵሻߙሺ1ሻ ߶ଵሺ࢘ଵሻߙሺ2ሻ
߶ଶሺ࢘ଵሻߙሺ1ሻ ߶ଶሺ࢘ଵሻߙሺ2ሻ

ฬ=
ଵ

√ଶ
 ߶ଵሺ࢘ଵሻ߶ଶሺ࢘ଵሻ[ߙሺ1ሻߙሺ2ሻ െ  ሺ2ሻ]=0  (2-58)ߙሺ1ሻߙ

即同自旋的电子无限靠近的状态是不存在的，同自旋的电子倾向于互相回避，好象电子周围存在一个小空

间（Fermi hole），其它自旋相同的电子无法进入这空间，致使同自旋电子间的静电排斥作用减弱，总能量降
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低． 

2.3.2  哈特利-福克(Hartree-Fock)方程 

下面把氦原子激发态总能量的表达式(2-55)推广到含有 N 个电子的原子体系的一般情况，设 ϕi和 ϕj为

自旋轨道，则总能量为 

E=


N

i 1

׬ ߶௜
∗ሺ1ሻܪ෡ଵ߶௜ሺ1ሻd߬ଵ+

ଵ

ଶ
N

i 1



N

j 1

׬ |߶௜ሺ1ሻ|ଶ
1
12ݎ

ห߶௝ሺ2ሻห
ଶ
d߬ଵd߬ଶ  െ 

ଵ

ଶ
N

i 1



N

j 1

׬ ߶௜
∗ሺ1ሻ߶௝ሺ1ሻ

1
12ݎ

߶௝
∗ሺ2ሻ߶௜ሺ2ሻd߬ଵd߬ଶ 

(2-59) 

其中“*”表示复共轭，最后一项求和只遍及同自旋的电子，不同自旋的电子因自旋正交而积分为零，因子 1/2

的出现是由于每对电子的积分重复两次，原子轨道应满足正交归一化条件 

׬ ϕi*(1)ϕj(1)d߬ଵ=ߜij         (2-60) 

设原子的总波函数为ߔ(2 ,1, …, N)，则总能量   E=׬  d߬         (2-61)ߔ෡ܪ*ߔ

如果原子轨道有一微小变化ߜϕ，则ߔ将有一微小变化ߔߜ，相应的能量 E 也会变化ߜE，即 

E+ߜE=׬ ׬=d߬(ߔߜ+ߔ)෡ܪ*(ߔߜ+ߔ) ׬+d߬ߔ෡ܪ*ߔ ׬+d߬ߔ෡ܪ*ߔߜ ׬+d߬ߔߜ෡ܪ*ߔ  d߬ߔߜ෡ܪ*ߔߜ

上式的最后一项比起前三项来要小得多，可以忽略，利用(2-61)一式，得 

׬=Eߜ ׬+d߬ߔ෡ܪ*ߔߜ ׬≡d߬ߔߜ෡ܪ*ߔ  d߬ +复共轭    (2-62)ߔ෡ܪ*ߔߜ

按照变分原理，能量 E 的极小值应最接近真实的能量．在 E 取极小值时，dϕ 所对应的 dE 等于零．但

中的变化应受条件(2-60)式的限制，所以这是一个条件极值问题，可用拉格朗日(Lagrange)不定乘子法求 E

的极小值，即     ߜ[E+
i


j

∈ij(ߜijെ׬ ϕi*(1)ϕj(1)d߬ଵ)]=0      (2-63) 

其中∈ij 为不定乘子，将(2-59)式代入上式，许可利用(2-62)式的展开规则将(2-63)式展开 

]ߜ	Eെߜ
i


j

∈ij׬ϕi*(1)ϕj(1)d߬ଵ]=
i

׬ ෡ଵϕi(1)d߬ଵ+复共轭+ܪϕi*(1)ߜ
i


j

׬ ϕi*(1)ϕi(1)ߜ
ଵ

௥భమ
ϕj*(2)ϕj(2)d߬ଵd߬ଶ 

+复共轭െ
i


j

׬ ϕi*(1)ϕj(2)ߜ
ଵ

௥భమ
ϕj*(2)ϕi(2)d߬ଵd߬ଶ+复共轭െ

i


j

∈ij׬  ϕi*(1)ϕi(1)d߬ଵ+复共轭   (2-64)ߜ

上式对 Coulomb 积分和交换积分的变分各有四项，因 i 和 j 是等价的而合并成两项，同时去掉了原来的因子

1/2．上式中的ߜϕi*(1)是独立变化的，上式等于零则要求ߜϕi*(1)的系数等于零，即 

෡ଵ+ܪ]
i

׬ ϕj*(2)
ଵ

௥భమ
ϕj(2)d߬ଶ]ϕi(1)െ

j

׬ ϕj*(2)ߜ
ଵ

௥భమ
ϕi(2)d߬ଶϕj(1)=

j

∈ijϕj(1)   (2-65) 

这个方程叫做 Hartree-Fock 方程，简称 HF 方程，可以证明，其中的∈ij所构成的矩阵是 Hermite 矩阵，总

可以找到一个 U 变换而将其变成对角矩阵，即 ∈ij=∈iߜij          (2-66) 

这种变换是把{ϕi}线性组合起来形成一组新的轨道{ϕi'}．在{ϕi'}下，∈ij 具有对角形式．我们假定这种变换

已经完成，并仍用{ϕi}来表示变换后的轨道{ϕi'}，则 HF 方程为 

෡ଵ+ܪ]
j

׬ ϕj*(2)
ଵ

௥భమ
ϕj(2)d߬ଶ]ϕi(1)െ

j

׬ ϕj*(2)
ଵ

௥భమ
ϕi(2)d߬ଶϕj(1)=∈iϕi(1)   (2-66) 

上式称为 Hartree-Fock 方程的正则形式．以后用到的 HF 方程都是这种正则方程．其中∈i 就是处在 ϕi 态的单

电子能量本征值，或称为轨道能量，由方程(2-66)所解出的{ϕi}可使总能量 E 取极小值，并满足正交归一化

的条件(2-60)。 



49 
 

Coulomb 算符ܬመ௝的定义为  ܬመ௝(1)ϕi(1)=[׬ ϕj*(2)
ଵ

௥భమ
ϕj(2)d߬ଶ]ϕi(1)       (2-67) 

交换算符ܭ෡௝的定义为    ܭ෡௝(1)ϕi(1)= [׬ ϕj*(2)
ଵ

௥భమ
ϕi(2)d߬ଶ]ϕi(1)       (2-67) 

Fock 算符ܨ෠௜(1)的定义为    ܨ෠௜(1)=ܪ෡ଵ+
j

 (2-68)        [෡௝(1)ܭ መ௝(1)െܬ]

利用这三个算符，可将 HF 方程写成下面两种形式： 

 ෠௜(1)ϕi(1)=∈iϕi(1)         (2-69)ܨ

෡ଵ+ܪ
j

 ϕi(1)=∈iϕi(1)       (2-70)[෡௝(1)ܭ መ௝(1)െܬ]

    Fock 算符中含有待确定的轨道{ϕi}，所以 HF 方程只能用自恰场方法求解：先用一组试探轨道{ϕi
(0)}写

出 Fock 算符	ܨ෠௜
ሺ଴ሻ
，解 HF 方程得出一组新的轨道{ϕi

(1)}，再用{ϕi
(1)}写出新的ܨ෠௜

ሺଵሻ
，再解 HF 方程得到一组更

新的{ϕi
(2)}…．这种迭代过程反复进行，直到进一步迭代时，轨道的变化已经很小（在给定的阈值范围之内）

为止，这时就称这些轨道与它们所产生的势场自洽． 

2.4	 	中心力场近似	

在上一节我们得到了 HF 方程(2-70)．为了便于讨论多电子原子的 HF 方程求解问题，需要把 HF 方程写

成更简单的形式．HF 方程中的    ܪ෡ଵ=െ
1
ଵ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ

         (2-71) 

可令电子 1 的势能算符为 ෠ܸ௜(r1, θ1, ߮1)，则 

෠ܸ௜(r1, θ1, ߮1)=Vi(r1, θ1, ߮1)=	െ
ܼ
1jݎ

 (2-72)       [෡௝(1)ܭ መ௝(1)െܬ]

HF 方程变为      [െ
1
ଵ׏2

ଶ+Vi(r1, θ1, ߮1)]ϕi(1)=∈iϕi(1)       (2-73) 

2.4.1  中心力场近似 

对于多电子原子轨道中 ϕi(1)和∈i 的计算，直接解这一方程仍然比较困难，需要进一步简化．可以证明，

闭壳层组态或半满壳层组态，其电荷分布是球对称的，势场也是球对称的，在这种情况下，HF 方程的求解

问题要简单得多，对于一般的开壳层组态，势场不是球对称的，为使 HF 方程求解问题简化，一般都引入中 

心力场近似，把非球对称势场作球平均 

Vi(r1)=
׬ ׬ ௏೔ሺ௥భ,ఏభ,ఝభሻ

ഏ
బ

మഏ
బ ୱ୧୬ఏభୢఏభୢఝభ

׬ ׬ ୱ୧୬ఏభୢఏభୢఝభ
ഏ
బ

మഏ
బ

	      (2-74) 

用球对称的 Vi(r1)代替 HF 方程的 ௜ܸሺݎଵ, ,ଵߠ ߮ଵሻ，从而得到中心力场近似下的 HF 方程 

[െ
1
ଵ׏2

ଶ+Vi(r1)]ϕi(1)=∈iϕi(1)        (2-75) 

在球对称势场下，ϕi(1)具有径向函数 Rn l (r1)和球谐函数 Yl m(ߠଵ, ߮ଵ)乘积的形式 

ϕi(1)=Rn l (r1)Yl m(ߠଵ, ߮ଵ)         (2-78) 

把上式代入到 HF 方程(2-75)中，因 Vi(r1)与角度变量(ߠଵ, ߮ଵ)无关，所以可以象解氢原子那样分离变量．其中

Yl m(ߠଵ, ߮ଵ)所满足的方程就是氢原子波函数角度部分所满足的方程，Yl m(ߠଵ, ߮ଵ)与氢原子波函数角度部分完

全相同，径向函数 Rn l (r1)所满足的方程与氢原子的径向方程不同，这是因为 Vi(r1)与氢原子的不同．在原子
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单位下，参照(1-130)式，容易得到多电子原子的径向 HF 方程 

ଵ

௥భ
మ
ୢ

ୢ௥
(r2ୢோ೙೗ሺ௥భሻ

ୢ௥
)+[2∈iെ2Vi(r1)െ

݈൫݈൅1൯
1ݎ
2 ]Rn l (r1)=0     (2-77) 

这个方程的 Vi(r1)与待确定的 Rn l (r1)有关，所以也须采用自洽场方法求解。 

径向 HF 方程的求解既可以采用数值方法也可以采用解析方法．数值方法是对 Rn l (r1)的微分、积分等运

算，用径向网格点上的数值计算方法完成．函数 Rn l (r1)是以网格点上的数值表的形式给出，而不具有解析的

表达式． 

径向 HF 方程的解析解法是用已知的基函数集{߯k}来展开原子轨道中 ϕi(1)，即 

ϕi(1)=
k

cik߯k          (2-78) 

常用的基函数是 Slater 型轨道(STO)，其形式是߯=rn-1eି఍௥Yl m(ߠ, ߮)        (2-79) 

其中ߞ为轨道指数．(2-78)式中的展开系数 cik由自洽场方法确定，实际上，(2-78)式的展开式不要取很多项，

只要基函数组中对应于每个径向函数用两个不同轨道指数的 Slater 型轨道，适当选择ߞ和 cik，即可获得相当

精确的解．例如，对于 N（1s22s22p1
12p0

12p-1
1）组态，基函数可取为 

߯1s=exp(െ8.49597r) ߯'1s=exp(െ5.98644r) 

߯2s=rexp(െ2.26086r) ߯'2s=rexp(െ1.42457r) 

߯2p=rexp(െ3.24933r) ߯'2p=rexp(െ4.49924r) 

N 原子轨道的径向函数和轨道能量的计算结果是 

R1s=-0.27067߯1s+0.73875߯'1sെ 0.00293߯2s+0.00253߯'2s ∈1s=െ15.62541 a.u. 

R2s=0.01358߯1s- 0.28393߯'1s+0.72969߯2s+0.34546߯'2s  ∈2s=െ0.94316 a.u. 

R2p=െ0.28810߯2p+0.72826߯'2p      ∈2p=െ0.56587 a.u. 

N 原子总能量为െ54.397951a.u.，精确的 Hartree-Fock 值为െ54.400924 a.u.（解析解）或െ54.400934 a.u.（数

值解）．这种基组称为双ߞ基组，可给出较精确的计算结果． 

N 原子的计算结果表明，轨道能量∈2s和∈2p 并不相等，这在多电子原子中是普遍存在的，即轨道能量不

仅与主量子数有关，而且与角量子数有关。主量子数相同者，角量子数越大能量越高． 

    在中心力场近似下，多电子原子的单电子波函数与氢原子的电子波函数具有相同的形式：都是径向函

数与球谐函数的乘积，并都用 nlm 三个量子数表示．只是多电子原子的径向波函数的精确形式，或者需要

几个 Slatar 轨道的线性组合，或者要用数值表来表示．这对定性的应用常常感到不便，往往需要不是很精确

的、却是很简单的多电子原子的径向波函数，为了得到这样的波函数，需要把中心力场近似下的 HF 方程(2-75)

作进一步简化． 

2.4.2  屏蔽常数和轨道指数 

在中心力场近似下，电子 1 受其余电子的排斥作用可看作是对原子核的屏蔽，并把这种屏蔽作用近似

地用一个屏蔽常数来表示，于是方程(2-75)中的势能算符可近似地写成 

Vi(r1)=െ
ܼെߪ
1ݎ

=െ
ܼ݁
1ݎ

         (2-80) 

其中ߪ为屏蔽常数，Ze为有效核电荷．方程(2-75)则演变成类氢原子的方程，即 

[െ
1
ଵ׏2

ଶ െ
ܼ݁
1ݎ

]ϕi(1)=∈iϕi(1)        (2-81) 

ϕi(1)显然具有类氢原子轨道的形式[见表 1-1]，只须用 Ze代替表 1-1 中的 Z 即可得到 ϕi(1)．这样所得到的

ϕi(1)的径向函数是 r 的多项式与指数函数的乘积，在原子单位下，ϕi(1)的形式是 
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[


n

n 1

anr
n-1]eି௓೐௥ ௡⁄ Yl m(ߠ, ߮)         (2-82) 

这样的原子轨道在应用上(特别是应用于分子轨道的计算)不大方便，一般总采用 Slater 型轨道来代替(2-82)

式，即用(2-79)式表示原子轨道   ϕi(1)=Nnl  rn-1eି఍௥Yl m(ߠ, ߮)        (2-83) 

其中 Nnl 为归一化常数．比较上面两式可知   ζ=
௓೐
௡

=
௓ିఙ೔
௡

          (2-84) 

Slater 轨道没有径向节点，它不能很好地逼近(2-82)式类氢轨道的近核行为，但对于分子问题的应用，原子

轨道的远离核的部分是重要的，所以 Slater 轨道是对类氢轨道的很好近似． 

轨道指数ߞ可用变分法计算．类似于对氦原子基态的处理那样，选定电子组态，用占据轨道构成反对称

的 Slater 行列式波函数，每个轨道都含有有效核电荷 Ze．用 Hartree-Fock 自恰场方法逐次改变 Ze，在达到自

洽时，相应的 Ze就是使原子总能量取最小值的最佳 Ze．由 Ze可得到 ζ [见(2-84)式]． 

表 2-1 列出了从 He 原子到 Kr 原子的轨道指数 ζ．除了 Cr 和 Cu 的电子组态是 Cr([Ar]4s23d4)和 Cu 

([Ar]4s23d9)以外，表中其它原子轨道指数的计算都是在基电子组态下完成的．表 2-1 的数据取自于文献

[E．Clementi，D．L. Raimondi.J．Chem. Phys. 38,2886(1963)]. 

表 2-1  中性原子基态的轨道指数 ζ 

Z 1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 

He 2 1.6875 
Li 3 2.6906 0.6394 
Be 4 3.6848 0.9560 
Be 5 4.6795 1.2881 1.2107 
C 6 5.6727 1.6083 1.5679 
N 7 6.6651 1.9237 1.9170 
O 8 7.6579 2.2458 2.2266 
F 9 8.6501 2.5638 2.5500 
Ne 10 9.6421 2.8792 2.8792 
Na 11 10.6259 3.2857 3.4009 0.8358 
Mg 12 11.6089 3.6960 3.9129 1.1025 
Al 13 12.5910 4.1068 4.4817 1.3724 1.3552 
Si 14 13.5745 4.5100 4.9725 1.6344 1.4284 
P 15 14.5578 4.9125 5.4806 1.8806 1.6288 
S 16 15.5409 5.3144 5.9885 2.1223 1.8273 
Cl 17 16.5239 5.7152 6.4966 2.3561 2.0387 
Ar 18 17.5075 6.1152 7.0041 2.5856 2.2547 
K 19 18.4895 6.5031 7.5136 2.8933 2.5752 0.8738 
Ca 20 19.4730 6.8882 8.0207 3.2005 2.8861 1.0995 
Sc 21 20.4566 7.2868 8.5273 3.4466 3.1354 1.1581 2.3733 
Ti 22 21.4409 7.6888 9.0324 3.6777 3.3679 1.2042 2.7138 
V 23 22.4256 8.0907 9.5364 3.9031 3.5950 1.2453 2.9943 
Cr 24 23.4138 8.4919 10.0376 4.1226 3.2880 1.2833 3.2522 
Mn 25 24.3957 8.8969 10.5420 4.3393 4.0364 1.3208 3.5094 
Fe 26 25.3810 9.2995 11.0444 4.5587 4.2593 1.3585 3.7266 
Co 27 26.3668 9.7025 11.5462 4.7741 4.4782 1.3941 3.9518 
Ni 28 27.3526 10.1063 12.0476 4.9870 4.6950 1.4277 4.1765 
Cu 29 28.3386 10.5099 12.5485 5.1981 4.9102 1.4606 4.4002 
Zn 30 29.3245 10.9140 13.0490 5.4064 5.1231 1.4913 4.6261 
Ga 31 30.3094 11.2995 13.5454 5.6654 5.4012 1.7667 5.0311 1.5554 
Ge 32 31.2937 11.6824 14.0411 5.9299 5.6712 2.0109 5.4171 1.6951 
As 33 32.2783 12.0635 14.5368 6.1985 5.9499 2.2360 5.7928 1.8623 
Se 34 33.2622 12.4442 15.0326 6.4678 6.2350 2.4394 6.1590 2.0718 
Br 35 34.2471 12.8217 15.5282 6.7395 6.5236 2.6382 6.5197 2.2570 
Kr 36 35.2316 13.1990 16.0235 7.0109 6.8114 2.8289 6.8753 2.4423 
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利用公式(2-84)和表 2-1 的轨道指数ߞ，可计算基态中性原子的有效核电荷 Ze和屏蔽常数ߪ௜，即由(2-84)

式可得          Ze=nζ=Zെߪ௜         (2-85) 

 ௜=Zeെnζ          (2-86)ߪ

用 Ze代替类氢原子轨道能量表达式．(1-146)中的 Ze可估算多电子原子的轨道能量，在原子单位下的表达式

为          E=െ
1
2(
௓೐
௡

)2=െ
1
2ζ

2         (2-87) 

屏蔽常数ߪ௜还可用一些经验公式计算．克来曼提(Clementi)和瑞曼第（Raimondi）曾给出一套计算屏蔽

常数的经验公式： 1ߪs=0.3 (N1sെ1)+0.0072 (N2s+N2p)+0.0158(N3s+N3p+N4s+N3d+N4p) 

 2s=1.7208+0.3601(N2s+N2pെ1)+0.2062 (N3s+N3p+N4s+N3d+N4p)ߪ

 2p=2.5787+0.3326(N2pെ1)െ0.773N3sെ0.161(N3p+N4s)െ0.0048N3d+0.0085N4pߪ

 3s=8.4927+0.2501(N3s+N3pെ1)+0.0778N4s+0.3382N3d+0.1978N4pߪ

 3p=9.3345+0.3803(N3pെ1)+0.0526N4s+0.3829N3d+0.1558N4pߪ

 4s=15.505+0.0971(N4sെ1)+0.8433N3d+0.0867N4pߪ

 4p=24.7782+0.2905(N4pെ1)ߪ 3d=13.5894+0.2693(N3dെ1)െ0.1065N4pߪ

这些公式适用于表 2-1 所列的原子和离子的屏蔽常数，其中 Nnl 表示（nl）轨道的电子占据数．这些公式的

精确性可通过用其计算的ߞ与表 2-1 数据的比较而被检验． 

作为屏蔽常数公式应用的例子，我们来计算锂原子的各级电离能： 

Li(1s22s1) 

 1s=0.3 (2െ1)+0.0072(1)=0.3072 Ze1s=2.6928ߪ

 2s=1.7208+0.3601(0)=1.7028 Ze2s=1.2792ߪ 

ELi=2∈1s+∈2s=െ
1
2[2(

ଶ.଺ଽଶ଼

ଵ
)2+(

ଵ.ଶ଻ଽଶ

ଶ
)2](27.2)eV=െ203eV 

Li+(1s2) 

 1s=0.3(2െ1)=0.3    Ze1s=2.7ߪ

ELi+=2∈1s=2(െ
1
2)(
ଶ.଻

ଵ
)2(27.2)eV=െ198eV 

Li2+(1s1) 

 1s=0.3(1െ1)=0    Ze1s=3ߪ

୐୧మశ=െܧ
1
2(
ଷ

ଵ
)2(27.2)eV=െ122.4eV 

电离能为 I1=ܧ୐୧శ  െELi=5eV  (实验值：5.39 eV) 

I2=ܧ୐୧మశ  െELi=75.6eV (实验值：75.7 eV) 

I3=െܧ୐୧మశ=122.4eV (实验值：122.4 eV) 

可见用这些公式所确定的屏蔽常数来计算电离能和总能量，可得到满意的结果． 

2.5	 	原子内电子的排布	

在原子处在基态的情况下，按外电子的排布应遵守三条原则：Pauli 原理、能量最低原理和洪德(Hund)

规则． 

2.5.1  Pauli 原理 

根据电子的反对称波函数的要求，原子中不能有两个或两个以上的电子具有相同的四个量子数 n，l，m
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和 ms，即在每个原子轨道中最多只能容纳两个电子，且自旋必须相反，这样主量子数为 n 的壳层所能容纳

的电子数为        




1

0

n

l

2(2l+1)=2n2           (2-88) 

原子的电子壳层常用大写英文字母表示，对于 n 取不同值的壳层，相应的字母如下： 

n= 1  2  3  4  5  6 

↓  ↓  ↓  ↓  ↓  ↓ 

K  L  M  N  O  P 

由(2-88)式可计算出 K,L,M，…所容纳的电子数为分别为 2, 8, 18, …．而对应于确定的，n，l 值，可有 2(2l+l)

个 m 和 ms 不同的量子态，所以 s 亚壳层可填充两个电子，p，d，f 亚壳层可分别填充 6，10，14 个电子． 

2.5.2  能量最低原理 

原子核外电子的排布，在不违反 Pauli 原理的前提下应尽可能使原子的总能量为最低，这就是能量最低

原理。 

原子的总能量与轨道能量密切相关，下面我们来推导 Hartree-Fock 总能量与轨道能量之间的关系，用

ϕi*(1)左乘 HF 方程(2-66)式，并对电子 1 的坐标积分，利用 ϕi(1)的归一性得 

∈i=׬ ϕi*(1)[ܪ෡ଵ +


N

j 1

׬ ϕj*(2)
ଵ

௥భమ
ϕj(2)d߬ଶ]ϕi(1)d߬ଵ+׬ ϕi*(1)



N

j 1

ϕj*(2)׬
ଵ

௥భమ
ϕi(2)d߬ଶϕj(1)d߬ଵ   (2-89) 

所有占据的自旋轨道能量之和 




N

i 1

∈i=


N

i 1

׬ ϕi*(1)ܪ෡ϕi(1)d߬ଵ+


N

i 1



N

j 1

׬ |ϕi(1)|2
ଵ

௥భమ
|ϕj(2)|2d߬ଵd߬ଶ െ



N

i 1



N

j 1

׬ ϕi*(1)ϕj(1)
ଵ

௥భమ
ϕj*(2)ϕi(2)d߬ଵd߬ଶ(2-90) 

为其中 N 为原子中的电子数目（即自旋轨道的数目）．把上式与 Hartree-Fock 总能量的表达式(2-59)比较，

得 

E=


N

i 1

∈i െ 

ଵ

ଶ
N

i 1



N

j 1

׬ |ϕi(1)|2
ଵ

௥భమ
|ϕj(2)|2d߬ଵd߬ଶ+

ଵ

ଶ
N

i 1



N

j 1

׬ ϕi*(1)ϕj(1)	
ଵ

௥భమ
ϕj*(2)ϕi(2)d߬ଵd߬ଶ   (2-91) 

即 Hartree-Fock 总能量等于所有电子轨道能量之和，减去所有电子间的排斥能，再加上所有同自旋电子间的

交换能．这一结论对所有多电子体系（包括原子和分子）都是成立的． 

为什么所有电子的总能量不等于各个单电子能量之和？这是因为在 Hatree-Fock 方法中采用了单电子近

似，在计算电子 1 的能量时，考虑了电子 2，3，…，N 对电子 l 的作用；在计算电子 2 的能量时，考虑了

电子 1，3，…，N 对电子 2 的作用．把电子 1 和电子 2 的能量加起来时，电子 1 和电子 2 的相互作用能被

计算了两次．同样，当把各个单电子的能量加起来时，每对电子间的作用能都重复计算，这就是(2-91)式中

后两项的含义． 

(2-91)式表明，在利用能量最低原理来确定核外电子排布时，不能简单地把电子填充到能量最低的轨道，

还须考虑电子间的总排斥能和总交换能的影响，而电子间的相互作用能与电子的相对分布有关． 

确定基态原子的电子排布，即确定基态原子的电子组态，可用(2-91)式来计算总能量，在不同的组态下，

总能量的值不同，其中能量最低者所对应的组态即为基态．显然这种方法也适用于确定离子的电子排布。 

为使总能量最低，基态原子的电子按下列顺序填充到各个能级上： 

1s,2s,2p,3s,3p,4s,3d,4p,5s,4d,5p,6s,4f,5d,6p,… 

其中 4s 和 3d，4f 和 5d，5s 和 4d 的填充顺序有少数例外，徐光宪等总结了大量数据，得出结论，在绝大多

数情况下，电子是按 n+0.7l 的顺序填充到 nl 轨道中去的． 
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相应的计算表明，电子与核距离的平均值是̅3ݎd<̅4ݎs，说明 3d 电子对 4s 电子有较强的屏蔽作用，致使

∈3d<∈4s，但电子还是先填充 4s 轨道，后填充 3d 道，这是因为 3d 电子的近核分布，使它(们)与 1s,2s,2p 等内

层电子的排斥能比较大，而且使这些层电子远离原子核而升高了内层电子的轨道能量，这两个因素使得电

子填充 3d 轨道的原子总能量高于电子填充 4s 轨道的原子总能量．按能量最低原理，应先填充 4s 轨道。 

关于 3d 电子和 4s 电子的电离顺序，实验和理论计算都发现，是先电离 4s 电子，后电离 3d 电子．究竟

先电离哪个电子，仍然取决于哪种电离方式使离子的总能量最低．在离子的情况下，核的电核数多于电子

数，使电子的分布更靠近原子核，核与电子的吸引势能是离子总能量的主要贡献，3d 电子的近核分布比 4s

电子与核的作用能大，故应先电离 4s 电子．离子的电子排布是按照 nെ0.4l 的顺序． 

2.5.3  洪特(Hund)规则 

电子在角量子数，相同的等价轨道上排布时，应尽可能分占磁量子数 m 值不同的轨道，且自旋平行，

这个规律叫 Hund 规则，在前面已经提到，Hund 规则的本质在于同自旋电子间有负的交换作用能，即总能

量表达式(2-59)中第三项的贡献． 

按 Hund 规则，半满的开壳层 p1，d5，f 7 的电子组态能量最低，最稳定． 

2.6	 	原子的状态和原子光谱项	

2.6.1  电子组态与原子状态 

上节我们讨论了基态原子的电子排布，即基电子组态问题．按照电子组态的定义，一组占据轨道的 nl

值就构成一种电子组态．对于闭壳层组态，如 2s2，2s22p6 等，每个轨道都占据两个电子，其磁量子数 m 和

自旋磁量子数 ms，是唯一确定了的．然而，对于部分充满的壳层组态，或叫做开壳层组态，例如碳原子的

基电子组态 1s22s22p2，电子的 nl 值虽然确定了，但 m 和 ms 的值仍然不能完全确定，和氢原子一样，多电

子原子的状态也是由所有电子的 n，l，m，ms 四个量子数共同确定的，这就是说，单由原子的电子组态不足

以确定原子的状态，要确定原子的状态，尚要指定各个电子的 m 和 ms 值。 

m 和 ms 量子数表示了电子轨道角动量和自旋角动量的方向．在第一章中，我们曾讨论了在外磁场中单

电子原子的角动量的空间取向．对于含有几个开壳层电子的孤立原子，各个电子角动量的相对取向是一个

重要问题．在一种电子组态下，由于电子同的相互排斥作用，各电子角动量的不同的相对取向会使原子具

有不同的能量，而且其自旋—轨道耦合也会不同。自旋一轨道耦合是一种磁矩间的相互作用．电子的轨道

角动量和自旋角动量各自对应一个磁矩，电子的轨道运动的磁矩在空间产生一个磁场，这一磁场会与电子

的自旋磁矩相互作用，总之，各个电子的 m 和 ms 是表征原子状态的重要量子数，而且由于电子间复杂的电、

磁相互作用，所以原子状态又不是所有单个电子状态的简单加和。 

实际上，原子的状态是用电子组态和原子光谱项来描述的，原子光谱项是在给定的电子组态下标示所

有电子各种角动量大小的符号，这些角动量是：原子中所有电子的总轨道角动量 M,总自旋角动量 S 和总角

动量 J，这些角动量充分反映了电子的各种相互作用，用原子光谱项（即各种角动量的大小）来描述原子的

状态显然是合理的．多电子原子的 Hamilton 算符ܪ෡一般不包括自旋一轨道相互作用，在这种情况下，ܪ෡与三

个角动量算符ܯ෡ଶ， መܵଶ，ܬመଶ对易，它们可有共同的本征函数，在其共同的本征函数下，E，M 

2，S2，J 

2 可同时

取确定值．这样，用三种角动量的大小（原子光谱项）来描述原子的状态是可能的。 

与单电子的情况相同，这三种角动量的大小也是量子化的，且其值可表示为 

|M|=ඥܮሺܮ ൅ 1ሻħ (2-92) |S|=ඥܵሺܵ ൅ 1ሻħ (2-93) |J|=ඥܬሺܬ ൅ 1ሻħ (2-94) 

其中 L 为总轨道角量子数，S 为总自旋量子数，J 为总角量子数， 

这三种角动量在 z 轴上的分量分别为 
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Mz=MLħ，   ML=െL,െL+1,െL+2,…,L 

Sz=MSħ，  MS=െS,െS+1,െS+2,…,െS        (2-95) 

Jz= MJħ，   MJ =െJ,െJ+1,െJ+2,…,J 

其中 ML为总轨道磁量子数，MS 为总自旋磁量子数，MJ 为总磁量子数． 

在多电子原子体系中，这三种角动量的 z 分量应分别等于各电子角动量 z 分量的代数和，即 

Mz=
i

mzi=
i

miħ  Sz=
i

szi=
i

msiħ  Jz=
i

jzi=
i

mjiħ    (2-96) 

其中 mi，msi，mji 分别为电子 i 的磁量子数，自旋磁量子数、总磁量子数，比较(2-95)式和(2-96)式，得 

ML=
i

mi MS=
i

msi MJ=
i

mji       (2-97) 

即多电子体系的各种磁量子数分别等于各电子的对应磁量子数的代数和． 

2.6.2  原子光谱项 

原子光谱项用三个量子数 L，S 和 J 来表示，即用 2S+1L 来表示光谱顼，用 2S+1L 来表示光谱支项．其中

L 取不同值时用规定的英文字母（大写）来代表： 

L= 0， 1， 2， 3， 4， 5，… 

↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ 

S， P， D， F， G， H，… 

这种确定光谱项的方法称为 L-S 耦合，适用于 Z≤40 的较轻原子，对于这些原子，其总的轨道角动量

与总的自旋角动量之间的相互作用，要比每个电子的自旋一轨道相互作用要大，因此应该先分别将各电子

的自旋角动量和轨道角动量分别组合起来，得到原子的总自旋角动量 S 和总轨道角动量 M，然后进一步组

合得到原子的总角动量 J．然而，对于 Z≥40 的较重原子，一般采用 j-j 耦合，即把每个电子的轨道角动量

和自旋角动量先分别组合起来，得到每个电子的总角动量 j，然后再把各电子的 j 组合起来，以求得原子的

总角动量 J．这是因为，对于这些重原子，每个电子的自旋轨道相互作用比较强，采用 j-j 耦合会得到更好

的近似结果．下面我们只讨论 L-S 耦合的光谱项的写法， 

用 L-S 耦合写光谱项，只需求出多电子原子的三个角动量量子数 L，S，J．在 1.13 节，我们曾得到了两

个量子数为 j1 和 j2 的角动量耦合而生成的总角动量量子数，为 

    j=j1+j2，j1+j2െ1，j1+j2െ2，…．，| j1െj2|      (1-207) 

应用这一结论，很容易得到多电子原子的 L，S，J． 

    对于两个电子的体系，两个电子的角量子数分别为 l1 和 l2，自旋量子数都是
ଵ

ଶ
，即 s1=

ଵ

ଶ
，s2=

ଵ

ଶ
，利用(1-207)

式可得 L，S，J 的一系列可能值： L=l1+l2, l1+l2െ1, l1+l2െ2, …, |l1െl2|        (2-98) 

    S=1, 0             (2-99) 

 J=L+S, L+Sെ1, L+Sെ2, …, |LെS|       (2-100) 

对于含有三个电子的原子，角量子数分别为 l1，l2，l3，自旋量 子数为 s1=s2=s3=
ଵ

ଶ
，则三个电子的总 L 可由

(2-98)式的每一个值再与 l3 耦合而成，即 

L=l1+l2+l3, l1+l2+l3െ1, l1+l2+l3െ2, …, ||l1െl2|െl3|     (2-101) 

S=
ଷ

ଶ
, 
ଵ

ଶ
             (2-102) 

J=L+S, L+Sെ1, L+Sെ2, …, |LെS|        (2-103) 

迭个方法可推广到含有多个电子的原子． 

当 S≤L 时，由(2-103)式得 J 有 2S+l 个值，即 L，S 确定后，仍可有 2S+1 个状态，故光谱项 2S+1L 中的
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2S+1 称为多重度，其中 2S+1=1 称为单（重）态，2S+1=2 为二重态，其余可类推．当 L<S 时，J 有 2L+1 个。

值，但习惯上仍称 2S+l 为多重度． 

2.6.3  举例说明原子光谱项的写法 

例 1  基态氢原子的光谱项 

    氢原子的基电子组态为 1s1，所以 

L=l1=0，S=s1=
ଵ

ଶ
，J=

ଵ

ଶ
 

光谱项为 2S，光谱支项为 2S1/2 

例 2  基态氦原子的光谱项， 

    氦原子的基电子组态为 1s2，即 l1=l2=0，s1=s2=
ଵ

ଶ
．得 

L=0，S=1,0 

氦原子中两个电子的量子数为    n1=n2=1，l1=l2=0，m1=m2=0 

按 Pauli 原理，ms1≠ms2，即两电子自旋必须相反，若令 ms1=
ଵ

ଶ
，则 ms2=െ

1
2，所以两电子的总自旋磁量子数 

MS=
i

msi=0 

由(2-95)式得 S=0，即 S=1 违反 Pauli 原理，这 S=1 所对应的谱项（即原子状态）不能存在，应该去掉，

所以光谱项和光谱支项为     He (1s2)：1S，1S0 

    这一例子说明，对于含有等价电子的原子，在写光谱项时，要考虑 Pauli 原理的限制， 

例 3  基态锂原子的光谱项 

锂原子的基电子组态为 1s22s1．这是一个三电子体系，按角动量耦合原则，可以两个 1s 电子先耦合，

利用上例的结果，两个 1s 电子的     L=0，S=0 

可见闭壳层电子组态对光谱项没有贡献，这在一般情况下也是对的，例如 2p6 组态为 

↑↓  ↑↓  ↑↓  

m=1  m=0  m=െ1 

由(2-97)式得       ML=


6

1i

mi=0，MS=


6

1i

msi=0 

由(2-95)式得          L=0，S=0 

则 J=0，即 2p6 组态对光谱项也没有贡献．在写光谱项时，可完全不必考虑这些闭壳层的电子．对于锂原子，

只需考虑 2s 电子。  显然     L=0，S=
ଵ

ଶ
，J=

ଵ

ଶ
 

所以其光谱项和光谱支项为 

Li(1s22s1)：1S, 2S1/2 

例 4  基态碳原子的光谱项． 

碳原子的基电子组态为 1s22s22p2．其 1s 电子和 2s2 电子为闭壳层电子，对光谱项无贡献．在写光谱项

时，只要考虑两个 2p 电子即可：   l1=l2=1，L=2,1,0  

s1=s2=
ଵ

ଶ
，S=0,1 

可有六个光谱项：     3D，1D，3P，1P，3S，1S 

细心的同学可能发现，在这些光谱项中，有些是违反 Pauli 原理的．例如光谱项 3D 的 S=1，L=2，由(2-95)
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式得       MS=1, 0, െ1，ML=2, 1, 0, െ1, െ2 

由(2-97)式知       ML=
i

mi，MS=
i

msi 

当 MS=±1 时，必有 ms1=ms2=±
ଵ

ଶ
；当 ML=±2 时，必有 m1=m2=±1．而对于碳的 p2 电子组态，其中 

n1=n2=2， l1=l2=1 

可见 3D 光谱项的两个电子的四个量子数都相同，这违反 Pauli 原理，3D 光谱项应去掉． 

碳原子基电子组态的其余五个光谱项中可能还有违反 Pauli 原理的，为此，把不违反 Pauli 原理的状态列成

一个表，井由此表确定光谱项是明智的，表 2-2 列出了在不违反 Pauli 原理的条件下 p2 组态所有可能存在的

状态．因 p 轨道总共可构成 6 个自旋轨道，两个电子可占据其中任意两个自旋轨道，总状态数为C଺
ଶ=15．一

个自旋轨道占据一个电子是不违反 Pauli 原理的，所以这 15 种状态都是可能存在的状态，由这 15 种状态得

到光谱项，其方法是：先从表中找出 ML的最大值，表中的 ML的最大值为 2，则必有 

ML=2, 1, 0, െ1, െ2 

对应于 L=2．这正是表中正中间的一列，而且这一列的 MS=0，对应于 S=0．所以这一列构成的光谱项为 1D,

是一个单重态．去掉这一列后，再找其余 ML 的最大值．表中的第一、第四、第五列的 ML 都有最大值 1，

且都是         ML=1, 0, െ1 

都对应于 L=1．而且这三列的 MS 分别为  MS=1, 0, െ1 

这三个 MS 值对应于单一的 S 值，即 S=1，所以这三列构成一个三重态 3P，去掉这三列后再找 ML的最大值，

这时表中只剩一种状态，ML=0，对应于 L=0， MS=0，对应于 S=0，所以这是一个单重态，光谱项为 1S．用

这种列表的方法可得到任何复杂原子的光谱项． 

至此，我们得到了基态碳原子的光谱项：3P，1D 和 1S．从这些光谱项很容易写出其光谱支项：3P2，
3P1，

3P0，
1D2，

1S0。 

表 2-2  P2组态光谱项的推求 

 ML 
MS=∑msi 

m1
ms1 m2

ms2 

MS  MS=1 MS=0 MS=െ1 

∑mi=ML 

2   1α1β   

1 1α0α  1α0β 1β0α 1β0β 

0 1αെ1α 0β0α 1αെ1β 1βെ1α 1βെ1β 

-1 െ1α0α  െ1α0β െ1β0α െ1β0β 

-2   െ1αെ1β   

光 谱 项 3P 1S 1D 3P 3P 

 

例 5  基态氧原子的光谱项 

氧原子的基电子组态为 1s22s22p6．考虑闭壳层电子的贡献，需写出 p4 组态的光谱项．p 轨道总共可形

成 6 个自旋轨道，四个电子任意占据其中的四个自旋轨道即形成一种状态．或者换句话说，每剩下任意两

个自旋轨道就形成一种状态．这样一来，p4 组态的光谱项与 p2 组态的光谱项相同，即基态氧原子的光谱项

同于基态碳原子的光谱项，这在一般的情况下也是对的．如果自旋轨道数目为 m，电子数目为 n，则 n 个电

子的状态数目C௠௡  =C௠௠ି௡，即等于 mെn 个电子的状态数目．所以 n 个电子和 mെn 个电子具有相同的光谱项；

pn 与 pf"的光谱项相同，dn 与 d10-n 的光谱项相同，f n 与 f 14-n 的光谱项相同． 

常见电子组态的光谱项列在表 2-3 中． 
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表 2-3  常见电子组态的光谱项* 

电子组态 光    谱    项 

s2 

p2 

p3 

p4 

p5 

p7 

d2 

d3 

d4 

d5 

ss 

sp 

sd 

pp 

pd 

dd 

sss 

ssp 

ssd 

spp 

spd 

ppp 

ppd 

1S 
1S,1D,3P 
2P,2D,4S 
1S,1D,3P 
2P 
1S 
1S,1D,1G,3P,3F 
2P,2D(2),2F,2G,2H,4P,4F 
1S(2),1D(2),1F,1G(2),1I,3P(2),3D,3F(2),3G,3H,3D 
2S,2P,2D(3),2F(2),2G(2),2H,2I,4P,4D,4F,4G,4S 
1S,3S 
1P,3P 
1D,3D 
1S,1P,1D,3S,3P,3D 
1P,1D,1F,3P,3D3F 
1S,1P,1D,1F,1G,3S,3P,3D3F,3G 
2S,2S,4S 
2P,2P,4P 
2D,2D,4D 
2S,2P,2D,2S,2P,2D,4S,4P,4D 
2P,2D,2F,2P,2D,2F,4P,4D,4F 
2S(2),2P(6),2D(4),2F(2),4S(1),4P(3),4D(2),4F(1) 
2S(2),2P(4),2D(6),2F(4),2G(2),4S(1),4P(2),4D(3),4F(2)4G(1) 

*括号内数字表示该种谱项出现的次数． 

2.7	 	原子光谱	

2.7.1  原子发射光谱和原子吸收光谱 

原子中的电子总是处在一定的运动状态，这种电子整体的状态称为原子状态．每一种状态都具有一定

的能量，这些能量是量子化的。在正常情况下，原子总处在能量最低的状态——基态．当原子吸收外界的

能量时，就会由能量低的状态跃迁到能量高的状态，任何能量高于基态的状态都称为激发态．原子的激发

态是不稳定的，寿命约为 10-8~10-5s，即激发态的原子很快把能量以电磁波的形式辐射出来，跃迁回基态或

其它能量较低的状态．若原子跃迁的始态和终态的能量分别为 E1 和 E2，跃迁过程中所吸收或辐射的能量为

hߥ，则由能量守恒原理得      |E1െE2|=h(2-104)           ߥ 

在光谱中，常以波数为单位来表示能量，波数ߥ෤是波长ߣ的倒数： 

=෤ߥ
ଵ

ఒ
=
ଵ

௖ ఔ⁄
=
ఔ

௖
         (2-105) 

由(2-104)式得        ߥ෤=
|ாభିாమ|

௛௖
           (2-106) 
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其中 h 为 Planck 常数，c 为光速，ߥ෤的单位是 cm-1. 

在原子发射光谱中，通常用电能来激发原子．把待分析的物质置于两电极之问，加压使其发生电弧或

火花放电，原子便得到足够的能量而跃迁到各种激发态，尔后迅速跃迁回基态或能量较低的激发态，从而

辐射出与该原子各种能级差相应波长的光来．把这些不同波长的光记录下来，便得到一条条亮线，这就是

原子发射光谱。 

如果让一束白光通过一种物质，则此物质将吸收其中与其原子各种能级差相应波长的光而发生跃迁，

这样白光通过物质后将出现一系列暗的条纹，由此所得到的光谱称为原子吸收光谱． 

每种原子都有其特定的能级分布，由这些能级跃迁而形成的光谱，其成分和强度都反映了该种原子的

特征．原子光谱与原子能级间的这种本质联系，使原子光谱成为研究原子电子结构的重要实验方法． 

2.7.2  原子光谱项所对应的能级 

所谓原子的能量，一般指的是原子中电子的总能量，原子能量的大小，显然主要由电子组态决定的，

即主要由各个电子的 n，l 量子数决定的．在单电子近似下，每个电子的 n，l 量子数描述了单个电子的状态，

各个电子的一组 n，l 值所确定的电子组态反映了各个单个电子的状态．原子的能量主要由电子组态确定的，

意思是说原子的能量主要依赖于各个电子的单电子能量．除此之外，原子的能量还与电子间复杂的电、磁

相互作用有关，而电子间的电、磁相互作用是用原子光谱项来表征的．所以，原子的能量是由电子组态和

原子光谱项共同决定的，在不同的电子组态下，无法单独由原子光谱项来判断原子能量的高低，只有在同

一电子组态下，才能判断由该组态所产生的各种光谱项所对应的原子能级的高低。 

不同电子组态所对应的原子能量的高低，在 2.5 节已作了详细的讨论，在这里只讨论同一电子组态的各

光谱项的能量高低． 

原子光谱项反映了电子间的电、磁相互作用，其中电相互作用总是强于磁相互作用．电相互作用能是

电子间的排斥能，磁相互作用主要是电子的自旋磁矩与轨道磁矩间的作用能，前面曾提到同自旋的电子倾

向于互相回避，即同自旋的电子间的静电排斥能较小．在其它条件允许的情况下，电子尽量保持同自旋，

即电子的总自旋量子数 S 最大者能量最低，另外，电子间的排斥能还与各电子的几率分布有关，即与各原

子轨道的形状和相对取向有关．同一电子组态的 n，l 量子数已确定，则电子间的相互排斥能的大小就只与

各电子的磁量子数 m 的组合值 ML有关，即与总角量子数 L 有关（因 ML=െL, െL+1, …, L）．总结以上两方

而的因素，可以得出，电子间的排斥能与光谱项的 L，S 值有关． 

电子的自旋—轨道磁矩间的相互作用，与总自旋角动量 S 和总轨道角动量 M 的大小和相对取向有关，

即与总角动量|J|有关。由(2-94)式可知，这种自旋一轨道耦合能与总角量子数 J 有关． 

Hund 总结了电子间电、磁相互作用的规律，得到了同一电子组态各光谱项能量高低的简单规则——

Hund 规则： 

(1)S 最大的谱项所对应的能量最低．随着 S 的减小，其能量相应升高． 

(2)对于给定的 S 值，L 最大者能量最低． 

(3)对于给定的 S 和 L 值，当电子数少于半满时，J 最小者能量最低；当电子数多于半满时，J 最大者能

量最低。 

从以上的讨论可知，Hund 规则的前两条是判断电子间静电排斥能的大小，第三条是判断自旋轨道磁相

互作用能的大小．其中第三条没有包括半满的情况，这是因为在半满的情况下，例如氮原子的基电子组态

1s22s22p3，能量最低的谱项显然是三个电子分占三个 p 轨道且自旋平行： 

↑  ↑  ↑  

m=l  m=0  m=െ1 

则         ML=1+0+(െ1)=0；L=0； 

MS=
ଷ

ଶ
, …；S=

ଷ

ଶ
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光谱支项为 4S3/2 

所以在半满的情况下，J 只有单一的数值，不会出现最大、最小的问题． 

 图 2.2 画出了基态碳原子（电子组态为 1s22s22p2）三个谱项的能级，其能量数据取自于实验结果。图

2.2 表明，象碳原子这样的轻原子，自旋-轨道耦合所引起的能级分裂远小子静电排斥所引起的能级分裂． 

 

图 2.2  碳原子基电子组态光谱项的能级图 

2.7.3  原子光谱的选择定则 

当原子的状态发生变化时，将伴随有能量的发射和吸收，从而形成原子光谱．但并不是任何两个原子

能级之间都会发生辐射跃迁，能级之间的辐射跃迁必须满足一定的条件，这种条件称为原子光谱的选择定

则．选择定则的推导涉及含时微扰理论，在这里我们只给出结果， 

原子光谱的选择定则是   ΔS=0, ΔL=0,±1，ΔJ=0,±1          (2-107) 

其中ΔJ=0 时，J1=0↔J2=0 的跃迁是禁阻的．原子的状态用光谱项表示，即用量子数 S，L，J 表示，当两个

状态的三个量子数满足选择定则(2-107)式时，则两个状态之间的辐射跃迁就是允许的．否则，就是禁阻的。 

以上讨论的是自由原子辐射跃迁时的选择定则，当把原子置子外磁场中时，原子的能级会进一步分裂，

这是由于原子的总角动量所对应的磁矩与外磁场相互作用的结果．这就是说，在外磁场中的原子，其能量

不仅与量子数 S，L，J 有关，而且还与量子数 MJ有关．原子的总角动量 J 在空间的取向是置子化的，它可

有 2J+1 个不同的取向，每种取向用总磁量子数 MJ表示，当 MJ不同时，不同取向的总角动量所对应的磁矩

与外磁场的作用能不同，因此 MJ不同的简并能级在外磁场中会发生分裂．这就是说，多电子原子与氢原子

一样，也会发生 Zeeman 效应。 

原子的磁矩与外磁场的相互作用能，可以仿照对氢原子 Zeeman 效应的处理[见(1-181)式]，从而得到在

外磁场 Bz 中原子的附加能量     EB=MJ݃ߚ௘Bz             (2-108) 

其中ߚ௘为 Bohr 磁子[定义式为(1-177 式)]，而݃=1+
௃ሺ௃ାଵሻି௅ሺ௅ାଵሻାௌሺௌାଵሻ

ଶ௃ሺ௃ାଵሻ
        (2-109) 

(2-108)式中݃因子的出现是由于电子自旋引起的．对于总自旋为零的单重态(S=0)，则由(2-109)式得݃=l． 

    考虑 Zeeman 效应，选择定则为    ΔMJ =0, ±1           (2-110) 

当ΔMJ =0 时，M J 1=0↔MJ 2=0 的跃迁是禁阻的． 

2.8	 	定态微扰理论	

对于多电子体系的近似处理，变分法是常用的近似方法，我们．曾作了比较详细的讨论．在这一节和

C (1s22s22p2) 

1S 1S0 

1D 1D2 

3P 
3P2 

3P1 

3P0 



61 
 

下节中，我们将介绍量子力学中的另一个近似方法——微扰理论． 

2.8.1  非简并情况下的定态微扰理论 

假如体系的 Hamilton 算符ܪ෡不显含时间，而且可以分为两部分： 

 ෡ᇱ         (2-111)ܪ+෡଴ܪ=෡ܪ

其中ܪ෡ᇱ很小，可视为加于ܪ෡଴上的“微扰”，而ܪ෡଴的本征值 En
(0)和本征函数 Ψn

(0)是已知的： 

෡଴Ψnܪ
(0)=En

(0)Ψn
(0)         (2-112) 

෡的本征值和本征函数分别以ܪ En 和 Ψn表示，即要求解方程 

 ෡Ψn=EnΨn         (2-113)ܪ

如果没有微扰ܪ෡ᇱ，则ܪ෡就是ܪ෡଴，En 就是 En
(0)，Ψn 就是 Ψn

(0)．微扰的引入使体系的能量由 En
(0)变为 En，波函

数也由 Ψn
(0)变为 Ψn．微扰理论可使我们近似地出 En

(0)求出 En，由 Ψn
(0)求出 Ψn．为了求出微扰体系的 En和

Ψn 可以设想把微扰逐渐加强，即从零增加到ܪ෡ᇱ，这相当于在 Hamilton 算符中引进一个参数ߣ，于是 

 ෡ᇱ         (2-114)ܪߣ+෡଴ܪ=෡ܪ

当0=ߣ 时，体系未受微扰，ߣ从 0 增加到 1，微扰逐渐增强，当ߣ=l 时，微扰为ܪ෡ᇱ． 

把(2-114)式代入(2-113)式，即得到体系受ܪߣ෡ᇱ微扰下的 Schrödinger 方程： 

 Ψn=EnΨn         (2-115)('෡ᇱܪߣ+෡଴ܪ)    

显然 Ψn 和 En都是参数ߣ的函数：    Ψn=Ψn(r,	ߣ)           (2-116) 

 En=En(ߣ)         (2-117) 

式中 r 为体系的坐标，ߣ为 0-1 间的小量，可将 Ψn(r,ߣ)和 En(ߣ)在0=ߣ 点展开成ߣ的泰勒(Taylor)级数： 

Ψn=ߖ௡|ఒୀ଴+
݊ߖ∂
ߣ߲ |ఒୀ଴ߣ+ 

ଵ

ଶ!

பమఅ೙
డఒమ

|
ൌ0ߣ

 (2-118)     …+2ߣ

En=ܧ௡|ఒୀ଴+
݊ܧ∂
ߣ߲ |ఒୀ଴ߣ+ 

ଵ

ଶ!

பమா೙
డఒమ

|
ൌ0ߣ

 (2-119)     …+2ߣ

令           Ψn
(k)=	

ଵ

௞!

பೖఅ೙
డఒೖ

|
ൌ0ߣ

，k=0, 1, 2, …          (2-120) 

En
(k)=

ଵ

௞!

பೖா೙
డఒೖ

|
ൌ0ߣ

，k=0, 1, 2, …       (2-121) 

(2-118)式和(2-119)式变为   Ψn=Ψn
Ψnߣ+(0)

ଶΨnߣ+(1)
௞Ψnߣ+…+(2)

(k)+…        (2-122) 

 En=En
Enߣ+(0)

ଶEnߣ+(1)
௞Enߣ+…+(2)

(k)+…      (2-123) 

Ψn
(k)和 En

(k)分别为波函数和能量的第 k 级修正．如果微扰项ܪ෡ᇱ与ܪ෡଴相比确实很微小，则1=ߣ 时上面两个级数

应收敛，且仅取级数的前面几项就可得到较好的近似 En 和 Ψn． 

把(2-122)和(2-123)式代入(2-115)式，比较ߣ଴项的系数，得 

෡଴Ψnܪ
(0)=En

(0)Ψn
(0) 

这就是未受微扰时的 Schrödinger 方程(2-112)．比较ߣଵ项的系数，得 

෡଴ܪ) െEn
(0))Ψn

(1)=(En
(1)െĤ')Ψn

(0)       (2-124) 

比较ߣଶ项的系数，得    (ܪ෡଴-En
(0))Ψn

(2)=En
(2)Ψn

(0)+(En
෡ᇱ)Ψnܪ-(1)

(1)         (2-125) 

下面讨论 En
(0)非简并的情况．对应于 En

(0)，Ψn
(0)只有一个，并设 Ψn

(0)是归一化的． 

为了求出能量的一级修正 En
(1)，以 Ψn

(0)*左乘(2-124)式的两边，并对整个空间积分，得 

Ψn׬
෡଴ܪ)*(0) െEn

(0))Ψn
(1)dv=En

(1)െ׬Ψn
෡ᇱΨnܪ*(0)

(0)dv     (2-126) 

Ĥ0 是 Hermite 算符，En
(0)是实数，故上式的左边为 

Ψn׬
෡଴ܪ)*(0) െEn

(0))Ψn
(1)dv=׬ ෡଴ܪ)] െEn

(0))Ψn
(0)]*Ψn

(1)dv=0       (2-127) 

上式的最后一步用到了(2-112)式，由(2-126)式得 

En
Ψn׬=(1)

෡ᇱΨnܪ*(0)
(0)dv        (2-128) 
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即在微扰理论中，能量的一级修正 En
(1)等于ܪ෡ᇱ在 Ψn

(0)态中的平均值． 

已知 En
(1)，可由(2-124)式求出 Ψn

(1)．为此将 Ψn
(1)按ܪ෡଴的本征函数系展开： 

Ψn
(1)=

l

al 
(1)Ψl 

(0)         (2-129) 

由(2 -112)式得       (ܪ෡଴ െEn
(0))Ψn

(0)=0           (2-130) 

由此式可推知，如果 Ψn
(1)是方程(2-124)的解，则 Ψn

(1)+an
(1)Ψn

(0)也是该方程的解，即 an
(1)无法由方程(2-124)

唯一确定，所以在展开式(2-129)中暂且不包括 l=n 的项． 

Ψn
(1)=

nl

al 
(1)Ψl 

(0)         (2-131) 

把上式代入到方程(2-124)中，得 
nl

El 
(0)al 

(1)Ψl 
(0)െEn

(0)
nl

al 
(1)Ψl 

(0)=En
(1)Ψn

(0)െܪ෡ᇱΨn
(0)      (2-132) 

用 Ψm
(0)*（其中 m≠n）左乘上式两边，对整个空间积分，并利用 

Ψm׬
(0)*Ψl 

(0)dv=ߜ௠௟        (2-133) 

得到     
nl

El 
(0)al 

௠௟ߜ(1) െEm
(0)

nl

al 
௠௟=Enߜ(1)

௠௡ߜ(1) െ Ψm׬
෡ᇱΨnܪ*(0)

(0)dv 

并简化为      (En
(0)െEm

(0))am
Ψm׬=(1)

෡ᇱΨnܪ*(0)
(0)dv≡H'mn        (2-134) 

即          am
(1)=

ு೘೙
ᇲ

ா೘
ሺబሻିா೙

ሺబሻ           (2-135) 

其中 H'mn 称为微扰矩阵元．把上式代入到(2-131)式，得 

Ψn
(1)= 

nm

	
ு೘೙
ᇲ

ா೘
ሺబሻିா೙

ሺబሻΨm
(0)       (2-136) 

在(2-122)式中，令1=ߣ，且只取到一级修正，得 Ψn=Ψn
(0)+Ψn

(1)+an
(1)Ψn

(0) 

上式中最后一项的出现是由于在(2-131)式中没有包括 l=n 的项．an
(1)可由 Ψn 的归一化条件确定。 

׬ |Ψn|
2dv=׬ |Ψn

(0)+Ψn
(1)+an

(1)Ψn 
(0)|2dv=1 

因为 Ψn
(0)是归一化的，由(2-136)式知，Ψn

(1)与 Ψn
(0)正交．为了使上式的积分充分接近 1，|an

(1)|2 越小越好．一

般选取 an
(1)=0．于是上式的积分与 1 只差一个二级小量׬ |Ψn|

2dv． 

为了求能量的二级修正 En
(2)，把(2-131)式代入(2-125)式，并用 Ψn 

(0)*左乘(2-125)式两边，对整个空间积

分，得     ׬Ψn 
෡଴ܪ)*(0) െEn

(0))Ψn
(2)dv=En

(2)+En
(1)

nl

al 
௡௟ߜ(1) െ

nl

al 
(1)H'nl 

这里甩了 Ψn
(0)的正交归一性．与(2-127)式一样，上式的左边等于零；上式右边的第二项也等于零，最后得 

En
(2)=

nl

al 
(1)H'nl=

nl

ு೗೙
ᇲ ିு೙೗

ᇲ

ா೙
ሺబሻିா೗

ሺబሻ=
nl

หு೙೗
ᇲ ห

మ

ா೙
ሺబሻିா೗

ሺబሻ     (2-137) 

上式的最后一步是因为ܪ෡ᇱ是 Hermite 算符，由(2-134)式有 H'ln=H'nl． 

由(2-125）式还可以求出 Ψn 
(2)，用类似的步骤可以求得能量和波函数的更高级修正，这里不做详细推导。 

利用得到的 En
(1)，En

(2)和 Ψn
(1)的表达式，可写出受微扰体系的能量和波函数 

En=En+H'nn+ 
nm

หு೙೘ᇲ ห
మ

ா೙
ሺబሻିா೘

ሺబሻ  +…       (2-138) 

Ψn=Ψn 
(0)+ 

nm

	
ு೘೙
ᇲ

ா೘
ሺబሻିா೙

ሺబሻΨm 
(0)+…       (2-139) 

微扰理论适用的条件是这两个级数收敛，要判断级数是否收敛，必须知道级数的一般项，而所讨论的
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这两个级数的高次项尚不知道，在种情况下，只能要求级数的已知项中后面的项远小于前面的项，由此得

到微扰理论适用的条件是 

|
݊݉ܪ
′

݉ܧ
൫0൯െ݊ܧ

൫0൯ |<<1，(En
(0)≠Em

(0))       (2-140) 

当上式被满足时，计算一级修正一般就可得到比较精确的结果． 

2.8.2  简并情况下的定态微扰理论 

在ܪ෡଴的本征值简并的情况下，设 En
(0)是 k 度简并的，则 En

(0)有 k 个本征函数： 

 ෡଴Ψniܪ
(0)=En

(0)Ψni 
(0)，i=1, 2, …, k       (2-141) 

Ψn1 
(0)，Ψn2

(0)，…，Ψnk 
(0)是属于同一能量本征值的一套本征函数．我们知道，这套本征函数的选择方式不是

唯一的．可以把它们线性组合起来，从中任意选出 k 个线性独立的函数，来代替原来那套函数，但是，如

果要求这些波函数在微扰的作用下改变都很小，那么，这套函数的选择方式就不再是任意的了． 

现在把，Ψn1 
(0)，Ψn2

(0)，…，Ψnk 
(0)理解为任意选定的一套来受微扰的本征函数．在零级近似中．正确的

零级近似波函数应该是它们的线性组合，具有下面的形式： 

Ψn
(0)=



k

i 1

ci 
(0)Ψni

(0)         (2-142) 

所谓正确的零级波函数指的是使方程(2-124)、  (2-120)等有解，下面讨论(2-112)式的组合系数和简并能量

本征值的一级修正． 

把(2-142)式代入到(2-124)式中，得 

෡଴ܪ) െEn
(0))Ψn

(1)=En
(1)



k

i 1

ci 
(0)Ψni 

(0)െ


k

i 1

ci 
 ෡ᇱΨniܪ(0)

(0) 

以 Ψni 
(0)*左乘上式两边，并对整个空间积分，利用(2-127)式，得 




k

i 1

(H'liെEn
௟௜)ciߜ(1)

(0)=0，l=1, 2, …, k       (2-143) 

式中         H'li=׬Ψni 
 ෡ᇱΨniܪ*(0)

(0)dv          (2-144) 

(2-143)式是以系数 ci
(0)为未知量的一次齐次方程组，它有不全为零的解的条件是 

ተ
ተ

ଵଵܪ
ᇱ െ ௡ܧ

ሺଵሻ ଵଶܪ
ᇱ ⋯ ଵ௞ܪ

ᇱ

ଶଵܪ
ᇱ ଶଶܪ

ᇱ െ ௡ܧ
ሺଵሻ ⋯ ଶ௞ܪ

ᇱ

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
௞ଵܪ
ᇱ ௞ଶܪ

ᇱ ⋯ ௞௞ܪ
ᇱ െ ௡ܧ

ሺଵሻ

ተ
ተ=0     (2-145) 

这个行列式方程称为久期方程．解这个方程可以得到能量一级修正 En
(1)的 k 个根 Enj

(1)(j=1，2，…，k)．因

为 En=En
(0)+En

(1)，若 En
(1)的 k 个根都不相等，则一级微扰可以把 k 度简并完全消除；若 En

(1)有几个重根，则

简并只能部分被消除，如果欲使能级完全分裂开来，必须考虑能量的二级以上的修正。 

为了确定能量Enj=En
(0)+Enj

(1)所对应的零级近似波函数，可以把Enj
(1)的值代入(2-143)式中解出一组 ci 

(0)，

再代入(2-142)式得到． 

2.9	 	定态微扰理论的简单应用	

本节讨论定态微扰理论应用的两个例子． 
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2.9.1  氦原子基态的微扰处理 

在原子单位下，氦原子的 Schrödinger 方程为(2-18)式： 

[െ
1
ଵ׏2

ଶ െ
1
ଶ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ
െ
ܼ
2ݎ
൅

1
12ݎ

 ߔE=ߔ[

电子间的排斥能算符
ଵ

௥భమ
比其它两项势能算符要小，可以把

ଵ

௥భమ
看作是微扰项，即 

෡ଵܪ=෡଴ܪ
଴+ܪ෡ଶ

଴ ܪ෡ଵ
଴=െ

1
ଵ׏2

ଶ െ
ܼ
1ݎ

෡ଶܪ 
଴=െ

1
ଶ׏2

ଶ െ
ܼ
2ݎ

=෡ᇱܪ 
ଵ

௥భమ
      (2-146) 

氢原子的 Schrödinger 方程变为      (ܪ෡଴+ܪ෡ᇱ)ߔ=E(2-147)            ߔ 

按照微扰理论，欲求出 E 和 F 应先确定零级近似波函数 F(0)和能量 E(0)，即先解方程 

 (2-148)         (0)ߔE(0)=(0)ߔ෡଴ܪ

考虑到在未受微扰的情况下（即忽略
ଵ

௥భమ
项），两个电子无相互作用，每个电子相当于类氢原子中的电子，其

基态的单电子波函数可由表 1-1 得到：  ߰ଵ௦=
ଵ

√గ
(
௓

௔బ
)3/2eି௓௥           (2-149) 

这里用的是原子单位．若两个单电子的波函数分别用 ϕ(1)和 ϕ(2)表示，则 

ϕ(1)=
ଵ

√గ
(
௓

௔బ
)3/2eି௓௥భ ϕ(2)=

ଵ

√గ
(
௓

௔బ
)3/2eି௓௥మ      (2-150) 

ϕ1 和 ϕ2 分别为两个单电子 Schrödinger 方程 ܪ෡ଵ
଴ϕ(1)=E1

(0)ϕ(1) ܪ෡ଶ
଴ϕ(2)=E2

(0)ϕ(2)       (2-151) 

的解．其中类氢原子的能量为   E1
(0)=E2

(0)=െ
ܼ2

2 =െ54.4eV          (2-152) 

上式的最后一步是因为 Z=2，且能量的原子单位等于 27.2eV． 

基态氦原子的电子组态为 1s2，两个电子的自旋相反，其总波函数 

=(0)ߔ
ଵ

√ଶ
 ฬ
߶ሺ1ሻߙሺ1ሻ ߶ሺ2ሻߙሺ2ሻ
߶ሺ1ሻߚሺ1ሻ ߶ሺ2ሻߚሺ2ሻ

ฬ=
ଵ

√ଶ
ϕ(1)ϕ(2)[ߙሺ1ሻߚሺ2ሻ െ  ሺ2ሻ]   (2-153)ߙሺ1ሻߚ

零级微扰的 Schrödinger 方程(2-148)为  (ܪ෡ଵ
଴+ܪ෡ଶ

଴)(0)ߔ=E(0)(2-154)          (0)ߔ 

左边可利用(2-153)式和(2-151)式求出： 

෡ଵܪ]}
଴ϕ(1)]ϕ(2)+[ܪ෡ଶ

଴ϕ(2)]ϕ(1)}
ଵ

√ଶ
ሺ2ሻߚሺ1ሻߙ] െ ሺ2ሻ]=[E1ߙሺ1ሻߚ

(0) +E2
(0)]

ଵ

√ଶ
ϕ(1)ϕ(2)[ߙሺ1ሻߚሺ2ሻ െ  [ሺ2ሻߙሺ1ሻߚ

从而得到       E(0)=E1
(0) +E2

(0)=െ108.8eV          (2-155) 

下面用微扰理论求能量的一级修正 E(1)．由(2-128)式，有 

E(1)=׬  dv(0)ߔ෡ᇱܪ*(0)ߔ

把(2-153)式代入上式，得 

E(1)=
ଵ

ଶ
	ϕ(1)ϕ(2)׬

ଵ

௥భమ
ϕ(1)ϕ(2)dv1dv2׬ ሺ2ሻߚሺ1ሻߙ] െ ׬=ሺ2ሻ]dms1dms2ߙሺ1ሻߚ |ϕ(1)|2|ϕ(2)|2

ଵ

௥భమ
dv1dv2 

上式用到了自旋波函数的正交归一性．上式的积分与(2-42)式的积分相同，所以 

E(1)=
ହ

଼
Z=34.0eV        (2-156) 

如果只考虑一级修正，则基态氦原子的总能量为 

E(0)=E1
(0)+E2

(0)=െ74.8eV       (2-157) 

这个结果与氦原子的变分法的计算结果െ74.5eV[见(2-46)式]非常接近． 

为了求算波函数的一级修正和能量的二级修正，需要计算来微扰基态和所有激发态（包括连续谱）间
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的的
ଵ

௥భమ
的矩阵元并需施以适当的求和与积分．这种计算比较困难．应用变分法和微扰法相结合的间接方法，

可以得到 E(2)和高级能量修正值：E(2)=െ4.3 eV．E(3)=0.1eV．这样所得到基态氦原子的总能量为 

E=E(0)+E1
(0)+E2

(0)+E(3)=െ79.0eV 

与实验值െ79.0eV 相一致． 

2.9.2  氢原子的一级斯达克(Stark)效应 

简并情况下的微扰理论可以用来解释氢原子在外电场作用下能级分裂的现象，这种现象称为Stark效应。 

氢原子在外电场中，电子的 Hamilton 算符包括两部分： 

 ෡ᇱ          (2-158)ܪ+෡଴ܪ=෡ܪ   

෡଴是电子的ܪ Hamilton 算符（不包括外电场的作用） 

෡଴=െܪ
1
׏2

ଶ െ
ܼ
 (159-2)         ݎ

෡ᇱ是电子在外电场中的势能．设外电场是均匀的，场强是ܪ Es，方向沿 Z 轴，则在球坐标系中 

 ෡ᇱ=Es·r=Esrcosθܪ

通常外电场比原子内的电场强度要小得多，所以可以把外场看作微扰．ܪ෡଴的本征值和本征函数在第一章中

已经求出，当 n=2 时，本征值是   E2
(0)=െ

1
2݊2

=െ
1
8a.u.          (2-160) 

属于这个能级有四个简并态，它们的波函数是 

ϕ1≡ϕ200=
ଵ

ସ√ଶగ
(2െr)e-r/2   ϕ2≡ϕ210=

ଵ

ସ√ଶగ
re-r/2cosθ ϕ3≡ϕ211=

ଵ

଼√గ
re-r/2sinθe୧ఝ ϕ4≡ϕ21-1=

ଵ

଼√గ
re-r/2sinθeି୧ఝ(2-161) 

由上一节可知，求一级能量修正值，须解久期方程(2-145)．为此，要先求出ܪ෡ᇱ，在(2-161)式各态间的

矩阵元．由球谐函数的奇偶性可知，除矩阵元 H'12= H'21 不等于零外，其它矩阵元都等于零，所以只要计算

H'12 和 H'21： 

H'12= H'21=׬ ϕ1*ܪ෡ᇱϕ2dv=
ଵ

ଷଶగ
=e-rcosθEzrcosθr2sinθdrdθd߮(2െr)׬׬׬

ଵ

ଶସ
En׬ (2െr) r4e-rdr=െ3En 

将这个结果代入久期方程(2-145)中，得 

ተ

ተ

െܧଶ
ሺଵሻ െ3ܧ௭ 0 0

െ3ܧ௭ െܧଶ
ሺଵሻ 0 0

0 0 െܧଶ
ሺଵሻ 0

0 0 0 െܧଶ
ሺଵሻ

ተ

ተ
=0 

这个方程的四个根是    E21
(1)=3Ez  E22

(1)=െ3Ez E23
(1)=E24

(1)=0        (2-162) 

在外电场中氢原子 n=2 时的能量的一级修正为  E2=E2
(0)+E2

(1)
 

可见在外电场作用下，原来的四度简并能级，经一级微扰修正后，分裂为三个能级，简并部分地被消除． 

习题	

1．1971 年曾发表过一篇论文，该论文对氢原子应用了归一化的变分函数ܰeି௕௥
మି௖௥，并说将近似能量

对参数 b 和 c 求极小值时，得到高于真实基态能量（核质量为无穷大）0.7%的能量。不做任何计算，说明

为什么这个结果一定是错误的。 

2．如果对一维无限势阱中的粒子用归一化的尝试变分函数 
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߶=(
ଷ

௟య
)1/2x，0≤x≤l 

则发现其近似能量为零，这比真实的基态能量低。试指出错在哪里。 

3．一维谐振子的 Hamilton 算符为 

෡=െܪ
԰2

2݉
d2

d2ݔ
 ଶmv2x2ߨ2+

若选用߶=eି௕௔௫
మ
作为一维谐振子的尝试波函数，试用变分法计算其近似的基态能量。其中 b为参数，a=νm/ħ，

m 为谐振子的质量。 

4．用变分法求锂原子的第二电离能。 

5．写出锂原子基态的行列式波函数。 

6．证明波函数 

=(2 ,1)ߔ
ଵ

√ଶ
 ฬ
ሺ1ሻߙሺ1ሻݏ1 ሺ2ሻߙሺ2ሻݏ1
ሺ1ሻߙሺ1ሻݏ2 ሺ2ሻߙሺ2ሻݏ2

ฬ 

是氦原子忽略电子间相互作用的 Schrödinger 方程的解，并求其本征值。 

7．用 Clementi 和 Raimondi 给出的计算屏蔽常数的经验公式计算 He 原子的基态能量。 

8．基态钇（Y）原子的可能价电子组态为 

4d15s2 或 4d25s1 

由光谱实验可确定其光谱基项为 2D3/2，试判断它的基态是哪种电子组态。 

9．试写出 Cl 原子和 As 原子的光谱基项。 

10．如果一个电子的状态不用量子数 n，l，m，ms 来描述，而用 n，l，j，mj 四个量子数来描述，试证

明一定 n 值的状态数目仍为 2n2 个。 

11．求 pd 电子组态的光谱项。 

12．如果考虑自旋-轨道耦合，下列谱项各能级分裂成几个能级：1D，3G，6S。 

13．组态 p2和 pd 的谱项之间允许的电子跃迁有哪些？ 

14．谱项 2P 的轨道角动量与自旋角动量之间的可能夹角有哪些？ 

15．pd 组态两个电子的自旋角动量之间可能的夹角有哪些？总自旋角动量与 z 轴可能的夹角有哪些？ 

16．对于给定的 l 值，求和 




l

lm

|Y l m(ߠ, ߮)|2 

与角度 θ和߮无关。当 l=1 时，试验证这一结论的正确性。 

17．一个含有 N 个电子的原子，则电荷密度为 

׬Ne=(1)ߩ |Ψ(1, 2, ⋯, N)|2d߬ଶd߬ଷ⋯d߬ே 

若以߶௜表示电子的自旋-轨道，则电子密度也可以写为 

e =(1)ߩ


N

i 1

|߶௜(1)|2 

试验证：对于 N=2 的闭壳层体系，以上这两个电荷密度的表达式等价。 

18．利用以上两题的结果，说明闭壳层体系或半满壳层的原子体系的电荷密度是球对称的。 


