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摘要 　　双环网络 G( N ; r , s) 有 N 个结点 0 ,1 ,2 , ⋯, N - 1 ,并从每个结点 i 发出两

条有向边 i →i + r (mod N) 和 i →i + s (mod N) ,其中 1 ≤r ≠s < N . 一个自然的问题

是 :对于给定的 N ,怎样选取 r 和 s 使得 G( N ; r , s) 有最小直径. 发展了李乔等人就

r = 1的特殊情形提出的一个构造方法 ,并构造出其最小直径都不可能在 r = 1 时达到

的双环网络无限族. 同时指出 Esqué等人结果中的一个错误.
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众所周知 ,计算机互连网络或通讯系统的拓扑结构可以用有向图 G 来模拟 ,其中 G 的顶

点表示处理机或开关元件 , G 的有向边表示单向通讯连线. 网络的有效性的一个重要参数是

信息的传输延迟 ,它可以用图的直径来度量. 双环网络具有对称性、简单性和可扩性 ,因而被

广泛用于计算机互连网络或通讯系统的拓扑结构中. 双环网络的图论模型是指这样一个有向

图 G( N ; r , s) , 它的每个顶点记为 0 , 1 , 2 , ⋯, N - 1 , 并从每个顶点 i 发出两条有向边 i →

i + r (mod N) 和 i →i + s (mod N) ,其中 r 和 s 是两个自然数 ,而且 1 ≤r ≠s < N . 从定义立即可

知 ,对于给定的 N , r 和 s 唯一决定了一个双环网络 G( N ; r , s) 的结构 ,因而也决定了它的直

径. 一个自然的问题是 :对于给定的 N ,怎样选取 r 和 s 使得 G( N ; r , s) 有最小的直径 ?

易知 , G( N ; r , s) 存在有限的直径 Ζ G( N ; r , s) 为强连通的 Ζ N , r , s 满足条件

g. c. d. ( N , r , s) = 1. (1)

如果 G( N ; r , s) 存在有限直径 ,那么记 G( N ; r , s) 的直径为 d ( N ; r , s) ,并记

d1 ( N) = min{d ( N ;1 , s) :1 < s < N} , d ( N) = min{ d ( N ; r , s) :1 ≤ r ≠ s < N} .

显然 ,d1 ( N) ≥d ( N) . 若 d1 ( N) > d ( N) ,则 d ( N)不可能在 r = 1 时达到. 我们称这样的 N 为奇异

的. 若存在 s 使得d ( N ;1 , s) = d1 ( N) ,则称 G( N ;1 , s) 是优的. 若存在 r 和 s 使得d ( N ; r , s) =

d ( N) ,则称 G( N ; r , s)是最优的. 设 m 是一个正实数 , [ m ]表示不小于 m 的最小整数.

早在 1974 年 ,Wong 和 Coppersmith[1 ]就证明了

d1 ( N) ≥[ 3 N ] - 2. (2)

并且提出研究下述组合问题 :对每个 N ≥4 ,确定 d1 ( N) 的精确值 ,并且构造出优的 G ( N ; 1 ,

s) . 由于问题的困难性和应用的局限性 ,这个问题的研究一直没有得到足够的重视. 随着计

算机的广泛应用和大规模集成电路以及光缆技术的出现 ,这个问题才得到广泛深入的研
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究[2～8 ] . 直到 1987 年 ,人们才陆续构造出 16 个优的双环网络无限族 . 但这 16 个无限族不能

包含 50 以内的所有自然数. 突破性进展是在 1993 年. 李乔等人[7 ]提出一个系统的构造方法 ,

并且根据这个方法列表展示出 102 个优的双环网络无限族 ,其中包含已知的 16 个和所有的自

然数 N ,4 ≤N ≤300.

1987 年 , Fiol 等人[6 ]证明了 (2) 式中的下界对于一般的双环网络 G( N ; r , s) 仍然成立 ,即

d ( N) ≥[ 3 N ] - 2. (3)

同时 ,他们通过计算机搜索后发现 ,奇异的 N 确实存在 ,它的最小值是 450. 事实上 d1 (450) =

36 ,并且 G(450 ;1 ,59) 是优的. 然而 ,d (450 ;2 ,185) = [ 3·450 ] - 2 = 35. 由 (3) 式知 G(450 ;2 ,

185) 是最优的.

对 N ≥4 ,记 lb ( N) = [ 3 N ] - 2. G( N ; r , s) 称为紧优的 ,如果 d ( N ; r , s) = lb ( N) . 易知 ,

若 G( N ; r , s) 是紧优的 ,则它一定是最优的. 反之不真. 李乔等人在文献 [7 ]中所展示的 102

个优的双环网络无限族中 ,有 69 个是紧优的. 紧优的 G( N ; r , s) 称为奇异的 ,如果 N 是奇异

的. 由上面的说明知 , G(450 ;2 ,185) 是奇异紧优的.

Esqué等人在文献 [ 3 ]的结尾断言找到一个奇异紧优双环网络无限族{ G( N ( e) ; r ( e) ,

s ( e) ) : e ∈Z} ,其中 N ( e) = 2700 e2 + 2220 e + 450 , r ( e) = 30 e + 2 , s ( e) = 420 e + 185 , Z是非负整

数无限集 . 令 Z′= { 157 k + 136 : k ∈Z} , 则 Z′< Z , 因而 { G( N ( e) ; r ( e) , s ( e) ) : e ∈Z′} 是

{ G( N ( e) ; r ( e) , s ( e) ) : e ∈Z}的一个无限子集. 然而 ,不难验证

g. c. d. ( N ( e) , r ( e) , s ( e) ) ≥157 , 　Πe ∈Z′.

由条件 (1) 知 , { G( N ( e) ; r ( e) , s ( e) ) : e ∈Z′}中每个双环网络都是非强连通的. 因而不存在有

限直径. 这一事实说明 Esqué等人的断言是不正确的.

本文发展李乔等人提出的方法 ,并据此对于给定的奇异紧优双环网络 G( N0 ; r0 , s0) ,构造

出一个以 G( N0 ; r0 , s0) 为起始元素的紧优双环网络无限族{ G( N ( t) ; r ( t) , s ( t) ) : t ∈U ΑZ}

使得其中包含一个奇异紧优双环网络无限子族{ G( N ( t ( e) ) ; r ( t ( e) ) , s ( t ( e) ) ) : e ∈E ΑZ} ,

且 t (0) = t0 , N ( t0) = N0 , r ( t0) = r0 , s ( t0) = s0 . 双环网络的这种性质 ,以往从未揭示过. 作为

实例 ,我们将进一步讨论和修订 Esqué等人的上述结果.

1 　定义和引理

因为 G( N ; r , s) 是点对称的[9 ] ,所以要研究 G( N ; r , s) 的直径只需考察从顶点 0 到其他顶

点 k 的距离. 为此 ,在 Descartes 平面直角坐标系中 ,令 x 轴的单位为 r (或 s) , y 轴的单位为 s

(或 r) . 把第 1 象限中的所有格点 ( x , y) 按下列顺序排成序列 :

(0 ,0) , (1 ,0) , (0 ,1) , (2 ,0) , (1 ,1) , (0 ,2) , ⋯, ( j ,0) , ( j - 1 ,1) , ⋯, ( j - i , i) , ⋯, (1 , j - 1) ,

(0 , j) , ⋯.

并且依次在每一格点 ( x , y) 的右上角的单位方格内安置一个数 k ∈{ 0 , 1 , 2 , ⋯, N - 1} ,其中

k ≡xr + ys (mod N) . 如果在此之前数 k 已出现过 ,则空出此方格 ,考察下一个格点 ,直到数 0 ,

1 ,2 , ⋯, N - 1 都出现时为止.

　　图 1 所示的是 G(16 ;3 ,5) 按上述方法所确定的构图 ,其中 , N = 16 , r = 3 , s = 5. 文献[1 ,6 ]

已经证明 :如果 N , r , s 满足条件 (1) 式 ,则由 G( N ; r , s) 所确定的 N 个方格组成的构图呈图 2
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图 1 图 2

所示的面积为 N 个单位的L 形 (可能是矩形或正方形. 例如 , G(15 ;1 ,3) 和 G(16 ;1 ,4) ) 区域 ,

记为 L ( N ; r , s) . 易知 ,若数 k 位于格点 ( x , y) 的右上角的方格内 ,则在强连通的 G( N ; r , s)

中 ,顶点 0 到顶点 k 的距离是 x + y .

定义　如图 2 所示 ,由 l , h , x , y 所确定的面积为 N 的L 形区域称为L 形瓦 ,记为 L ( N ; l ,

h , x , y) ,其中 l , h , x , y 都是整数 ,并且规定 l , h ≥2 , 0 ≤x < l , 1 ≤y < h , y < l , x ≤h. 令

D ( L ( N ; l , h , x , y) ) = max{ h + l′- 2 , l + h′- 2} ,称为 L ( N ; l , h , x , y) 的直径. 记在面积为 N

的所有 L 形瓦中直径的最小值为 D ( N) . 记由 G( N ; r , s) 确定的 L 形瓦的直径为D ( N ; r , s) .

L = L ( N ; l , h , x , y) 称为紧的 ,如果 D ( L ) = lb ( N) ; L 称为可被 ( r , s) 实现的 ,如果存在一个

G( N ; r , s) 使得 L ( N ; r , s) = L ( N ; l , h , x , y) .

根据上述记号和定义可知 , 对任何 G ( N ; r , s ) , 均有 d ( N ; r , s ) = D ( N ; r , s ) , 并且

d ( N) ≥D ( N) . 若 G( N ; r , s) 是紧优的 ,则它所对应的L 形瓦一定是紧瓦. 反之不真.

引理 1[6～8 ] 　设 L = L ( N ; l , h , x , y) . 则

(a) L 可被 (1 , s) 实现的充分必要条件是 g. c. d. ( y , h - y) = 1 ;

(b) L 可被 ( r , s) 实现的充分必要条件是 g. c. d. ( l , h , x , y) = 1 ,其中 , r (或 s) ≡hα+

yβ(mod N) , s (或 r) ≡xα+ lβ(mod N) ,且 N , r , s 满足条件 (1) ,α和β是满足 lr - ys =αN 和

- xr + hs =βN的某两个整数.

引理 2[7 ] 　对正整数 T ,整数区间[4 ,3 T2 + 6 T + 3 ]可以分拆成 3 T 个整数区间之并 :

∪
T

t = 1
∪
3

i =1
Ii ( t) ,

其中 , I1 ( t) = [3 t2 + 1 ,3 t2 + 2 t ] , I2 ( t) = [3 t2 + 2 t + 1 ,3 t2 + 4 t + 1 ] , I3 ( t) = [3 t2 + 4 t + 2 ,3 t2 +

6 t + 3 ] ,并且对每个 i = 1 ,2 ,3 , N ∈Ii ( t) 当且仅当 lb ( N) = 3 t - 2 + i .

文献[7 ]中引理 1 和引理 5 (a)的证明 ,实际上证明了这些结论对一般的 r 和 s 亦成立 ,我

们将本文用到的部分叙述为下述引理 3 和引理 4.

引理 3 　设 L = L ( N ; l , h , x , y) . 如果| y - x| ≥1 ,则

D ( L) ≥ 3 N -
3
4

+
1
2

- 2.

引理 4 　设 L = L ( N ; l , h , x , y) 中 N = 3 t2 + At + B ∈Ii ( t) , l = 2 t + a , h = 2 t + b. 若 z =

y - x ≥0. 则 L 是紧瓦当且仅当

( a + b - i) ( a + b - i + z) - ab + ( A + z - 2 i) t + B = 0. (4)
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2 　方法和实例
本文的方法旨在构造出包含奇异无限子族的紧优双环网络无限族. 有两种情形. 第 1 种

情形是已知某个奇异紧优双环网络 G ( N0 ; r0 , s0) (它可以通过计算机搜索来实现. 例如

G(450 ;2 ,185) ) . 设Z是非负整数无限集. 我们试图构造一个以 G( N0 ; r0 , s0) 为起始元素的紧

优双环网络无限族{ G( N ( t) ; r ( t) , s ( t) ) : t ∈U ΑZ} , N ( t) ∈Ii ( t) ,使得其中包含一个奇异的

无限子族{ G( N ( t ( e) ) ; r ( t ( e) ) , s ( t ( e) ) ) : e ∈E ΑZ} ,且 t (0) = t0 , N ( t0) = N0 , r ( t0) = r0 ,

s ( t0) = s0 . 第 2 种情形是在起始元素未知的条件下构造一个包含奇异无限子族的紧优双环网

络无限族.

首先介绍处理第 1 种情形的构造方法. 其基本的思想是 :设 G( N0 ; r0 , s0) 是一个奇异紧优

的双环网络 ,并取它作为起始元素.

第 1 步　适当选取 A , B 和 t0 使得当 t ≥t0 时 , N ( t) = 3 t2 + At + B ∈Ii ( t) ,1 ≤i ≤3 ,并且

N ( t0) = N0 .

第 2 步　利用引理 3 和引理 4 找出所有的面积为 N ( t) = 3 t2 + At + B 的L 形紧瓦 L ( t) =

L ( N ( t) ; l ( t) , h ( t) , x ( t) , y ( t) ) ,并利用引理 1 (b) 判定它们是否可被 ( r ( t) , s ( t) ) 实现. 若

存在某个 L ( t) 可被 ( r ( t) , s ( t) ) 实现 ,则适当选取α和β以确定 r ( t) 和 s ( t) 使得 r ( t0) = r0 和

s ( t0) = s0 . 从而确定一个无限集 U Α Z , 并且得到一个紧优双环网络无限族 { G ( N ( t ) ;

r ( t) , s ( t) ) : t ∈U}且包含 G( N0 ; r0 , s0) . 若此步不能实施 ,则回到第 1 步重新选取 A , B 和

t0 .

第 3 步　利用引理 1 (a)寻找第 2 步中所有可被 ( r ( t) , s ( t) ) 实现的 L 形紧瓦 L ( t) 不可被

(1 , s ( t) ) 实现的 t 所要满足的充分条件. 若此步不能实施 ,则回到第 1 步重新选取 A , B 和 t0 .

第 4 步　试选取一个正整数值函数 t = t ( e) 使得 t (0) = t0 ,并且满足第 3 步所找到的充分

条件 . 确定一个无限集 E Α Z 使得对 Πe ∈E , t ( e) ∈U ,从而构造出紧优双环网络无限族

{ G( N ( t) ; r ( t) , s ( t) ) : t ∈U}的一个奇异子族. 若此步不能实施 ,则回到第 1 步重新选取 A ,

B 和 t0 .

下面 ,用实例来说明这一方法的应用. 例如 ,取引言中提到的奇异紧优双环网络 G(450 ;

2 ,185) 作为起始元素.

(1) 取 A = 2 , B = - 6 且 t0 = 12. 则 N ( t) = 3 t2 + 2 t - 6 , N (12) = 450. 因为当 t ≥12 = t0

时 , N ( t) = 3 t2 + 2 t - 6 ∈I1 ( t) ,所以 lb ( N ( t) ) = 3 t - 1.

(2) 设 L ( t) = L ( N ( t) ; l ( t) , h ( t) , x ( t) , y ( t) ) 是一个面积为 N ( t) = 3 t2 + 2 t - 6 的 L 形

紧瓦 ,则 D ( L ( t) ) = lb ( N ( t) ) = 3 t - 1. 令 z = | x - y| . 若 z ≥1 , 则因为当 t ≥7 时 ,有

3 N ( t) -
3
4

= 8 t2 + 6 t - 18 -
3
4

= 3 t +
1
2

2

+ 3 t - 19 > 3 t +
1
2

2

.

所以 ,由引理 3 知 ,当 t ≥7 时 ,

D ( L ( t) ) ≥ 3 N ( t) -
3
4

+
1
2

- 2 ≥3 t - 2 + 2 = 3 t .

这矛盾于 D ( L ( t) ) = 3 t - 1. 所以 , z = 0. 由引理 4 知 ,当 A = 2 , B = - 6 , i = 1 , z = 0 时 (4) 式为

b2 + ( a - 2) b + a2 - 2 a - 5 = 0. (5)
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不定方程 (5) 有解

( a , b) = ( - 2 ,1) , ( - 2 ,3) , (1 ,3) , (1 , - 2) , (3 , - 2) , (3 ,1) .

与它们对应的L 形紧瓦 L ( N ( t) ; l ( t) , h ( t) , x ( t) , y ( t) ) 分别是 L1 ( t) = L ( N ( t) ;2 t - 2 ,2 t +

1 , t - 2 , t - 2) , L2 ( t) = L ( N ( t) ;2 t - 2 ,2 t + 3 , t , t) , L3 ( t) = L ( N ( t) ;2 t + 1 ,2 t + 3 , t + 3 , t + 3)

和它们的转置. 容易验证这 6 个L 形瓦都满足

g. c. d. ( l ( t) , h ( t) , x ( t) , y ( t) ) = 1 , 　Π t ∈Z且 t ≥7.

所以由引理 1 (b)知对任何 t ∈Z且当 t ≥12 时 ,它们都可被 ( r ( t) , s ( t) ) 实现.

考察L 形瓦 L1 ( t) = L ( N ( t) ; l ( t) , h ( t) , x ( t) , y ( t) ) ,其中 , N ( t) = 3 t2 + 2 t - 6 , l ( t) =

2 t - 2 , h ( t) = 2 t + 1 , x ( t) = y ( t) = t - 2. 在引理 1 (b) 中适当选取α和β. 例如 ,令α= 9 ,β=

- 4 ,则得到

r ( t) = t - 10 , s ( t) = 14 t + 17 , t ∈Z , t ≥12 ,

而且满足 r (12) = 2 和 s (12) = 185.

下面 ,利用条件 (1) 来确定 t 的取值范围. 假定存在某个 t , t ≥12 使得

g. c. d. (3 t2 + 2 t - 6 , t - 10 ,14 t + 17) = m ≥2.

则存在两个非零整数 k , g 使得 t - 10 = km 且 14 t + 17 = gm . 于是由此得 ( g - 14 k) m = 157. 由

于 157 是素数且 m ≥2 ,则得 m = 157 , t = 157 k + 10 , k ∈Z , k ≥1. 令

U = { t : t ∈Z , t ≥12} \ { 157 k + 167 : k ∈Z} .

则 U < Z是一个无限集 ,并且

g. c. d. ( N ( t) , r ( t) , s ( t) ) = 1 , 　Π t ∈U.

于是 ,对 Π t ∈U , G( N ( t) ; r ( t) , s ( t) ) 都是紧优的 ,其直径是 lb ( N ( t) ) = 3 t - 1.

(3) 由引理 1 (a) ,不难验证 ,如果 t 同时满足下列 3 个条件 :

t ≡0 (mod2) , 　t ≡0 (mod3) , 　t ≡2 (mod5) , (6)

那么对任何 t ∈Z且 t ≥12 ,其面积为 N ( t) = 3 t2 + 2 t - 6 的 L 形瓦中任何一个都不可被 (1 ,

s ( t) ) 实现 ,即 (6) 式是所有的面积为 N ( t) = 3 t2 + 2 t - 6 的L 形紧瓦都不可被 (1 , s ( t) ) 实现的

t 所要满足的充分条件.

(4) 为确定一个满足要求的正整数值函数 t = t ( e) . 令 t = 2 g , g = 3 f , f = 5 e + 2 , 则

t = 30 e + 12 , t (0) = 12 = t0 ,并且满足 (6) 式中所有条件. 为确定使 t ( e) ∈U 的 e 的取值范围 ,

先确定使 30 e + 12 ≡10 (mod157) 的 e 的取值范围. 设存在某个 e ∈Z 和一个正整数 m ,使得

30 e + 12 = 157 m + 10 ,即 30 e + 2 = 157 m. 由此得 e = 5 m + (7 m - 2) / 30. 由于 e ∈Z ,所以存在 k

∈Z ,使得 m = 30 k + 26. 于是 , e = 157 k + 136 , k ∈Z. 令

E = Z \ { 157 k + 136 : k ∈Z} .

注意到满足 (6) 式中所有条件的 t 的最小值是 12. 于是 ,可以取

t = t ( e) = 30 e + 12 , 　Πe ∈E.

则 t 满足 (6) 式中所有条件 , t (0) = 12 = t0 . 并且对任何 e ∈E ,均有 t ( e) ∈U. 此时

N ( t ( e) ) = 2700 e2 + 2220 e + 450 , 　Πe ∈ E.

r ( t ( e) ) = 30 e + 2 , s ( t ( e) ) = 420 e + 185 , 　Πe ∈ E.

lb ( N ( t ( e) ) ) = 3 t ( e) - 1 = 90 e + 35 , 　Πe ∈ E.
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由 t ( e) 的选取知 ,对 Πe ∈E ,有 d1 ( N ( t ( e) ) ) ≥90 e + 36. 因而 , N ( t ( e) ) 是奇异的. 于是 ,

{ G( N ( t ( e) ) ; r ( t ( e) ) , s ( t ( e) ) : e ∈E}是{ G( N ( t) ; r ( t) , s ( t) ) : t ∈U}的一个奇异无限子

族. 当 e = 0 时 , G(450 ;2 ,185) 是奇异紧优的. 因而它是该无限族的起始元素 ,其直径是 35. 至

此 ,我们证明了下述结果 :

定理 1 　设Z是非负整数无限集 , U = { t : t ∈Z , t ≥12} \ { 157 k + 167 : k ∈Z} , E = Z \ { 157 k

+ 136 : k ∈Z} . 则{ G(3 t2 + 2 t - 6 ; t - 10 ,14 t + 17) : t ∈U}是一个紧优双环网络无限族 ,其直径

为 3 t - 1 ;而{ G(2700 e2 + 2220 e + 450 ;30 e + 2 ,420 e + 185) : e ∈E}是其中的一个奇异无限子族 ,

其直径为 90 e + 35 ;它们的起始元素是 G(450 ;2 ,185) ,其直径是 35.

注　定理 1 中的奇异紧优双环网络无限族修订了 Esqué等人在文献[3 ]中所断言的结果.

下面用处理第 1 种情形的方法来考虑第 2 种情形 ,起始元素 G( N0 ; r0 , s0) 待定. 举例简述

如下.

考察 N ( t) = 3 t2 + 4 t - 5. 则当 t ≥3 时 , N ( t) ∈I2 ( t) . 因此 lb ( N ( t) ) = 3 t . 当 t ≥7 时 ,

所有面积为 N ( t) = 3 t2 + 4 t - 5 的 L 形紧瓦分别为 L1 ( t) = L ( N ( t) ;2 t + 1 , 2 t - 1 , t - 2 , t -

2) , L2 ( t) = L ( N ( t) ;2 t + 4 ,2 t + 1 , t + 3 , t + 3) , L3 ( t) = L ( N ( t) ;2 t + 4 ,2 t - 1 , t + 1 , t + 1) 和

它们的转置.

考察L 形瓦 L2 ( t) . 容易验证对任何 t ∈Z且当 t ≥7 时 , L2 ( t) 可被 ( r ( t) , s ( t) ) 实现. 在

引理 1 (b)中 ,令α= - 1 ,β= 2 ,则得 r ( t) = 5 , s ( t) = 3 t + 5. 不难验证当 t ≠5 k + 5 , k ∈Z ,则

N ( t) , r ( t) , s ( t) 满足条件 (1) 式.

由引理 1 (a) ,如果 t 同时满足下列 3 个条件 :

t ≡1 (mod2) , 　t ≡2 (mod3) , 　t ≡2 (mod5) , (7)

那么这 6 个L 形紧瓦中任何一个都不可被 (1 , s ( t) ) 实现. 注意到满足 (7) 式中所有条件的 t 的

最小值是 17. 于是取

V = { t : t ∈Z , t ≥17} \ { 5 t + 20 : t ∈Z} ,

t ( e) = 30 e + 17 , Πe ∈Z ,

则对 Πe ∈Z , t ( e) ∈V 满足 (7) 式中所有条件. 此时 , t (0) = 17 = t0 , N (17) = 930 ,而且

N ( t ( e) ) = 2700 e2 + 3180 e + 930 , 　Πe ∈Z ,

r ( t ( e) ) = 5 , 　s ( t ( e) ) = 90 e + 56 , 　Πe ∈Z ,

lb ( N ( t ( e) ) ) = 3 t ( e) = 90 e + 51 , 　Π e ∈Z ,

由 t ( e) 的选取知 ,对任何 e ∈Z ,有 d1 ( N ( t ( e) ) ) ≥90 e + 52 , 因而 , N ( t ( e) ) 是奇异的. 于是 ,

{ G( N ( t ( e) ) ; r ( t ( e) ) , s ( t ( e) ) ) : e ∈Z}是{ G( N ( t) ; r ( t) , s ( t) ) : t ∈V}的一个奇异无限子

族. 当 e = 0 时 , G(930 ;5 ,56) 是奇异紧优的. 因而它是该无限子族的起始元素 ,其直径是 51.

我们将这一结果叙述成下述定理 :

定理 2 　设Z是非负整数无限集 , V = { t : t ∈Z , t ≥17} \ { 5 t + 20 : t ∈Z} . 则{ G(3 t2 + 4 t -

5 ;5 ,3 t + 5) : t ∈V}是一个紧优双环网络无限族 ,其直径为 3 t ;而{ G (2700 e2 + 3180 e + 930 ;5 ,

90 e + 56) : e ∈Z}是其中的一个奇异的无限子族 ,其直径为 90 e + 51 ;它们的起始元素是 G(930 ;

5 ,56) ,其直径是 51.

如果考察 N ( t) = 3 t2 + 4 t - 11 ∈I2 ( t) , t ≥6. 当 t ≥13 时 ,所有面积为 N ( t) 的 L 形紧瓦
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L1 ( t) = L ( N ( t ) ; 2 t - 2 , 2 t + 1 , t - 3 , t - 3) , L2 ( t ) = L ( N ( t ) ; 2 t + 1 , 2 t + 5 , t + 4 , t + 4) ,

L3 ( t) = L ( N ( t) ;2 t - 2 ,2 t + 5 , t + 1 , t + 1) 和它们的转置都不可被 (1 , s ( t) ) 实现的 t 所要满足

的充分条件是

t ≡2 (mod 3) , 　t ≡3 (mod 4) , 　t ≡3 (mod 7) .

考察L 形紧瓦 L2 ( t) ,它可被 (3 ,3 t - 2) 实现. 那么当 t = t ( e) = 84 e + 59 时 ,可以得到下述定

理 (其证明细节留给读者) .

定理 3 　设Z是非负整数无限集. 则{ G(3 t2 + 4 t - 11 ;3 ,3 t - 2) : t ∈Z , t ≥59}是一个紧优

的双环网络无限族 ,其直径为 3 t ;而{ G(21168 e2 + 30072 e + 10688 ;3 ,252 e + 57) : e ∈Z}是其中

的一个奇异的无限子族 ,其直径为 252 e + 59 ;它们的起始元素是 G(10688 ;3 ,57) ,其直径是 59.
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