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摘　要　找到两个 2 紧优双环网络的无限族. 这肯定地回答了李乔等人于

1993 年提出的一个问题.
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双环网络是计算机互连网络或通讯系统的一类重要拓扑结构, 其图论模型是指这样一

个有向图G (N ; s) : 它的每个顶点记为 0, 1, 2, ⋯,N - 1, 并从每个顶点 i 发出两条有向边 i→

i+ 1 (m odN ) 和 i→i+ s (m odN ) , 其中 s 是自然数, 而且 1< s< N . 从定义立即可知, 对于给

定的N , s 惟一决定了 G (N ; s) 的结构, 因而也决定了它的直径. 记 G (N ; s) 的直径为 d (N ;

s ) , 并记 d (N ) = m in{d (N ; s) : 1< s< N }. [1 ]证明了: d (N ) ≥lb (N ) = 3N - 2. 一个被

广泛关注的问题是[ 1～ 9 ]: 对于给定的N , 确定 d (N ) , 并找出 s 使得 d (N ; s) = d (N ).

设 Z 是非负整数集合. 对于 k∈Z , G (N ; s)称为 k 紧优的, 若 d (N ; s) = d (N ) = lb (N ) +

k. 0 紧优和 1 紧优通常称为紧优和几乎紧优. 设N ( t) 是一个定义在 Z 上的正整数值函数.

{N ( t) : t∈Z , t≥t0}称为含 k 紧优双环网络的无限族, 如果对任何 t≥t0, 都存在 s ( t) 使得 G

(N ( t) ; s ( t) ) 为 k 紧优的. {N ( t) : t∈Z , t≥t0}称为不含 k 紧优双环网络的无限族, 如果对任

何 t≥t0 和 s ( t)都有 d (N ( t) ; s ( t) ) > lb (N ( t) ) + k.

在文献[7 ]中, 李乔等人提出一个系统的构造方法, 找出一系列含紧优和几乎紧优双环

网络的无限族. 同时提出研究下列问题: 对于给定的 k > 1, 找出 k 紧优双环网络无限族. 最

近作者找到两个不含紧优和几乎紧优双环网络的无限族[ 9 ]. 在此结果的基础上, 本文找到两

个 2 紧优双环网络的无限族.

§1　记号和引理

因为G (N ; s) 是点可迁的强连通有向图[ 10 ] , 所以要研究其直径只需考察从顶点 0 到其
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它顶点的距离. 为此, 在笛卡尔平面直角坐标系中, 令X 轴的单位为 1 (或 s) , Y 轴的单位为 s

(或 1). 把第一象限中的所有格点 (x , y ) 按下列顺序排成序列: (0, 0) , (1, 0) , (0, 1) , (2, 0) ,

(1, 1) , (0, 2) , ⋯, ( j , 0) , ( j - 1, 1) , ⋯, ( j - i, i) , ⋯, (1, j - 1) , (0, j ) , ⋯. 并且依次在每一格

点 (x , y ) 的右上角的单位方格内安置一个数 n ∈{0, 1, 2, ⋯, N - 1}, 其中 n ≡x + y s

(m odN ). 如果在此之前数 n 已出现过, 则空出此方格, 考察下一个格点, 直到所有的数 0, 1,

2, ⋯, N - 1 都出现时为止. 已经证明[ 1, 6 ]: 由G (N ; s) 所确定的N 个方格组成的构图呈图 1

所示的面积为N 个单位的L 形域, 记为L (N ; s).

如图 1 所示, 由 l, h , x , y 确定的面积为N 的L 形区域称为L 形瓦, 记为L (N ; l, h , x ,

y ) , 其中 l, h , x , y 都是整数, 并且规定 l, h≥2, 0≤x < l, 1≤y < h , y < l, x ≤h. 令

D (L (N ; l, h , x , y ) ) = m ax{h + l′- 2, l + h′- 2},

图 1

并且称为L (N ; l, h , x , y )的直径. 记在面积为N 的

所有L 形瓦中直径的最小值为D (N ). 记由 G (N ;

s) 确定的L 形瓦的直径为D (N ; s). L = L (N ; l, h ,

x , y )称为 k 紧瓦, 如果D (L ) = lb (N ) + k.

根据上述记号和定义可知, 对任何G (N ; s) , 均

有 d (N ; s) = D (N ; s) , 并且 d (N ) ≥D (N ). 若

G (N ; s) 为 k 紧优的, 则它所对应的L 形瓦一定是 k

紧瓦. 反之不真.

L 形瓦L (N ; l, h , x , y ) 称为可实现的, 如果存

在一个G (N ; s)使得L (N ; s) = L (N ; l, h , x , y ).

引理 1[ 7 ]　L 形瓦L (N ; l, h , x , y ) 可实现的充分必要条件是 g. c. d. (y , h′) = 1, 且此条

件成立时,L (N ; l, h , x , y ) 可被惟一的G (N ; s) 实现, 其中 s≡Αl- Βl′(m odN ) , Α和 Β是满足

Αy + Βh′= 1 的某两个整数.

引理 2[ 7 ]　对任何正整数N , 必存在 t∈Z 使得N = N ( t) ∈I 1 ( t) ∪I 2 ( t) ∪I 3 ( t) , 其中:

I 1 ( t) = [3t
2+ 1, 3t

2+ 2t ], I 2 ( t) = [3t
2+ 2t+ 1, 3t

2+ 4t+ 1 ], I 3 ( t) = [ 3t
2+ 4t+ 2, 3 ( t+ 1) 2 ]是

三个正整数区间, 并且对每个 i= 1, 2, 3,N ( t)∈I i ( t)当且仅当 lb (N ( t) ) = 3t- 2+ i.

引理 3　设L = L (N ; l, h , x , y )是一个如图 1 中所示的L 形瓦, 其中N = 3t
2+ A t+ B ∈

I i ( t) , l= 2t+ a ( t) , h= 2t+ b ( t) , z = ûy - x û. 则L 是 k 紧瓦当且仅当对任何 t, 等式

(a + b - j ) (a + b - j + z ) - ab + (A + z - 2j ) t + B = 0 (1)

对任何 j = i+ k , 1≤i≤3, k = 0, 1, 2, ⋯成立.

证　不妨设 y≥x. 那么L 是 k 紧瓦 (见图 1) Ζ D (L ) = h+ l′- 2= 3t+ i+ k - 2, 1≤i≤3

Ζ l′= t+ j - a , x = t+ a+ b- j , y = t+ a+ b- j + z Ζ (注意到N = h l- xy ) (1) 式对任何 j = i

+ k , 1≤i≤3, k = 0, 1, 2, ⋯成立.

引理 4[ 9 ]　设N ( t) = 3t
2+ 6t- 26, 则Π f ∈Z , 当 t= t (f ) = 16f + 31 时, 或者当 t= t (f )

= 64f + 87 时, {N ( t (f ) ) : f ∈Z }是一个既不含紧优又不含几乎紧优双环网络的无限族.
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§2　方法和实例

寻找 k 紧优双环网络无限族的方法, 分两步进行.

11 对于给定的 k≥1 和任何 h (0≤h≤k - 1) , 寻找不含 h 紧优双环网络的无限族.

21 利用引理 3 中的充分必要条件, 在已知的不含 h (0≤h≤k - 1) 紧优双环网络的无限

族中寻找 k 紧优双环网络无限子族. 若此步不能进行, 则转入第 1 步, 重新寻找不含 h (0≤h

≤k - 1)紧优双环网络的无限族.

注意, 若这两步都不能进行, 则说明对于这个给定的 k , 不存在 k 紧优双环网络无限族.

这里涉及到一个有待于研究的理论问题: 对于给定的 k , 是否一定存在 k 紧优双环网络无限

族?

下面, 我们以具体实例来说明这个方法当 k = 2 时的实施过程. 第 1 步的具体实施已在

文献[9 ]中作了介绍, 本文介绍第 2 步的具体实施. 考察

N ( t) = 3t2 + 6t - 26, t = t (f ) = 16f + 31, Π f ∈ Z ,

那么由引理 2 知,N ( t (f ) ) ∈I 3 ( t (f ) ). 由引理 4 知, {N ( t (f ) ) : f ∈Z }是一个既不含紧优又

不含几乎紧优双环网络的无限族. 由于 lb (N ( t) ) = 3t+ 1, 所以引理 3 中的 i= 3. 如果这个无

限族包含一个 2 紧优双环网络, 那么 (1) 式中的 j = 5. 将A = 6, B = - 26, j = 5, t= 16f + 31

代入 (1)式, 得

(a + b - 5) (a + b - 5 + z ) - ab + (z - 4) (16f + 31) - 26 = 0. (2)

由引理 3 知, 无限族{N ( t (f ) ) : f ∈Z }包含一个 2 紧优双环网络无限子族当且仅当存在 f =

f (e) , e∈Z 使得关于未知量 a 和 b 的不定方程

(a + b - 5) (a + b - 5 + z ) - ab + (z - 4) (16f (e) + 31) - 26 = 0 (3)

对任何 e∈Z 有整数解. 为此, 试取 a= 8, z = 2, 并代入 (3)式化简得

b2 - 32f - 73 = 0. (4)

于是, 在 (4)式中, 可令

f = f (e) = 8e2 + 19e + 9, Π e ∈ Z ,

则对任何 e∈Z , 可得 (4)式中一个解

b = b (e) = 16e + 19, Π e ∈ Z.

因此, 对任何 e∈Z , 可得一个 2 紧优L 形瓦L = L (N ( t (f (e) ) ) ; l (e) , h (e) , x (e) , y (e) ) , 其

中:

t = t (f (e) ) = 128e2 + 304e + 175,

N ( t (f (e) ) ) = 49152e4 + 233472e3 + 412416e2 + 321024e + 92899,

h (e) = 2t + a = 256e2 + 608e + 358, l (e) = 2t + b = 256e2 + 624e + 369,

x (e) = t + a + b - j = 128e2 + 320e + 197,

y (e) = x + 2 = 128e2 + 320e + 199, h′(e) = h (e) - y (e) = 128e2 + 288e + 159,

l′(e) = t + j - a = 128e2 + 304e + 172.

　　下面, 验证 g. c. d. (y (e) , h′(e) ) = 1 对任何 e∈Z 成立. 事实上, 若取

Α= Α(e) = 4e + 4, Β = Β(e) = - 4e - 5, Π e ∈ Z.
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则对任何 e∈Z , 均有 Αy + Βh′= 1. 所以, 由引理 1, 上面构造出来的 2 紧优L 形瓦L 是可实

现的, 并且对任何 e∈Z , 有

s = s (e) = Αl - Βl′(modN ( t (e) ) ) = 1536e3 + 5376e2 + 6180e + 2336.

　　综合上面的论述, 我们证明了下列定理:

定理 1　设 Z 是非负整数集合. 若对Π e∈Z , 令N (e) = 49152e
4+ 233472e

3+ 412416e
2+

321024e + 92899, s (e) = 1536e
3+ 5376e

2+ 6180e+ 2336. 则{G (N (e) ; s (e) ) : e∈Z }是一个直

径为 384e
2+ 912e+ 528 的 2 紧优双环网络无限族, 它的初始元素为G (92899; 2366).

如果我们考察

N ( t) = 3t2 + 6t - 26, t = t (f ) = 64f + 87, Π f ∈ Z ,

那么由引理 4 知, {N ( t (f ) ) : f ∈Z }是一个既不含紧优又不含几乎紧优双环网络的无限族.

在 (1)式中, 令A = 6,B = - 26, j = 5, z = 2, t= 64f + 87, 取 a= 8, 化简得

b2 - 128f - 185 = 0. (5)

不难验证, Π e∈Z , 当 f = f (e) = 32e
2+ 21e+ 2 时, 方程 (5) 有一个解 b= b (e) = 64e+ 21. 因

此, 对任何 e∈Z , 得到一个 2 紧优L 形瓦L = L (N ( t (f (e) ) ) ; l (e) , h (e) , x (e) , y (e) ) , 其中:

t = t (f (e) ) = 2048e2 + 1344e + 215,

N ( t (f (e) ) ) = 12582912e4 + 16515072e3 + 8073216e2 + 1741824e + 139939,

h (e) = 2t + a = 4096e2 + 2688e + 438, l (e) = 2t + b = 4096e2 + 2752e + 451,

x (e) = t + a + b - j = 2048e2 + 1408e + 239,

y (e) = x + 2 = 2048e2 + 1408e + 241, h′(e) = h - y = 2048e2 + 1280e + 197,

l′(e) = t + j - a = 2048e2 + 1344e + 212.

若Π e∈Z , 取

Α= Α(e) = 1024e2 + 656e + 103, Β = Β(e) = - 1024e2 - 720e - 126,

则有 Αy + Βh′= 1, 即 g. c. d. (y (e) , h′(e) ) = 1 对任何 e∈Z 成立. 所以, 由引理 1, 上面构造

出来的 2 紧优L 形瓦L 是可实现的, 并且对任何 e∈Z , 有

s = s (e) = Αl - Βl′(modN ( t (e) ) ) = (1024e2 + 656e + 103) (4096e2 + 2752e + 451) +

(1024e2 + 720e + 126) (2048e2 + 1344e + 212) =

6291456e4 + 8355840e3 + 4131840e2 + 901296e + 73165.

　　于是获得下列定理:

定理 2　设 Z 是非负整数集合. 若对任何 e∈Z , 令N (e) = 12582912e
4 + 16515072e

3 +

8073216e
2+ 1741824e+ 139939, s (e) = 6291456e

4+ 8355840e
3+ 4131840e

2+ 901296e+ 73165

则{G (N ( t (e) ) ; s (e) ) : e∈Z }是一个直径为 6144e
2+ 4032e+ 648 的 2 紧优双环网络无限族,

它的初始元素为G (139939; 73165).

§3　结束语

本文找到两个 2 紧优双环网络无限族. 我们已注意到, 对于给定的 k≥3, 本文所给的方

法不一定能求出 k 紧优双环网络无限族来. 因为它涉及 k 紧优双环网络无限族的存在性问

题. 因此, 我们提出一个值得研究的问题: 对于给定的 k≥3, 是否一定存在 k 紧优双环网络
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无限族?

在文献 [ 2, 4 ]中都报道了 Y. Cheng 用计算机搜索出 3 个 4 紧优双环网络 G (53749;

985) , G (64749; 394) 和G (69283; 1764). 一个比较现实而且可望解决的问题是: 是否存在包

含它们的 4 紧优双环网络无限族?
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IN F IN IT E FAM IL IES O F 22T IGH T O PT IM AL

DOU BL E LOO P N ETW O R K

Xu Junm ing

(D ep t. of M ath. ,U niv. of S cience and T echnology of Ch ina, H ef ei 230026)

Abstract　 In th is paper, tw o infin ite fam ilies of 22t igh t op t im al doub le loop netw o rk s

are found. T h is is an an sw er to a quest ion p ropo sed by L i et a l’s in 1993.
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