
第31卷第6期 中　国　科　学　技　术　大　学　学　报 Vol. 31 ,No. 6

2 0 0 1年 1 2月 JOURNAL OF CHINA UNIVERSITY OF SCIENCE AND TECHNOLOGY Dec. 2 0 0 1

文章编号 :025322778 (2001) 0620635206

Cayley图的笛卡尔乘积
Ξ

徐俊明 ,徐克力

(中国科学技术大学数学系 ,合肥 230026)

摘要 :Cayley图是由有限群导出的一类重要的高对称正则图 ,被认为是非常合适的互

连网络拓扑结构.而笛卡尔乘积则是从小规模的指定网络构造大规模网络的重要构

造方法.本文证明了 Cayley图的笛卡尔乘积仍是 Cayley图.作为实例 ,指明循环网络、

超立方体、广义超立方体、超环面和立方连通圈等都是 Cayley图.这样可以借助于代

数方法来分析和研究这些网络的性质.
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0　引言
计算机互连网络的拓扑结构是决定网络性能的重要因素 ,而网络结构的高对称性和正

则性是网络设计者所追求的目标之一[1 ] .众所周知 ,网络拓扑结构通常是用图或有向图来模

拟. Cayley图是由英国数学家 Cayley[2 ]于 1895年构造出来的高对称正则图 (更精确地讲是一

类点可迁图) ,被认为是非常合适的计算机互连网络拓扑结构[3 ] . Cayley图是由有限群导出 ,

而且构造方便 ,因而 ,备受网络设计者的欢迎和重视.笛卡尔乘积是从小规模指定网络构造

大规模网络的重要而又简单的方法[4 ] ,它能保留小规模网络的许多性质[5 ] .

本文证明 Cayley图的笛卡尔乘积仍是 Cayley图.作为实例 ,指明人们所熟知的网络 ,比

如 :循环网络[6 ]、超立方体[7 ,8 ]、广义 (亦称一般化)超立方体[9 ]、超环面[10 ]、有向超环面[11 ]、

立方连通圈[12 ]等等 ,虽然它们的原始定义相差很大 ,且都不是用 Cayley方法构造出来的 ,但

它们都是 Cayley图.

最近 ,超猛等人[13 ]称“超立方体和一般化超立方体都属于笛卡尔乘积图 ,而星形图则属

于 Cayley图”.显然 ,这种说法没有把超立方体和一般化超立方体纳入 Cayley图的范畴.

在这篇文章中 ,我们用 Kn ( n Ε 2) 表示 n阶完全图 , Cn和 C
→

n分别表示 n阶无向圈和有

向圈 ; Zn表示整数集{ 0 ,1 ,2 , ⋯, n - 1}或者整数模 n剩余类加法群.其他未说明的术语和记

号参见文献[14 ] .
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1　笛卡尔乘积
首先回顾一下 n个有限群Γi = ( Xi , . i) 的笛卡尔乘积Γ =Γ2 ×Γ2 ×⋯×Γn = ( X ,

. ) ,其中 X = X1 ×X2 ×⋯×Xn .对于运算 . 定义为 :

( x1 x2⋯ xn) . ( y1 y2⋯ yn) = ( x1 . 1 y1) ( x2 . 2 y2) ⋯( xn . nyn) ,

其中 x i , yi ∈ Xi ( i = 1 ,2 , ⋯, n) .Γ中元素 x1 x2⋯xn的逆元 ( x1 x2⋯xn) - 1 = x - 1
1 x - 1

2 ⋯ x - 1
n ,

单位元 e = e1 e2⋯ en ,其中对每个 i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) , x - 1
i 是 xi ∈Xi在Γi中逆元 , ei ∈Xi是

Γi中的单位元.

例如 ,考虑 Z4 ×Z2 = { 00 ,10 ,20 ,30 ,01 ,11 ,21 ,31} .对于任意 x1 x2 , y1 y2 ∈ Z4 ×Z2 , x1 ,

y1 ∈ Z4 , x2 , y2 ∈ Z2 , 定义运算

( x1 x2) . ( y1 y2) = ( x1 + y1) (mod 4) ( x2 + y2) (mod 2) .

容易验证 Z4 ×Z2在上述定义的运算下构成群 ,单位元为 00.

其次回顾一下 n个图G1 , G2 , ⋯, Gn的笛卡尔乘积图G1 ×G2 ×⋯×Gn ,顶点集 V ( G1 ×

G2 ×⋯×Gn) = V ( G1) ×V ( G2) ×⋯×V ( Gn) ,存在从顶点 x1 x2⋯ xn到另一个顶点 y1 y2⋯

yn的有向边 Ζ 两向量 ( x1 , x2 , ⋯, xn) 和 ( y1 , y2 , ⋯, yn) 中的坐标有且仅有一个不同 ,比如

x i ≠ yi ,而且 ( xi , y i) ∈ E( Gi) .

容易证明 :笛卡尔乘积“×”作为图的一个运算在同构意义下满足结合律和交换律.注意

到这个性质对证明笛卡尔乘积图的许多性质是方便的.例如 ,当我们要证明某个命题对 G1

×G2 ×⋯×Gn成立时 ,利用归纳法、结合律和交换律只需证明此命题对 G1 ×G2成立即可.

下面列举几个非常熟知的网络拓扑结构 ,它们的原始定义都不是从笛卡尔乘积导出 ,然

而 ,它们都可以表示成完全图或者圈的笛卡尔乘积.

例 1　著名的 2元 n维超立方体 (hypercube) [7 ,8 ] Qn可以表示为 n个 K2的笛卡尔乘积 K2

×K2 ×⋯×K2 .

例 2　广义超立方体 (generalized hypercube) [9 ] Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 可以表示成 Km1
×Km2

×⋯×Km
n
. Q ( m , m , ⋯, m) 就是 m元 n维超立方体 Qn ( m) , Qn (2) 就是例 1中 Qn .因此 ,

Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 是超立方体 Qn的一个自然推广.

例 3　无向超环面 (undirected toroids) [10 ] C ( m1 , m2 , ⋯, mn) 也是超立方体的一个自然推

广 ,它可以表示为 Cm1
×Cm2
×⋯×Cm

n
. 也有人 (如 :Wu 和 Gao [15 ] ,杜毅和李三立[16 ] )称

C ( m , m , ⋯, m) 为 m元 n立方体 ( m2ary n2cube) .

例 4　有向超环面 (directed toroids) [11 ] C
→

( m1 , m2 , ⋯, mn) 是无向超环面的一个自然推

广 ,它可以表示为 C
→

m
1
×C
→

m
2
×⋯×C

→
m

n
.

2　Cayley图
首先回顾一下 Cayley图的定义.设 是一个非平凡有限群 ,非空子集 S < Γ,并且 S不含

Γ的单位元 e.定义一个有向图 G如下 :

V ( G) = Γ; 　( x , y) ∈ E( G) Ζ x - 1 y ∈S , Π x , y ∈Γ.

如此定义的有向图 G称为群Γ关于子集 S 的 Cayley图 ,记为 CΓ( S) .
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容易证明 CΓ( S) 是强连通 Ζ S 是Γ的生成集.若 S - 1 = { s - 1∶s ∈S} = S ,则群Γ关

于子集 S 的 Cayley图 CΓ( S) 是无向图.显然 ,Cayley无向图是 Cayley有向图的特殊情形.

例 1　G = CΓ( S) 是完全图 Ζ S = Γ - { e} ,其中 e是Γ的单位元.

例 2　循环图 (circulants) G( n ; S) 是一类最常见且应用最广泛的网络拓扑结构[6 ] ,其

中 S Α { 1 ,2 , ⋯, n - 1} ,顶点集 V = Zn ,边集 E = { ( i , j) : ϖ s ∈S使得 j - i ≡s (mod n) } .

考虑群 Zn , 0是单位元 , i的逆元是 n - i .容易证明 G( n ; S) 就是 Cayley图 CZ
n
( S) .事

实上 ,任取 i , j ∈ Zn = V ( G( n ; S) ) . 由 Cayley图和循环图的定义知 ,

( i , j) ∈ E( CZ
n
( S) ) Ζ i - 1 + j ∈S Ζ ( n - i) + j = j - i ∈S (mod n)

Ζ ϖ s ∈S 使得 j - i ≡ s (mod n)

Ζ ( i , j) ∈ E( G( n ; S) ) .

显然 , G( n ;{ 1} ) = C
→

n , G( n ;{ 1 , n - 1} ) = Cn ;当 S = { 1 ,2 , ⋯, n - 1} 时 , G( n ; S) = Kn .

因此 , C
→

n , C
→

n和 Kn都是整数模 n剩余类加法群 Zn的 Cayley图.

3　Cayley图的笛卡尔乘积
定理 1　Cayley图的笛卡尔乘积仍是 Cayley图.换句话说 ,设 Gi ( CΓ

i
( S i) ) 是有限群Γi

= ( Xi , . i) 的 Cayley图 ,则笛卡尔乘积 G = G1 ×G2 ×⋯×Gn是群Γ =Γ1 ×Γ2 ×⋯×Γn

的 Cayley图 CΓ( S) , 其中

S = ∪
n

i =1
{ e1⋯ ei - 1} ×S i ×{ ei +1⋯ en} ,

ei是Γi ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 的单位元.

证明 :由第 2节的说明 ,我们只对 n = 2来证明结论 ,此时Γ = Γ1 ×Γ2 = ( X1 ×X2 , .
) , S = ({ e1} ×S2) ∪ ( S1 ×{ e2} ) .任取 x1 x2 , y1 y2 ∈ X1 ×X2 ,其中 x1 , y1 ∈ X1 , x2 , y2 ∈

X2 . 我们只需证明

( x1 x2 , y1 y2) ∈ E( G) Ζ ( x1 x2) - 1 . ( y1 y2) ∈S .

由图的笛卡尔乘积的定义知 ,

( x1 x2 , y1 y2) ∈ E( G) Ζ
x1 = y1 , ( x2 , y2) ∈ E( G2) , or

x2 = y2 , ( x1 , y1) ∈ E( G1) .

因为 Gi = CΓ
i
( S i) ,所以 ( x i , yi) ∈ E( Gi) Ζ xi

- 1 . i yi ∈S i , i = 1 ,2. 于是 ,

x1 = y1 , ( x2 , y2) ∈ E( G2)

Ζ ( x1 x2) - 1 . ( y1 y2) = ( x1
- 1 x2

- 1) . ( y1 y2)

= ( x1
- 1 . 1 y1) ( x2

- 1 . 2 y2) = ( x1
- 1 . 1 x1) ( x2

- 1 . 2 y2)

= e1 ( x2
- 1 . 2 y2) ∈{ e1} ×S2 Α S .

同样地 ,

x2 = y2 , ( x1 , y1) ∈ E( G1)

Ζ ( x1 x2) - 1 . ( y1 y2) = ( x1
- 1 x2

- 1) . ( y1 y2)

= ( x1
- 1 . 1 y1) ( x2

- 1 . 2 y2) = ( x1
- 1 . 1 y1) ( x2

- 1 . 2 x2)
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= ( x1
- 1 . 1 y1) e2 ∈S1 ×{ e2} Α S .

这说明 G = G1 ×G2是Γ =Γ1 ×Γ2关于 S = S1 ×{ e2} ∪{ e1} ×S2的 Cayley图 CΓ( S) .

作为定理1的应用 ,并注意到 Kn , Cn和 C
→

n都是群 Zn的 Cayley图 ,立即知 Qn , Q ( m1 , m2 ,

⋯, mn) , C ( m1 , m2 , ⋯, mn) 和 C
→

( m1 , m2 , ⋯, mn) 都是 Cayley图.

4　立方连通圈是 Cayley图
n维立方连通圈 (cube2connected cycle) [12 ] ,记为 CCC ( n) , 是一个基于 Qn构造出来的无

向图 :用 Cn替代 Qn的每一个顶点 ,并将 Qn 的第 k 维边连到 Cn 的第 k 个顶点.具体地说 ,

CCC ( n) 的顶点集为 V = { ( x ; k) : x ∈V ( Qn) ,1 Φ k Φ n} ,两顶点 ( x , k) 和 ( x′, k′) 有边相

连 Ζ 满足下列两条件之一 :

( ⅰ) x = x′且 k - k′≡±1 (mod n) ;

( ⅱ) k = k′且 x和 x′在 Qn中有 k维边相连.

CCC ( n) 是由美国伊利诺伊大学的 Preparata和法国巴黎南大学的 Vuillemin针对改进

Qn的缺点而于 1981年首先提出来的 ,它被广泛用于平行处理系统的拓扑结构和 VLSI的布

图.与此同时 , CCC( n) 还为解决大量问题 (如快速 Fourier变换、分类、矩阵乘法和置换等)

的有效并行算法提供可行的通信模式. CCC ( n) 具有许多与 Qn一样的优良性质.本节给出

CCC ( n) 的下列性质.

定理 2　CCC ( n) 是 Cayley图.

证明 :用 ( Z2) n表示 n ( Ε 3) 个集 Z2的笛卡尔乘积 Z2 ×Z2 ×⋯×Z2 . 设

M =

0 0 0 · 0 1

1 0 0 · 0 0

0 1 0 · 0 0

· · · · · ·

0 0 0 · 0 0

0 0 0 · 0 1

是 n阶置换方阵.将 ( Z2) n中的元素 v看成列向量 v
→

,则 Mv
→
∈( Z2) n .对于集 ( Z2) n ×Zn定义

运算 . 为 :

( u
→

, i) . ( v
→

, j) = Mju
→

+ v
→

, i + j) , 　Π ( u
→

, i) , ( v
→

, j) ∈ ( Z2) n ×Zn ,

其中第 1个加法是 (mod 2) ;而第 2个加法是 (mod n) .容易验证 ( Z2) n ×Zn对于运算 . 构成

群 ,记为Γ,它的单位元是 (0
→

, 0) ,元素 ( u
→

, j) 的逆元 ( u
→

, j) - 1 = ( - Mn - 1 u
→

, n - i) . 令

S = { (10⋯0 ,0) , (00⋯0 ,1) , (00⋯0 , n - 1) } ,

其中前两个元素是互逆的 ,后一个元素的逆元是自身 ,因而 S = S - 1 .于是群Γ关于S的 Cay2
ley图 CΓ( S) 存在.下面 ,我们只需证明 CCC ( n) 同构于 CΓ( S) .为此 ,将 CCC( n) 的顶点 ( u ,

i) 中的 u理解为列向量 u
→

.由 CCC ( n) 和 CΓ( S) 的定义知 ,它们的顶点集都为 ( Z2) n ×Zn .

建立映射

φ:　( Z2) n ×Zn → ( Z2) n ×Zn

( u
→

, i) → ( Mn - i +1 u
→

, n - i + 1) .

836　　　　　　　　　　　　　　　　中国科学技术大学学报　　　　　　　　　　　　　　第 31卷

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



容易验证φ是双射.下证φ保顶点相邻性.

设( u
→

, i) , ( v
→

, j) 是 CCC ( n) 的两顶点. 由 CCC ( n) 的定义知 , ( u
→

, i) 和 ( v
→

, j) 在

CCC ( n) 中相邻 Ζ ① u
→

= v
→
且 i - j ≡±1 (mod n) ; ②i = j且 u

→
和 v
→
的第 i个坐标不同 ,

其余坐标相同.由于

φ ( u
→

, i) = ( Mn - i +1 u
→

, n - i + 1) ,

φ ( v
→

, j) = ( Mn - j +1 v
→

, n - j + 1) ,

φ ( u
→

, i) - 1 = ( Mn - i +1 u
→

, n - i + 1) - 1 = ( - u
→

, i - 1) ,
所以 ,

φ ( u
→

, i) - 1 . φ ( v
→

, j) = ( - u
→

, i - 1) . ( Mn - j +1 v
→

, n - j + 1)

= ( - Mn- j +1 u
→

+ Mn - j +1 v
→

, n - j + i)

= ( Mn - j +1 ( - u
→

+ v
→
) , n - j + i) .

　　若①成立 ,即 u
→

= v
→
且 i - j = n ±1 (mod n) , 则

φ( u
→

, i) . φ( v
→

, j) = (0
→

, ±1) ∈S Ζ ( u
→

, i) 和 ( v
→

, j) 在 CΓ( S) 中相邻.

　　若②成立 ,即 i = j且 u
→
和 v
→
的第 i个坐标不同 ,其余坐标相同 ,则

φ( u
→

, i) . φ( v
→

, j) = ( Mn - i +1 ( - u
→

+ v
→
) ,0) = ( (1 ,0 , ⋯,0) ,0) ∈S

Ζ ( u
→

, i) 和 ( v
→

, j) 在 CΓ( S) 中相邻.

　　这说明 ( u
→

, i) 和 ( v
→

, j) 在 CCC( n) 中相邻 Ζφ( u
→

, i) 和φ( v
→

, j) 在 CΓ( S) 中相邻 ,即φ

是 CCC ( n) 到 CΓ( S) 的同构映射.因此 , CCC( n) 同构于 CΓ( S) .

5　结论
Cayley图具有高对称正则性 ,是一类非常合适的互连网络拓扑结构 ,它构造简单 ,备受

网络设计者重视.最简单的 Cayley图是完全图和圈.另一个重要而又简单的网络构造方法是

笛卡尔乘积.本文证明 Cayley图的笛卡尔乘积仍是 Cayley图.作为实例 ,指明超立方体、广义

超立方体、超环面、有向超环面是由完全图或圈通过笛卡尔乘积而得到 ,因而它们都是 Cay2
ley图.另外 ,循环网络和立方连通圈也都是 Cayley图.这样可以借助于代数方法来分析和研

究这些网络的性质.事实上 ,代数方法已成为网络分析的重要方法之一.
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Cartesian Product of Cayley Graphs

XU Jun2ming , XU Ke2li

( Department of Mathematics , USTC , Hefei 230026)

Abstract : Cayley graphs , which represent a category of symmetric and regular graphs derivable from

finite groups , have been shown to be very suitable to serve as interconnection network topologies. As

an operation of graphs , the Cartesian product is an important method in constructing larger networks

from some small and specified ones. In this paper , it is shown that the Cartesian product of Cayley

graphs is still a Cayley graph. In illustration of this result , circulants , hypercubes , generalized hyper2
cubes , toroidal meshes , cube2connected cycles and so on , are all Cayley graphs.

Key words : Cayley graphs ; Cartesian products ; interconnection networks ; hypercubes ; generalized

hypercubes

046　　　　　　　　　　　　　　　　中国科学技术大学学报　　　　　　　　　　　　　　第 31卷

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.


