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关于广义超立方体网络的
容错性和通信延迟

Ξ

徐俊明

(中国科学技术大学数学系 ,合肥 230026)

摘要 :直径是度量并行计算系统网络的容错性和信息延迟的重要参数. 广义超立方体

网络 Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 是并行计算系统网络中的一个重要拓扑结构. 令 k = m1 +

m2 + ⋯+ mn - n. 论文证明 : Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 的 k 直径等于 n + 1.
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1 　引言
目前 ,在高性能计算研究领域中 ,一个非常重要的研究方向是网络并行计算. 决定并行

计算性能 (比如容错和通信延迟)的重要因素是网络拓扑结构 ,而广义超立方体网络 Q ( m1 ,

m2 , ⋯, mn) 是并行计算网络的重要拓扑结构[1 ,2 ] .

网络拓扑结构通常用图 G来表示 ,其中 G 的顶点表示处理机 ,而边表示处理机之间的

通信连接. 网络的容错性和通信延迟通常分别用图的连通度和直径 (或容错直径) 来度量.

一般来说 ,高性能网络系统应具有大连通度和小直径 (或容错直径) . 图的这些参数在分析计

算系统网络的容错性和通信延迟中起了重要作用[3 ] . 但在并行计算系统的网络中 ,信息是通

过若干条内点不交的路径平行地进行传输. 对于这样的网络 ,仅孤立地考虑连通度和直径是

不够的 ,因为网络虽然有大连通度和小直径 ,但通过该网络中若干条内点不交的路进行并行

计算时 ,其中某些路径可能很长. 因此在并行计算系统的网络中 ,将连通度和直径结合起来

考虑是必要的. 基于这种考虑 ,一个度量并行计算系统网络的容错性和通信延迟的新参数

———宽直径 ———被提出来[4 ] . 近几年来 ,它已引起计算机理论工作者和数学工作者的极大

兴趣 ,并确定了许多著名网络 ,比如 n 维超立方体、de Bruijn 和 Kautz 网络以及环形格网的宽

直径[4～9 ] .

本文证明 Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 的连通度等于 k = m1 + m2 + ⋯+ mn - n ,宽度为 k 的直
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径等于 n + 1. 换句话说 , 该网络中任何两点之间存在 k 条内点不交的路而且其长度都不超

过 n + 1. 这个结果表明 :广义超立方体网络不但具有高容错性质 ,而且在该网络中进行并行

计算时 ,仍然具有短通信延迟的特点. 因此用它作为并行计算系统网络拓扑是合宜的.

2 　定义、记号和引理
设 G = G( V , E) 是一个简单图 (无环和重边) . G称为 k 正则的 ,如果 G中每个顶点度都

为 k . 连接两顶点 x 和 y 的路 P 称为 ( x , y) 路. P 中边的数目称为 P 的长度 ,记为 ‖P ‖. 具

有最小长度的路称为最短路. 最短 ( x , y) 路的长度称为 x 和 y 之间的距离 ,记为 d ( G; x , y) .

d ( G) = max{ d ( G; x , y) ∶Π x , y ∈V ( G) } 称为 G的直径. G中 n 条 ( x , y) 路 P1 , P2 , ⋯, Pn

称为内点不交的 ,如果对 Π i , j (0 ≤ i ≠j < n) ,均有 V ( Pi ∩ Pj) = { x , y} . G的连通度 ,记

为κ( G) ,定义为 G中任何两顶点之间内点不交路的最大条数. G称为 k 连通的 ,如果κ( G)

≥ k . 本文用到而未定义的有关图论术语和记号 ,可参见文献[10 ].

设 G是 k 连通图 ,则由上述定义知 , G中任何两顶点 x 和 y 之间存在 k 条内点不交的路.

用 dk ( G; x , y) 表示最小正整数 d 使得 G中存在 k 条内点不交的 ( x , y) 路 ,且它们的长度都

不超过 d. G 的宽度为 k 的直径 (简称 k 直径 ,或者宽直径) ,记为 dk ( G) , 定义为

dk ( G) = max{ dk ( G; x , y) ∶Π x , y ∈V ( G) }

　　由宽直径的定义知 , 若 G是 k 连通图 ,则 dk ( G) 一定存在. 反之 ,若 dk ( G) 存在 ,则使得

dk ( G) 存在的最大 k值即为G的连通度κ( G) . 因此 ,宽直径的概念是连通度和直径概念的结

合和推广.

引理 1[6 ,7 ] 　设 G是 k 正则 k 连通图 , k ≥2 ,则 dk ( G) ≥ d ( G) + 1.

用 ( x1 x2 ⋯xn) 表示 n 维非负整数数组空间中的向量 ,其中 x l ( l = 1 ,2 , ⋯, n) 称为它的

第 l 个坐标. 设 m1 , m2 , ⋯, mn 是 n 个不小于 2 的正整数. 所谓广义 n 维超立方体 ( Generalized

Hypercube) 网络[2 ] ,记为 Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) , 是指这样一个图 , 它有顶点集 V = { x ∶=

( x1 x2 ⋯xn) ,0 ≤x l ≤ml - 1 , 1 ≤ l ≤n} ,两顶点之间有边相连当且仅当它们有而且仅只有

一个坐标不同. 当 m1 = ⋯= mn = m 时即为著名的m2ary n2cube网络[2 ] ,记为 Qn ( m) ;当 n

= 1 时 ,它就是 m 阶完全图 Km ;当 m = 2 时 ,它就是著名的 n 维超立方体网络 ,记为 Qn ,它

被广泛用于并行计算系统的网络设计中[9 ,11 ] . 由上述定义 ,容易证明下列两个引理.

引理 2 　Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 是 m1 + m2 + ⋯+ mn - n 正则的 ,且有 m1 m2 ⋯mn 个顶点 ,

直径 n. 特别 , Qn ( m) 是 n ( m - 1) 正则的 ,且有 mn 个顶点 ,直径 n.

引理 3 　Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 能沿着第 l (1 ≤ l ≤ n) 个坐标划分成 ml 个广义 n - 1 维超

立方体 Qi ( m1 , ⋯, mi - 1 , i , ml +2 , mn) ,0 ≤i ≤ml - 1 ,且对 Qi ( m1 , ⋯, mi - 1 , i , ml +2 , mn) 中每

个顶点 u ,它在 Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 中的邻点有且仅有 ml - 1个不在 Qi ( m1 , ⋯, mi - 1 , i , ml +2 ,

mn) 中 ,并分别落在 ml - 1 个 Qj ( m1 , ⋯, mi - 1 , i , ml +2 , mn) 中 ,0 ≤ j ≠ i ≤ml - 1.

特别 , Qn ( m) 能沿着任何一个坐标划分成 m 个 m2ary n2cube Qi
n - 1 ( m) ,0 ≤ i ≤m - 1 ,

而且对每个顶点 u ∈V ( Qi
n - 1 ( m) ) ,0 ≤ i ≤m - 1 , u 在Qn ( m) 中的邻点有且仅有 m - 1 个

不在 Qi
n - 1 ( m) 中 ,并分别落在 m - 1 个 Qj

n - 1 ( m) 中 ,0 ≤ j ≠ i ≤m - 1.
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3 　主要结果
定理 1 　 dn ( m - 1) ( Qn ( m) ) = n + 1 ,其中当 m = 2 时 , n ≥2.

证明 　我们首先证明

dn ( m - 1) ( Qn ( m) ) ≤ n + 1. (1)

对 n ≥1 用归纳法. 当 n = 1 时 , Q1 ( m) 为 m 阶完全图 Km . 而 dm - 1 ( Km) ≤2 ,其中严格不等

号成立当且仅当 m = 2. 因此 ,当 m ≥3 时 ,有 dn ( m - 1) ( Ql ( m) ) = dm - 1 ( Km) = 2 = n + 1 ,

归 纳 基 础 成 立. 以 下 假 定 对 任 何 m2ary n2cube 网 络 Qn- 1 ( m) 均 有

d ( n - 1) ( m - 1) ( Qn - 1 ( m) ) ≤ n.

设 Qn ( m) 是一个 m2ary n2cube 网络 , n ≥2 ,并设 x 和 y 是 Qn ( m) 中任意两顶点. 要证

明在 Qn ( m) 中存在 n ( m - 1) 条内点不交且长度都不超过 n + 1 的 ( x , y) 路.

为使叙述和记号简单一些 ,不妨设 x = (0 x2 x3 ⋯xn) , y = ( ly2 y3 ⋯yn) . 记

x i = ( ix2 x3 ⋯xn) , y i = ( iy2 y3 ⋯yn) , i = 0 ,1 , ⋯, m - 1.

则 x0 = x , yl = y. 由引理 3 ,设 Q0
n - 1 ( m) , Q1

n - 1 ( m) , ⋯, Qm - 1
n - 1 ( m) 是 Qn ( m) 按第 1个坐标的

划分 , x i ∈Qi
n - 1 ( m) , i = 0 ,1 , ⋯, m - 1. 由归纳假设 ,有

d ( n - 1) ( m - 1) ( Qi
n - 1 ( m) ) ≤ n , 0 ≤ i ≤m - 1.

记 Pi
0 , Pi

1 , ⋯, Pi
( n - 1) ( m - 1) - 1是 Qi

n - 1 ( m) 中 ( n - 1) ( m - 1) 条内点不交且长度不超过 n的 ( xi ,

y i) 路 ,并记 Pi 是 Qi
n - 1 ( m) 中一条最短 ( x i , yi) 路. 则由引理 2 知 ,对每个

‖Pi ‖≤ dQi
n - 1 ( m) = n - 1 , 0 ≤ i ≤m - 1.

由于 Qi
n - 1 ( m) 是 ( n - 1) ( m - 1) 正则的 ,所以不妨设 Pi

0 与顶点 x i 相邻的边和 Pi 共有. 所以 ,

对任何 j = 1 , ⋯, ( n - 1) ( m - 1) - 1 , Pi
j 的长度至少是 2. 对每个 i , j = 0 ,1 , ⋯, ( n - 1) ( m

- 1) - 1 ,设 w i
j 是 Pi

j 中与 xi 相邻的顶点 ,并记 Pi
j ( w i

j , y i) 是 Pi
j 中的 ( w i

j , yi) 段. 于是 ,对每个

i ( i = 0 ,1 , ⋯, m - 1) 和 j ( j = 1 ,2 , ⋯, ( n - 1) ( m - 1) ) - 1 , Pi
j 可以表示成

Pi
j = x i →w i

j → Pi
j ( w i

j , y i) → y i .

　　我们分别用三种情形来构造 Qn ( m) 中 n ( m - 1) 条内点不交且长度都不超过 ( n + 1) 的

( x0 , y l) 路.

情形 1 　( x2 x3 ⋯xn) ≠ ( y2 y3 ⋯yn) 且 l = 0. 在此情形下 , y = y0 . 取

Ri - 1 = x0 → x i → Pi → yi → y0 , i = 1 , ⋯, m - 1 ;

Rm - 1+ j = x0 → P0
j → y0 , j = 0 ,1 ,2 , ⋯, ( n - 1) ( m - 1) - 1.

不难验证 , { Rj ∶0 ≤ j ≤ n ( m - 1) - 1} 是 Qn ( m) 中 n ( m - 1) 条内点不交的 ( x0 , y0) 路 ,

而且它们的长度

‖Ri - 1 ‖ = 1 + ‖Pi ‖+ 1 ≤ ( n - 1) + 2 = n + 1 , i = 1 , ⋯, m - 1 ;

‖Rm - 1 + j ‖ = ‖P0
j ‖≤ n , j = 0 ,1 ,2 , ⋯, ( n - 1) ( m - 1) - 1.

　　情形 2 　 ( x2 x3 ⋯xn) ≠ ( y2 y3 ⋯yn) 且 l ≠0. 取

R0 = x0 → P0 → y0 → y l ; 　Rl = x0 → x l → Pl → yl ;

Ri = x0 → x i → Pi → yi → y l , i = 1 , ⋯, m - 1 ; i ≠ l ;

Rm + j = x0 →w0
j →w l

j → Pl
j ( w l

j , y l) → y l , j = 1 ,2 , ⋯, ( n - 1) ( m - 1) - 1.
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不难验证 , { Rj ∶0 ≤ j ≤ n ( m - 1) - 1} 是 Qn ( m) 中 n ( m - 1) 条内点不交的 ( x0 , y l) 路 ,

而且它们的长度

‖R0 ‖ = ‖P0 ‖+ 1 ≤ ( n - 1) + 1 = n ;

‖Rl ‖ = ‖Pl ‖+ 1 ≤ ( n - 1) + 1 = n ;

‖Ri ‖ = 1 + ‖Pi ‖+ 1 ≤ ( n - 1) + 2 = n + 1 , i = 1 , ⋯, m - 1 , i ≠ l ;

‖Rm + j ‖ = 1 + ‖Pl
j ‖≤1 + n , j = 1 ,2 , ⋯, ( n - 1) ( m - 1) - 1.

　　情形 3 　 ( x2 x3 ⋯xn) ≠ ( y2 y3 ⋯yn) . 在此情形下 , l ≠0 ,且 y = x l . 取

R0 = x0 → x l ;

Ri = x0 → x i → xl , i = 1 ,2 , ⋯, m - 1 , i ≠ l ;

Rm - 1 + j = x0 →w i
j →w l

j → xl , j = 0 ,1 ,2 , ⋯, ( n - 1) ( m - 1) - 1.

不难验证 , { Rj ∶0 ≤ j ≤ n ( m - 1) - 1} 是 Qn ( m) 中 n ( m - 1) 条内点不交的 ( x0 , x l) 路 ,

而且对任何 j , (0 ≤ j ≤ n ( m - 1) - 1) , ‖Ri ‖≤3 ≤ n + 1.

由归纳原理 ,我们证明了式 (1) 成立.

由引理 2 知 , Qn ( m) 是 n ( m - 1) 正则的 , d ( Qn ( m) ) = n ,而且由式 (1) 知 , Qn ( m) 是

n ( m - 1) 连通的. 所以由引理 1 ,

dn ( m - 1) ( Qn ( m) ) ≥ n + 1. (2)

　　结合式 (1)和式 (2) ,定理 1 得证.

推论 2[9 ] 　 dn ( Qn) = n + 1 , n ≥2.

定理 3 　令 k = m1 + m2 + ⋯+ mn - n ,则 dk ( Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) ) = n + 1 ,其中当

m1 = 2 时 , n ≥2.

定理 3 的证明 ,除了叙述和记号繁琐一些外 ,与定理 1 的证明完全一样 ,不再赘述.

推论 4 　κ( Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) ) = m1 + m2 + ⋯+ mn - n. κ( Qn ( m) ) = n ( m - 1) .

证明 　由定理 3 知 Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) 中任何两顶点之间存在 m1 + m2 + ⋯+ mn - n

条内点不交的路 ,因此κ( Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) ) ≥m1 + m2 + ⋯+ mn - n. 另一方面 , Q ( m1 ,

m2 , ⋯, mn) 是 m1 + m2 + ⋯+ mn - n 正则的 ,所以应有κ( Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) ) ≤m1 + m2

+ ⋯+ mn - n. 于是 ,κ( Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) ) = m1 + m2 + ⋯+ mn - n.
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Fault Tolerance and Transmission Delay
of Generalized Hypercube Networks

XU Jun2ming

( Department of Mathematics , USTC , Hefei 230026 , China)

Abstract : The wide diameter is an important measure for fault tolerance and transmission delay of a

parallel processing computer network. The generalized hypercube Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) is an important

network topology for parallel processing computer systems. In this paper , it is shown that the diameter

with width k = m1 + m2 + ⋯+ mn - n of Q ( m1 , m2 , ⋯, mn) is equal to n + 1.

Key words : generalized hypercube ; fault tolerance ; transmission delay ; connectivity ; wide2diameter
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The Synchro2curvature Spectra of Electrons
with a Power2la w Energy Distribution

XIA Tong2sheng , ZHANGJia2lu , CHEN Ci2xing

( Center for Astrophysics , USTC , Hefei 230026 , China)

Abstract : Based on the new synchro2curvature radiation mechanism by J . L. Zhang et al . , if the mag2
netic field of a radiation region is not flat and straight , the synchro2curvature radiation , not the syn2
chrotron radiation , should be the basis on which a real description is to be achieved. In this paper , the

synchro2curvature radiation spectrum of electrons is calculated with a power2law energy distribution and

it is found that in a curved magnetic field , the resulting spectrum of electrons could be clearly distin2
guished from power2law. This means that the previous conclusion is open to question.

Key words : curved magnetic field ; synchro2curvature mechanism ; radiation spectrum
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