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关于!连通图的容错直径和宽直径
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摘 要 容错直径和宽直径是度量网络可靠性和有效性的重要参数9对任意 D连通图?它的容

错直径 ED不超过宽直径 FD9本文证明G当 E#H #时?F!I 2+JKE!L >?#E!M #NO当 E#P !时?

F!I @E#M >AQ#@E#M >A@E!M >AM E#M #RL >9
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> 引 言

本 文采用Q>R中有关图论术语和记号9设 VH @W?XA是连通的简单无向图9V的直径

F@VA是V中任何两顶点之间最短路的最大长度?V的连通度Y@VA是分离V所需的最小顶点数

目9若 V是D连通的?则由著名的.1*Z1)定理知?对于V中任何两个不同的顶点[和\?V中

存在至少 D条内部不交的@[?\A路9图的这一性质表明?当网络的传输带宽有限时?为加快数

据传输?人们可以首先将需要传输的数据包拆成 D个小包?然后沿 D条内部点不交路分别同时

传输9
然而?在一个实时处理系统@比如图象处理系统?雷达系统?天气预报系统等A的互连网络

中?传输延迟是有一定要求的?超过给定时限的任何数据都被认为是无效的9在这样的系统

中?一定数目的处理器发生故障?势必会增大传输延迟?或者用 D条内部不交的路传输数据时?
其中每条路长应限制在一定的范围内9这些问题的研究导致两个重要的图论概念 ]容错直径

和宽直径9
设V是一个 D连通图9则对任何子集 ^_ W@VA?如果 ‘̂ ‘a D?那么 VM ^是连通的?即

VM ^的直径 F@VM Â是确定的9V的@DM >A容错直径 ED@VA定义为

ED@VAH 2+JKF@VM ÂGb^_ W@VA?‘̂‘a DN9
由定义?易知

F@VAH E>@VAI E#@VAI c I EDM>@VAI ED@VA9
V的 D宽直径 FD@VA定义为最小正整数 d使得对于 V中任何两顶点 e和 f?存在 D条内部不交
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且长度都不超过 !的 "#路$由定义%易知

&’()* &+’(), &-’(), . , &/0+’(), &/’()$
容错直径概念是由 12345678992:5;和 12345678<2:5;=->提出来的%而宽直径的概念是由

?4<%@;<<=A>和 BC76D236%@3=E>独立提出来的$这两个参数给出了容错网络和平行处理系统

网络的传输延迟的准确度量%已引起许多研究者的兴趣%并已确定了许多著名网络的容错直径

和宽直径的值=A%F>$
在本文中%如果没有特别指明%记号 &%&/%G/分别表示图 (的直径 &’()%宽直径 &/’()

和容错直径G/’()$对于/连通图(%由容错直径G/的定义%(中存在两顶点"%#和子集HI
J’()KL"%#M%NHNO /%使得 "和 #在 (0 H的距离为 G/$由宽直径的定义知%(中存在 /条

内部点不交的 "#路使得每条路的长度不超过 &/$由于 NHNO /%所以这 /条 "#路中至少有一

条不含 H中顶点$这表明 G/, &/%其中的等号对许多著名的图是成立的=F>$
对于一般的图 (%求它的宽直径是个 PQR572D问题=S>%求图的容错直径难度也很大$因

此%讨论 &/和 G/之间的进一步关系显然是重要的$BC76D236和 @3=E>证明了下述结果$
引理 + 设(是-连通图$当&*-时%&-,G-T+U当&VS时%&-,’&0+)’G-0+)$

最近%作者=W>改进了这个结果%证明了X&-,87YL’&0+)’G-0 &-0+)T+%G-T+MU

当 &* -时%&S, 87YL’G-0 +)’GS0
G-
-0 +)T +%SGS0 E%GST +M%

并给出 &* -时 &-

* G-T +的一个充分必要条件X&-* S或 A且达到&-值的任何两顶点必相邻$本文讨论 S连

通 图的容错直径和宽直径的关系%证明了X当G-*-时%&S,87YLGST+%-GS0-MU当G-V
S时%&S, ’G-0 +)=-’G-0 +)’GS0 +)0 G-0 ->T +$

- 主要结果的证明

引理 - 设 (是 S连通图%"#Z [’()$则 (0 "#中存在 -条内部不交且长度不超过

87YLGST +%G-’GS0 -)T -M的 "#路$
证 明 设\是(0"#中一条最短的"#路$由于]’\)0+,&’(0#),G-%所以%]’\)

, G-T +, GST +$我们分别考虑 ]’\)* -和 ]’\)V S两种情形$
设 ]’\)* -%并设 \* "̂#$因为 (是 S连通的%所以 _’()V S$设 ‘是 #在 (0 "#中

的异于 ^的邻点%a是 (0 L̂%#M中一条最短 "‘路$则 aT ‘#是 (0 "#中一条与 \内部

不交的 "#路%而且

]’aT ‘#)* ]’a)T +, &’(0 L̂%#M)T +, GST +$
因此%\和 aT ‘#是 (0 "#中 -条内部不交且长度都不超过 GST +的 "#路$

设 ]’\)V S%并设\* "̂+. b̂#’-,b,G-)%‘是#在(0"#中异于 b̂的一个邻点%
\c是 (0 L̂c%#M中一条最短的"‘路$则对每个c*+%-%.%b%有]’\c),&’(0 L̂c%#M),

GS$
若 \与\+%.%\b中某条\c内部不交%则\和\c是(0"#中-条内部点不交且长度都不

超过 GST +的 "#路$下面%假定 \与 \+%.%\b 中任何一条内部相交$则 \经过 \+d \-d
. d \b 的内部点至少 b次$令 e* \d \+d \-d . d \bd L‘#M$用 f表示 e的顶点
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数目!于是"
#$ %& ’& ’()*+ ,-& ,+ ’. ’()*+ ,-& *!

任取 /0 1(2-345"67!若 /. /8"则 98& :6是 ;+ /8中 56路<若 /不为任何 /8则 9
是2+ /中 56路!这说明在 2中分离 5和 6至少需要 %个顶点!由 =>?@>A定理知"2中必

存在两条内部点不交的 56路!设 B,和 B%是这样的两条路"并不妨设 C(B,-$ C(B%-!由于 ’
& ,. C(9-$ C(B,-和 ’$ )%"所以"

C(B%-$ #+ DC(B,-+ ,E+ ,$ ’()*+ ,-& *+ ’+ ,$ )%()*+ %-& %!
因此"B,和 B%是 ;+ 56中两条内部点不交且长度都不超过 )%()*+ %-& %的 56路!引理

得证! F
定理 * 设 ;是 *连通图!若 )%. %"则 G*$ HIJ4)*& ,"%)*+ %7!
证明 由宽直径的定义"只需证明对;中任意两顶点5和6"存在 *条内部点不交且长度

都不超过 HIJ4)*& ,"%)*+ %7的 56路!
由引理 %"不妨设是 5和 6在;中不相邻!由于G(;-$)%(;-. %"所以5和6之间的距

离为 %!设 9. 5/6是;中一条最短的56路!设B,和B%是;+/中两条内部不交的56路"
并不妨设 C(B,-$ C(B%-$ G%(;+ /-!由于 %$ G(;+ /-$ )%. %"所以 G(;+ /-. %!
由引理,得"

C(B%-$ G%(;+ /-$ )%(;+ /-& ,$ )*& ,!
因此"9"B,和 B%是 ;中 *条内部点不交且长度都不超过 )*& ,的 56路! F

定理 K 设 ;是直径 G至少为 %的 *连通图!若 )%L *"则

G*$ ()%+ ,-D%()%+ ,-()*+ ,-+ )%+ %E& ,!
证明 由宽直径的定义"只需证明对 ;中任意两顶点 5和 6"存在 *条内部点不交且长度

都不超过()%+ ,-D%()%+ ,-()*+ ,-+ )%+ %E& ,的 56路!
不难验证当 )*L )%L *时有

)*& ,$ ()%+ ,-()*+ ,-M )%()*+ %-& %
M ()%+ ,-D%()%+ ,-()*+ ,-+ )%+ %E& ,! (,-

所以"由引理%和不等式(,-"不妨设 5和6在;中不相邻!设9.5/,N/’6是;中一条最短的

56路"则 ,$ ’$ G+ ,!对每个 8. ,"%"N"’"令 B8,和 B8%是 ;+ /8中 %条内部不交的

最短 56路!显然"’& ,$ C(B8,-"C(B8%-$ G%(;+ /8-!我们进一步证明

C(B8O-$ ()%+ ,-()*+ ,-"8. ,"%"N"’"O. ,"%! (%-
事实上"若存在 8使得G(;+/8-.%"则由引理,和不等式(,-"C(B8O-$G%(;+/8-$)*

& ,$ ()%+ ,-()*+ ,-<若存在 8使得 G(;+ /8-L *"则由引理 ,"C(B8O-$ G%(;+ /8-$
DG(;+ /8-+ ,ED)%(;+ /8-+ ,E$ ()%+ ,-()*+ ,-!因此"不等式(%-成立!

令 2.9P 4B8OQ8. ,"%"N"’"O. ,"%7"并令2中的顶点数为#!我们要证明2中存

在 *条内部点不交且长度都不超过的()%+ ,-D%()%+ ,-()*+ ,-+)%+ %E& ,的56路!
由 C(9-. ’& ,$ )*及不等式(,-和(%-"不妨假定 9和4B8OQ8. ,"%"N"’"O. ,"%7中

不存在 *条内部点不交的56路!那么这 %’& ,条56路的内部点重复次数至少为’& (’+
,-’. ’%"其中对每个 8和 R(,$ 8$ ’"RS 8-"9与 B8,或者 B8%至少有一个内部交点"B8,和

B8%分别与 BR,或者 BR%至少有一个内部交点!于是"
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!" #$ %$ #%&’(#) *+’(,) *+) *-) %#

. #%’(#) *+’(,) *+) %#) %$ #/
现在证明在 0中分离 1和 2至少需要 ,个顶点/任取两个不同的 3456 7’0+89142:/

若 345都不在 ;中4则 ;是 0) 9345:中 12路/若 3和 5中至少有一个在 ;中4不妨设 3
. 3<4则 =<*和=<#是0)3中两条内部不交的12路4即0)9345:中含一条12路/这说明

在 0中分离1和2至少需要 ,个顶点/由>?@A?B定理40中存在 ,条内部点不交的12路4设
为 ;*4;#和 ;,4并不妨设 C’;*+" C’;#+" C’;,+/由于 %$ *. C’;+" C’;*+4所以4

C’;,+" !) &C’;*+) *-) &C’;#+) *-) *" !) #%) *

" #%’(#) *+’(,) *+) %#) %$ #) #%) *
. %&#’(#) *+’(,) *+) %) ,-$ */

令 D’%+. %&#’(#) *+’(,) *+)%) ,-$ */由于 *"%"E) *"(#) *且(,
F (#F ,4所以不难验证D’%+在区间&*4(#) *-上单调增加/由于;*4;#和;,是G中,条

内部点不交的 12路4所以由宽直径的定义4
E," C’;,+" D’(#) *+. ’(#) *+&#’(#) *+’(,) *+) (#) #-$ */

定理得证/ H
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