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摘要 :限制边连通度是对传统边连通度的推广 ,而且是计算机互连网络容错性的一个

重要度量. 本文考虑两类重要的网络模型 ———Kautz 有向图 K( d , n) 和 Kautz 无向图

UK( d , n) 的限制边连通度λ′, 并得到如下结果 :除了λ′( K(2 ,1) ) 不存在外 ,均有

λ′( K( d , n) ) = 2 d - 2 ; 当 d ≥3 , n ≥3 时 , 4 d - 5 ≤λ′( UK( d , n) ) ≤4 d - 4.
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作为传统边连通度的推广 ,Esfahanian 和 Hakimi[3 ]首先提出限制边连通度的概念如下 :

定义 1 　设 G = ( V , E) 是连通无向图 , B 是 E 的非空子集. 如果 G - B 不连通且不含孤

立点 ,则称 B 为 G的限制边割. G的限制边连通度 ,记为λ′( G) , 定义为 G的所有限制边割中

的最小边数.

命题 1[3 ] 　设 G是阶至少为 4 的连通无向图且不为星图 ,则λ′( G) 存在且λ( G) ≤λ′( G)

≤ξ( G) , 其中λ( G) 为 G的边连通度 ,ξ( G) = min{ d ( x) + d ( y) - 2 ∶P xy ∈ E( G) } .

定义 2 　设 D = ( V , E) 是强连通有向图 , F 是 E 的非空子集. 如果 D - F 不强连通且 D

- F 的任一强连通分支至少有两个点 ,则称 F 为 D 的限制截边集. D 的限制边连通度 ,记为

λ′( D) , 定义为 D 的所有限制截边集中的最小边数.

本文完全确定了 Kautz 有向图的限制边连通度 ,并给出了 Kautz 无向图的限制边连通度的

一个仅相差 1 的上界和下界.

定义 3 　Kautz 有向图 ,记为 K( d , n) , 有顶点集 V 和边集 E , 其中 V = { x1 x2 ⋯xn ∶x i ∈

{ 0 ,1 , ⋯, d} , x i +1 ≠ x i , i = 1 ,2 , ⋯, n - 1} , 而且对 x , y ∈V , 若 x = x1 x2 ⋯xn , 则 ( x , y) ∈

E Z y = x2 x3 ⋯xnα,α ∈{ 0 ,1 , ⋯, d} \ { xn} .

显然 , K( d ,1) 是阶为 d + 1 的完全有向图. 已经证明了 K( d , n) 是 d 正则的 ,而且其连通

度为 d.

一对有向边称为是对称的 ,如果它们有相同的端点而方向不同. 如果在顶点 x 和 y 之间有

一对对称边 ,则 x = x1 x2 ⋯xn 的坐标 x1 , x2 , ⋯, xn 在 { 0 ,1 , ⋯, d} 中两个不同的元素 a 和 b 之
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间交错出现. 因此 ,当 n 为偶数时 ,必有 y = x2 x3 ⋯xnx1 ; 当 n 为奇数时 ,必有 y = x2 x3 ⋯xnx2 .

在本文中 ,对称边的两端点 x 和 y 都采用这种表示. 易知 , K( d , n) 恰好包含了
d + 1

2
对称

边 ,不同对的对称边的端点之间的距离至少为 n - 1. 若 ( x , y) 和 ( y , x) 为一对对称边 ,以下

为方便起见 ,我们也称它们之中的一条边为对称边. 若 u = u1 u2 ⋯un 和 v = v1 v2 ⋯vn 是 K( d ,

n) 的两个不同的顶点. 若 un ≠ v1 , 则 K( d , n) 中唯一长为 n 的有向链 P :

u = u1 u2 ⋯un → u2 u3 ⋯unv1 → u3 u4 ⋯unv1 v2 →⋯→ v1 v2 ⋯vn = v

可简记为 P = u1 u2 ⋯unv1 v2 ⋯vn .

定义 4 　Kautz 无向图 ,记为 UK( d , n) 是一个简单无向图. 它是通过删去 K( d , n) 中所有

边的方向并去掉由此产生的多重边而得到. UK( d , n) 中一条边称为是奇异的 ,如果它相应于

K( d , n) 中一对对称边.

显然 , UK( d ,1) = Kd+1 且 UK( d , n) ( n ≥2) 的最小度为 2 d - 1. Bermond 和 Peyrat 在[4 ]

中证明了 UK( d , n) ( n ≥2) 的连通度为 2 d - 1. Xu 和 Fan 已证明λ′( UK(2 ,2) ) = 3 , 且当 n

≥3 时 ,λ′( UK(2 , n) ) = 4 和下面的引理.

引理 1 　设 xy 是UK( d , n) ( d ≥2 , n ≥2) 中任一条奇异边 ,则 UK( d , n) 中存在 2 d - 1 条

内点不交的 xy2路 ,其中一条长为 1 ,其余 2 d - 2 条长为 3.

引理 2 　设 ( x , y) 和 ( u , v) 是 K( d , n) ( d ≥2 , n ≥2) 中任两条不相邻的边且 ( x , y) 为

对称边 ,则 K( d , n) 中存在 (2 d - 2) 条内点不交的从 { x , y} 到 { u , v} 的有向路.

证 　设 x = x1 x2 ⋯xn , 则 y = x2 x3 ⋯xnα, 其中当 n 为偶数时 ,α = x1 ; 当 n 为奇数时 ,α

= x2 , 而且 x i ∈{ a , b} . 记 u = u1 u2 ⋯un , 则 v = u2 u3 ⋯unun+1 , 其中 u1 , ⋯, un +1 ∈{ 0 ,1 , ⋯,

d} 且 ui ≠ ui +1 , i = 1 ,2 , ⋯, n . 选取 (2 d - 2) 条从 { x , y} 到 { u , v} 的有向链 W1 , W2 , ⋯,

Wd - 1 , T1 , T2 , ⋯, Td- 1 如下 :

W i =
x1 x2 x3 ⋯xnw iu1 u2 ⋯un ,

x1 x2 x3 ⋯xnw iu2 u3 ⋯un ,
　

w i ≠ u1 ,

w i = u1 ;
　Tj =

x2 x3 ⋯xnαtju2 u3 ⋯un +1 ,

x2 x3 ⋯xnαtju3 u4 ⋯un +1 ,
　

tj ≠ u2 ,

tj = u2 ,

其中 w i , tj ∈{ 0 ,1 , ⋯, d} \ { a , b} , w1 , w2 , ⋯, wd - 1 互不相同 , t1 , t2 , ⋯, td - 1 互不相同. 两条从

{ x , y} 到 { u , v} 的有向链称为内点不交的 ,如果它们仅在 { x , y} 或 { u , v} 中相交. 我们现在

证明上面选取的 (2 d - 2) 条从 { x , y} 到 { u , v} 的有向链 W1 , W2 , ⋯, Wd- 1 , T1 , T2 , ⋯, Td - 1 是

内点不交的.

假若存在 i 和 j (1 ≤ i ≠ j ≤ d - 1) 使得 W i 与Wj 内点相交 (可设 w i ≠ u1 ) ,且设 z 为 W i

与 Wj 的第一个内部交点. 设 Wi ( x , z) 部分的长为 k , Wj ( x , z) 部分的长为 t , 则 2 ≤ k , t ≤ n

- 1. 由于 z 可由 x 沿 Wi 通过 k 步 ,沿 Wj 通过 t 步到达 ,故 z 可写成

z = xk +1 ⋯xnw iu1 ⋯uk - 1 =
x t +1 ⋯xnwju1 ⋯ut - 1 ,

x t +1 ⋯xnwju2 ⋯ut ,
　

wj ≠ u1 ,

wj = u1 .

　　因为 w i ≠wj , 所以 k ≠ t . 当 k < t 时 ,存在 h ( k + 1 ≤ h ≤n) 使 wj = xh ∈{ a , b} , 矛

盾. 当 k > t 时 ,存在 l ( t + 1 ≤ l ≤ n) 使 w i = x l ∈{ a , b} , 矛盾. 所以 , W1 , W2 , ⋯, Wd - 1 是

内点不交的. 同样地可以证明 T1 , T2 , ⋯, Td - 1 也是内点不相交的.

假若存在 i 和 j (1 ≤ i , j ≤d - 1) 使得 Wi 与 Tj 有内点相交 ,则令 z 为W i 与 Tj 的第一个内

部交点. 设 W i ( x , z) 部分的长为 k , Tj ( y , z) 部分的长为 t , 则 2 ≤ k , t ≤ n - 1. 由于 z 可由 x

沿 W i 通过 k 步可达 , z 由 y 沿 Tj 通过 t 步到达 ,故 z 可表示成
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z =

xk +1 ⋯xnw iu1 ⋯uk - 1 = xnαtju2 ⋯ut ,

xk +1 ⋯xnw iu2 ⋯uk = x t +2 ⋯xnαtju2 ⋯ut ,

xk +1 ⋯xnw iu1 ⋯uk - 1 = x t +2 ⋯xnαu2 ⋯ut +1 ,

xk +1 ⋯xnw iu2 ⋯uk = x t +2 ⋯xnαu2 ⋯ut +1 ,

　

w i ≠ u1 , tj ≠ u2 ;

w i = u1 , tj ≠ u2 ;

w i ≠ u1 , tj = u2 ;

w i = u1 , tj = u2 .

同前面情形一样地分析可得到 w i 或 tj ∈{ a , b} 的矛盾. 所以 ,对任何 i 和 j (1 ≤i , j ≤d - 1) ,

W i 与 Tj 是内点不相交的.

综上知我们选取的 2 d - 2 条从 { x , y} 到 { u , v} 的有向链 W1 , W2 , ⋯, Wd - 1 , T1 , T2 , ⋯,

Td- 1 是内点不交的 ,且每条链必包含一条从 { x , y} 到 { u , v} 的有向路作为子图. 引理得证.

引理 3 　设 ( x , y) 是 Kautz 有向图 K( d , n) ( d ≥2 , n ≥2) 中任一条对称边 ,则从 { x , y}

发出的边集 E+ ({ x , y} ) 是 K( d , n) 的限制截边集.

证 　记 D = K( d , n) ( d ≥2 , n ≥2) . 设 x = x1 x2 ⋯xn 和 y = x2 x3 ⋯xnα. 下证 E+ ({ x ,

y} ) 是 D 的限制截边集. 记 D1 = D[{ x , y} ] , 显然 D1 是强连通的. 因为当 n ≥2 , d ≥2 时 , 　

| D2 | = | D | - | D1 | = dn + dn - 1 - 2 > 2 , 所以只需证 D2 = D - D1 是强连通的. 任取 u , v ∈

V ( D2) .

情形 1 　 d = 2. 因为κ( D) = d = 2 , 所以 D 中存在两条内点不交的 ( u , v) 2路 P1 和 P2 .

若 P1 与 P2 中有一条既不含 x 也不含 y , 则 D2 中必有一条 ( u , v) 2路. 下设 x ∈V ( P1) , y ∈

V ( P2) , 并设 ( w , x) ∈ E( P1) , ( y , z) ∈ E( P2) , 则 ( w , z) ∈ E( D) . 于是 P1 ( u , w) + ( w , z)

+ P2 ( z , v) 是 D2 中一条 ( u , v) 2路. 同理可证 D2 中也包含一条 ( v , u) 2路.

情形 2 　 d ≥3. 因为κ( D) = d ≥3 , 所以 D 中存在 d 条内点不交的 ( u , v) 2路. 因此 D2

中必包含一条 ( u , v) 2路. 同理 D2 中也包含一条 ( v , u) 2路.

由情形 1 与情形 2 知 , u 和 v 在 D2 中是强连通的 ,又由 u , v 的任意性知 , D2 是强连通的.

故 E+ ({ x , y} ) 是 D = ( K( d , n) ) 的一个限制截边集. 引理得证.

定理 1 　λ′( K( d , n) ) =
不存在 ,

2 d - 2 ,
　

n = 1 , d = 2 ;

d ≥3 , n = 1 或 d ≥2 , n ≥2.

证　记 D = K( d , n) 和λ′=λ′( D) . 因为 K(2 ,1) 是 3 阶完全有向图 ,显然没有限制截边

集 ,故λ′( K(2 ,1) ) 不存在. 又当 d ≥3 时 , K( d ,1) 是 d + 1 阶完全有向图 ,易知λ′( K( d ,1) )

= 2 d - 2. 以下设 n ≥2 , d ≥2. 并设 ( x , y) 是 D 的一条对称边. 由引理 3 知 , F = E+ ({ x ,

y} ) 是 D 的一个含有 (2 d - 2) 条边的限制截边集 ,故λ′≤| F | = 2 d - 2.

设 B < E( D) 是 D 的一个限制截边集使得 | B | = λ′. 则 D 的顶点集被划分成两个不相

交的子集 V1 和 V2 使得 B = E( V1 , V2) . 由 B 的定义知 , | V1 | ≥2 , | V2 | ≥2. 只需证明 | B

| ≥2 d - 2. 事实上 ,由于 D 中有
d + 1

2
对对称边 ,且

d + 1

2
> 2 d - 2 , 所以 D[ V1 ] 或

D[ V2 ]中至少有一对对称边. 又由 D 为平衡图知 , | B | = | E( V1 , V2) | = | E( V2 , V1) | . 于是 ,

由引理 2 得 | B | ≥2 d - 2. 故λ′= | B | = 2 d - 2. 定理得证.

引理 4 　设 xy 和 uv 是 UK( d , n) ( d ≥2 , n ≥3) 中任两条不同的奇异边 ,则

| N ({ x , y} ) ∩N ({ u , v} ) | =
2 或 0 ,

0 ,
　

n = 3 ;

n ≥4.

　　证明不难 ,从略.

定理 2 　4 d - 5 ≤λ′( UK( d , n) ) ≤4 d - 4 , d ≥3 , n ≥3.
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证 　设 F是UK( d , n) ( d ≥3 , n ≥3) 的一个最小限制边割. 则 UK( d , n) - F中存在两个

非平凡的子图 G1 与 G2 使得 F = E( G1 , G2) ∪E( G2 , G1) , 其中 E( G1 , G2) 和 E( G2 , G1) 分别

表示 K( d , n) 中从 G1 到 G2 和从 G2 到 G1 的边集.

(i) F中无奇异边. 由于 K( d , n) 为平衡图 ,所以 | E( G1 , G2) | = | E( G2 , G1) | . 于是由引

理 2 ,有 | F | = | E( G1 , G2) | +| E( G2 , G1) | ≥2 (2 d - 2) = 4 d - 4.

(ii) F 中有奇异边. 当 F 中有至少两条奇异边时 ,则由引理 1 和引理 4 知 , | F | ≥2 (2 d -

1) - 2 = 4 d - 4. 当 F 中仅有一条奇异边时 ,则 G1 或 G2 中必有奇异边. 于是由 K( d , n) 为平

衡图及引理 2 知 , | F | ≥2 (2 d - 2) - 1 = 4 d - 5.

由 (i)和 ( ii ) 可知 , λ′( UK( d , n) ) = | F | ≥4 d - 5. 又由命题 1 知λ′( UK( d , n) ) ≤
ξ( UK( d , n) ) = 4 d - 4. 故 4 d - 5 ≤λ′( UK( d , n) ) ≤4 d - 4. 定理得证.
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Restricted Edge2connectivity of Kautz Graphs
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(1. Department of Mathematics , University of Science and Technology of China , Hefei 230026 , China ;2.

Department of Mathematics , Guangxi University , Nanning Guangxi 530004 , China)

Abstract :The restricted edge2connectivity is a generalization of classical edge2connectivity and can

provide a more accurate measure of fault2tolerance for interconnection networks. In this paper ,we consider

restricted edge2connectivityλ′of Kautz digraph K( d , n) and Kautz undirected graph UK( d , n) , which

are two classes of important network models. We obtain the following results :λ′( K( d , n) ) = 2 d - 2 ex2

ceptλ′( K(2 ,1) ) , which does not exist ,and 4 d - 5 ≤λ′( UK( d , n) ) ≤4 d - 4 for d ≥3 and n ≥

3.

Key words :Restricted edge2connectivity ; Kautz directed graphs ; Kautz undirected graphs ; Intercon2

nection networks
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