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摘要: 限制连通度和限制容错直径是衡量互连网络可靠性的两个重要参数Ζ 当考察这两个参数

时, 总假设网络中和一台计算机相连接的所有计算机不会同时出现故障Ζ 该文证明了 Star 图互

连网络的极小分离集和极小限制分离集的唯一性, 然后得到了 Star 图的限制连通度是 2n- 4,

当 n= 3, 5 和 n≥7 时, 它的限制容错直径是û- 3 (n- 1) ö2- û+ 2, 对于 n= 4, 6, 限制容错直径是

û- 3 (n- 1) ö2- û+ 3, 即限制容错直径只比它的容错直径大 1Ζ
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1　引言

我们知道, 互连网络拓扑结构的设计是一件非常紧要的事情Ζ 很多年来, 许许多多的拓

扑结构被提出和研究Ζ 其中, sta r 图互连网络, 被认为是立方体网络的最好的替代, 已经被

深入的研究和广泛的探讨Λ sta r 图有一个 H ierarch ica l 结构, 是点和边对称的, 具有较小的

顶点度, 小的直径, 高连通性, 简单的路由算法, 等等优良性质 (参见[1, 2 ]) Ζ当我们讨论互连

网络的容错性时, 我们总是首先考察它的连通度和容错直径 (参见[ 3 ]) Ζ 对于 n2sta r 图 S n ,

它的容错性是 n- 2, 即它的连通度减 1Ζ它的容错直径, 即在 n2sta r 图S n 中任意去掉 n- 2

个点所得图的直径的最大者, 当 n= 3, 5 和 n≥7 时, 是它的正常直径加 1, 当 n= 4, 6 时, 是

它的正常直径加 2 (参见[4 ]) Ζ 在 n2sta r 图互连网络中, 当故障点增加到 n- 1 个时, 我们也

许就不能再谈剩余网络的直径了, 因为剩余网络可能不再是连通的了Ζ 然而, 由本文的定理

1, 由于 n- 1 个故障点的出现而导致剩余网络不连通的概率几乎为 0. 因此, 单一的连通性

和容错直径的概念不能很好地反映 n2sta r 图互连网络的强可恢复性Ζ 因此我们要考察两个

近年才提出的容错性概念Ζ 一个是限制连通度, 它首先由 E sfahan ian 和H ak im i 在文献[ 5 ]

中提出Ζ 这个概念的提出是基于这样一个假设: 任何一个顶点的邻点集不可能同时出现故

障Ζ由限制连通度就会很自然地引出限制容错直径的概念Ζ通过这两个参数, 结合其他我们

熟悉的参数, 也许能为我们提供 n2sta r 图互连网络的容错性能的更准确的估计Ζ
E sfahan ian 证明了超立方体 Q n的限制连通度是 2n- 2, 它的限制容错直径不超过 n+ 6

Ξ
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(参见[6 ]) Ζ 进一步, S. L a t if i 得到了它的确切值是 n+ 2 (参见[7 ]) ΖL i & zhang 考察了立

方连通圈, 无向 D e b ru ijn 图和 Kau tz 网等网络的这两个参数, 得到了它们的限制连通度,

并给出了限制容错直径的上界 (参见[8 ]) Ζ
本文我们首先证明了 n2sta r 图的极小分离集和极小限制分离集的唯一性, 再利用群论

中的一些方法, 得到了 n2sta r 图的限制连通度和限制容错直径Ζ 本文安排如下: 在第二部分

介绍了限制连通度和限制容错直径的定义Ζ 在第三部分中着重描述了 sta r 图的一种新的路
由方法和它的循环分解结构Ζ 最后一部分给出了本文的主要结果和证明Ζ

2　定义和术语

本文中的图均指无重边, 无环的简单图Ζ 对于给定的图G , 集 S Α V (G ) 称为是G 的分
离集, 如果G - S 是不连通的Ζ集 R Α V (G ) 称为是G 的限制集, 如果 R 不包含N G (x ) , 对
于任意的 x ∈V (G ) , 这里N G (x ) 是点 x 在图G 中的邻点集Ζ集 S Α V (G ) 称为是G 的限制

分离集 , 如果集 S 即是分离的又是限制的Ζ
图G 的连通度 ϑ(G )的定义如下

ϑ(G ) =
ûV (G ) û - 1, 　如果G 是完全图,

m in{ûS û: S 是G 的分离集}, 如果G 不是完全图.

相似地, 有如下的定义
定义 1　图G 的限制连通度, 记作 ϑ′(G ) , 定义如下

ϑ′(G ) =
ûV (G ) û - 1, 　 如果G 没有限制分离集,

m in{ûS û: S 是图G 的限制分离集}, 否则.

　　显然, ϑ(G )≤ϑ′(G )≤ûV (G ) û - 1Ζ
图G 的容错直径是

d f (G ) = m ax{d (G - F ) : F Α V (G ) , ûF û = ϑ (G ) - 1},

对于任意的 F Α V (G ) , û F û= ϑ′(G ) - 1, F 是限制的, 则 G - F 是连通的Ζ 与图 G 的容错直
径相似, 有图G 的限制容错直径如下

定义 2　图G 的限制容错直径, 记作 d
f ′(G ) , 如下定义

d f ′(G ) = m ax{d (G - F ) : F 是图G 的限制集且 ûF û = ϑ′(G ) - 1}.

按照上面的定义, E sfahan ian 得到了: 当 n≥3 时, ϑ′(Q n ) = 2n - 2 和 d
f ′(Q n ) ≤n + 6 (参见

[6 ]) Ζ S. L at if i 有这个结果: 当 n≥3 时, d
f ′(Q n) = n+ 2 (参见[7 ]) Ζ

本文没有给出定义的符号其意义与参考文献[9 ]一致Ζ
Star 图互连网络是一个Cayley 图Ζ 记[n ]= : {1, 2, ⋯, n}.

定义 3　一个 n2sta r 图, 记做 S n , 是一个由 n! 个顶点构成的一个无向图Ζ 顶点集是由 n

个数字 1, 2, 3, ⋯, n 上的所有置换所构成, 即V (S n) = {x 1x 2⋯x n: x i≠x j , 1≤i≠j≤n , x i,

x j∈[n ]} (以后我们将置换写成一个数字的序列) Ζ 顶点 X = x 1x 2⋯x n 和 Y = y 1y 2⋯y n 之间

有边相连当且仅当ϖ i∈{2, 3, ⋯n}, 使得 y 1= x i, y i= x 1; y j = x j , 对于 j≠i, 2≤j≤nΖ即X

和 Y 这两个置换序列中只有第 1 列和第 i 列位置上的数字不同 (相互交换) , 其余位置上的
数字相同Ζ 因而X = x 1x 2⋯x n 的所有邻点为N S n

(X ) = {x ix 2⋯x i- 1x 1x i+ 1⋯x n: 　2≤i≤n}Ζ
我们同时用 S n 记 n 元对称群和 n2sta r 图Ζ 作为对称群 S n 上的Cayley 图, n2sta r 图 S n

以对换 t1, 　t2, ⋯, tn- 1作为生成元, 其中 ti- 1是将置换序列的第 1 列上的元素和第 i 列上的
元素进行互换, 2≤i≤n , 其余的元素不变Ζ
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图 1

n2sta r 图 S n 是 (n- 1) 2正则, 点和边可迁的Ζ 它有 (n

- 1) n! ö2 条边Ζ S n 是二部图, 因为 n2sta r 图 S n 的每一

边正好将一个偶置换和一个奇置换连接起来Ζ d (S n ) =

û- 3 (n- 1) ö2- û (n≥3) (参见[1, 2 ]) Ζ 当 n≥7 和 n= 3, 5

时 d
f (S n) = d (S n) + 1, 当 n= 4, 6 时 d

f (S n ) = d (S n ) + 2

(参见[4 ]) Ζ sta r 图是强可恢复的 (一个图G 是强可恢复

的, 如果 d
f (G ) ≤d (G ) + c, 这里 c 是一个常数) Ζ 12sta r

图 S 1 为 K 1, 22sta r 图 S 2 为 K 2, 32sta r 图 S 3 是长为 6 的

圈C 6Ζ 图 1 是 42sta r 图 S 4Ζ

3　循环分解结构和新的路由方法

由于本文的主要结果的证明非常依赖于 n2sta r 图的

循环分解结构和我们从置换群角度给出的路由方法, 所以我们在这上面用的篇幅较多Ζ
一个Cayley 图 Cay (G , S )是H ierarch ica l 的, 如果 S 的元素能够形成一个有序序列 g 1,

g 2, ⋯, g d , 使得对任意的 i, 2≤i= d , g i不在由 g 1, g 2, ⋯, g i- 1所生成的子群中Ζ n2sta r 图 S n

是H ierarch ica l 的 (参见[2 ]) Ζ因此 n2sta r 图 S n有一个循环分解结构Ζ如果我们将S n 中的所

有的在第 n 列上的元素都是 i 的置换取出来, 1≤i≤n , 然后这 (n - 1) ! 个置换将构成一个
(n- 1) 2sta r 图Ζ 作为Cayley 图, 它的生成元为 t1, t2, ⋯, tn- 2. 我们记这个 (n- 1) 2sta r 图为

S n, i, 1≤i≤n. 因此我们能将 S n划分成 n 个子图 S n, 1, S n, 2, ⋯, S n, n , 每一个都同构于 S n- 1.

这些子图之间通过对应于生成元 tn- 1的边相互连接起来. 我们称这些对应于生成元 tn- 1的边

为穿越边Ζ 每一个顶点关联于 1 条穿越边和 n- 2 条非穿越边Ζ
显然所有的穿越边形成图 S n 的一个完美匹配, 记这个完美匹配为M cΖ
实际上, 对应于任意一个生成元 ti的所有边都会形成一个完美匹配, 1≤i≤n - 1, 从而

S n是可 12因子化的Ζ
在两个图 S n, i和 S n, j ( i≠j )之间有 (n- 2) ! 条穿越边, 这是因为在 S n, i中只有以 j 开始的

点 ( j , x 2, ⋯, x n- 1, i)才可能和 S n, j中有着形式 ( i, x 2, ⋯, x n- 1, j )的点相连Ζ
我们知道, 对称群中的任一个置换都有一个循环表示, 或者换句话说, 能够写成若干个

没有相同数字的循环置换的积Ζ 在循环置换中, 每一个数字想要去的位置 (即在恒等置换 I

= 123⋯n 中的位置)都被仅随其后的数字占据着Ζ 例如, S 6 中的置换 231546 能够被分解成
( 123) (45) (6). 注意到已经处于正确位置的元素 (比如 6) 作为 12循环出现. 用 c 来记一个

置换分解中的长度至少是 2 的循环的个数, 用 m 记置换中不在它原来位置的数字的个数Ζ
由 sta r 图的点对称性, 任意两个顶点的路由选择能够归结为任意一个顶点 P 和恒等置

换 I 之间的路由选择Ζ 路由选择的法则如下 (参见[7 ])

(1) 如果 1 在置换的第一个位置, 然后将 1 与任何一个不在其正确位置的数字互换,

(2) 如果 i ( i≠1) 在置换的第一个位置, 然后将它移到它的正确位置, 或者
(2′) 如果 i ( i≠1) 在置换的第一个位置, 然后在一个与 i 所在的循环相异的, 长度至少

是 2 的循环中任取一个数字, 与 i 互换Ζ
利用 (1)和 (2) , A kers 等人证明了 (参见[ 1 ]) : 设 P 是 S n 中的任意一个顶点, 它的循环

分解中长度至少是 2 的循环的个数是 c, 它的不在原来位置的数字的个数是m , 则点 P 和点
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I 之间的距离为

d ( I , P ) =
c + m , 　　　如果 1 在 P 的第一个位置,

c + m - 2, 　否则.

　　利用 (1) , (2) , 和 (2′) , K. D ay & A. T ripa th i 讨论了 Star 图中任意两点之间的不相
交的最优路 (参见[10 ]) Ζ

在对称群 S n 中, 每一个 k2循环 (x 1x 2⋯x k ) (k≥2) 都能够写成一些 22循环的积.

如果 1 不在循环 (x 1x 2⋯ x k )中, 则 (x 1x 2⋯ x k ) = (1 x 1) (1 x 2)⋯ (1 x k ) (1 x 1) (本文中
的积运算都是从左到右进行的). 由于 (x 1x 2⋯ x k ) = (x 2⋯ x k x 1) = ⋯= (x kx 1⋯ x k - 1) , 因
此 (x 1x 2⋯ x k ) = (1 x 1) (1 x 2)⋯ (1 x k ) (1 x 1) = (1 x 2) (1 x 3)⋯ (1 x k ) (1 x 1) (1 x 2) = ⋯= (1

x k ) (1 x 1) ⋯ (1 x k- 1) (1 x k ). 实际上, 我们能够以任意的 (1 x i) (1≤i≤k )作为开始, 仅需要

保持它们之间的相对的顺序. 我们称这类积为 type2É 的素积Ζ
如果 1 在 (x 1x 2⋯x k )之中, 不失一般性, 让 x 1= 1, 则 (1 x 2⋯ x k ) = (1 x 2) (1 x 3) ⋯ (1

x k ). 相应地我们称这类积为 type2Ê 的素积Ζ
一般地, 对于任意的一个置换 P , 我们有它的循环分解 P = (x 1x 2⋯ x l1

) (y 1y 2⋯ y l2
)

⋯ (z 1z 2⋯ z lc
) , 这里 c 是 P 中长至少为 2 的循环的个数, m = l1+ l2+ ⋯+ lc是 P 中不在原

来位置上的元素的个数.

如果 1 在 P 的第一个位置上, 则 P = (1 x 1) (1 x 2) ⋯ (1 x l1
) (1 x 1) (1 y 1) (1 y 2) ⋯ (1

y l2
) (1 y 1)⋯ (1 z 1) (1 z 2)⋯ (1 z lc

) (1 z 1) .

如果 1 在某个循环中, 不失一般性, 我们设 z 1 = 1, 则 P = (1 x 1) (1 x 2) ⋯ (1 x l1
) (1

x 1) (1 y 1) (1 y 2)⋯ (1 y l2
) (1 y 1)⋯ (1 z 2)⋯ (1 z lc

).

上面在对称群 S n中的讨论恰好对应于图 S n中的最短路由选择. 对于图 S n中的任一个

点 (置换) , 在我们给出了它的任意一个 22循环的积之后, 我们能够将 22循环 (1 i) 看作是

Cayley 图S n 中的对换 (生成元) ti- 1. 例如, 考虑 P = (123) (45) (6). P = (1 2) (1 3) (1 4) (1

5) (1 4) 或 (1 2) (1 3) (1 5) (1 4) (1 5).

一条最短路是 P = 231546
t1

321546
t2

123546
t3

523146
t4

423156
t3

123456

= I 或者 P = 231546
t1

321546
t2

123546
t4

423516
t3

523416
t4

123456= I , 即 P

= t3 t4 t3 t2 t1或者 P = t4 t3 t4 t2 t1. 我们也能够写成 I = P t1 t2 t3 t4 t3或者 I = P t1 t2 t4 t3 t4.

相应地我们称 sta r 图中的形如 ti1 ti2⋯tik ti1的 素积为 type2É 的, 形如 ti1 ti2⋯tik的 素积为

type2Ê 的.

下面两个引理的证明只是直接的验证, 我们省略之.

引理 1　对于任意两个素积 P 1, P 2, 如果其中至多一个是 type2Ê 的, 则 P 1P 2 =

P 2P 1. 更进一步, 在一个由许多素积构成的积中, 如果这些素积中至多有一个是 type2Ê
的, 则任何一个 type2É 的素积均能看作一个整体 (en t ity) , 能够被插入到这个积中的任一
位置Ζ

例如, P = t4 t3 t4 t2 t1= t2 t4 t3 t4 t1= t2 t1 t4 t3 t4.

下面的引理暗示了当我们在 sta r 图 S n 中寻找最短路时我们有许多的选择Ζ
引理 2　sta r 图 S n 中任意一个顶点 (置换) P 均能够分解成 k 个不交 (没有共同的数

字)的素积的积

P = P 1 P 2⋯P k ,

其中这些素积中至多有一个是 type2Ê 的. 更进一步, 从序列 P 1P 2⋯P k的左边读到右边,
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我们得到一条从 I 到 P 的最短路; 从序列 P 1 P 2⋯P k的右边读到左边, 我们得到一条从 P

到 I 的最短路.

图 S n的直径一定是在点 I 和点 P 之间达到, 其中 P 的素积分解中对换的个数达到最

大Ζ 由于 type2É 的素积重复第一个对换, 因此 P 的素积分解中要有尽可能多的 type2É 的
素积Ζ 因而 d (S n) = d (P , I ) , 这里 P = t1 t2 t1 t3 t4 t3⋯Ζ 进一步我们能够得到 d (S n) = û- 3 (n-

1) ö2- û , 正如[1, 2 ]中的结果Ζ

4　主要结果及证明

32sta r 图 S 3是一个长为 6 的圈, 它的限制连通度是 2, 它的限制容错直径是 4. 从现在

起我们总假定 n≥4.

定理 1　设S 为 n2sta r 图S n (n≥4)的任一极小分离集, 则 S 是由 n2sta r 图S n 的某个点

的所有邻点所构成.

证　对于 n= 4, 通过直接的验证, 我们知道这个结果是正确的Ζ下面我们假定 n≥5. 我

们已经知道, S n能够被分解成 n 个子图 S n, 1, S n, 2, ⋯, S n, i, ⋯, S n, n , 其中每一个子图都同构
于 (n - 1) 2sta r 图 S n- 1. 假设 S 是 S n 的一个极小分离集 (S 中的点我们也称为是失灵点).

令 S = A 1∪A 2∪⋯∪A n , 其中 A iΑ V (S n, i) , 1≤i≤n. 令 a i= ûA iû , 1≤i≤n , 则 n- 1= a1

+ a2+ ⋯+ an. 不失一般性, 让 a1≥a2≥⋯≥an.

情形 1　a1≤n- 3. 在这种情形下 S n, i- A i连通的, 1≤i≤n , 因为 S n, i是 (n- 2) 2连通的.

我们知道, 当 i≠j 时, 在 S n, i和 S n, j之间的穿越边的数目是 (n - 2) ! , 且这些穿越边构成了
一个匹配. 当 n≥5 时, (n- 2) ! > 2 (n- 3) Ζ 由于每一个失灵点至多毁坏一条穿越边, 因此

这里有一条穿越边将S n, i和S n, j连接起来, 1≤i≠j≤n. 从而 S n- S 连通图, 即S 不是一个分
离集.

情形 2　a1= n- 2, a2= 1, a3= a4= ⋯ = an= 0. 令 C 是 S n, 1- A 1任意一个连通分支, 且

V (C )≥2. C 一定与 S n- V (S n, 1) 连通, 因为 S n- V (S n, 1)是连通的且 S n- V (S n, 1) 中只包含
一个失灵点Ζ 如果 S 是一个极小分离集, 则在 S n, 1- A 1中一定有一个孤立点, 且这个孤立
点的穿越边必关联于 S n, 2中的失灵点, 即A 2 中的惟一点Ζ 从而 S 是这个点的邻点集Ζ

情形 3　a1= n- 1, a2= a3= ⋯= an= 0. 与情形 1 相似, S n- V (S n, 1) 是连通图. 进一步
图 S n- S 是连通的, 因为在S n, 1- A 1 中的每一个点通过它的穿越边与S n- V (S n, 1) 连通Ζ因
而 S 不是一个分离集Ζ ξ

引理 3　如果 P , Q 是 S n的两个不同的点, 则N (P )≠N (Q ).

证　假设 P = x 1x 2⋯ x n , Q = y 1y 2⋯ y n且 N (P ) = N (Q ). 但是 N (P ) = {P i= x ix 2⋯

x i- 1 x 1x i+ 1⋯x n , 2≤i≤n}, N (Q ) = {Q i= y iy 2⋯y i- 1y 1y i+ 1⋯y n , 2≤i≤n}. 考察置换的 第 n

个位置上的数字, 我们有 P n= Q n. 从而Q = P Ζ ξ
现在让我们来看一看 n2sta r 图 S n由于 n- 1 个失灵点的出现而导致剩余图不连通的概

率有多大Ζ由定理 1, 仅当S n的某个点的所有邻点都是失灵点时, 图 S n才会变成一个不连通

图Ζ 在 S n中选取 n- 1 个点, 有
　n!

n- 1
种可能Ζ 由引理 3 和上面的定理, n- 1 个点的失灵而

导致图 S n 变成一个不连通图的可能是 n!. 因此, 概率是 n!
　n!

n- 1
. 即使是比较小的网

络, 这个值也是很小的Ζ 例如, 当 n= 7 时, 这个值小于 3×10- 15.
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定义 4　设G 是一个图, e= xy∈E (G ). 我们定义边 e 的邻点集N G (e) 如下

N G (e) = N G (x y ) = (N G (x ) ∪N G (y ) ) ø{x , y },

进一步, 我们能够定义子图的邻点集. 设G′是图G 的一个子图. G′在G 中的邻点集, 记作

N G (G′) , 由V (G ) øV (G′)中的所有与图G′相关联的顶点所构成Ζ
设 P 1, P 2∈V (S n) 且 P 1P 2∈E (S n) , 则N (P 1P 2) 必定是图S n 的一个限制分离集, 因为

如果有某个点 P ′∈V (S n) , 使得 N (P ′) Α N (P 1P 2) , 则在图 S n 中存在一个长为 5 的圈, 矛
盾于 S n是二部图Ζ

由 N (P 1)∩N (P 2) = Υ, 有N (P 1P 2) = 2n - 4. 因此 ϑ′(S n ) ≤2n - 4. 我们直接可得 ϑ′
(S 4) = 4.

定理 2　ϑ′(S n) = 2n- 4Ζ
证　设 S Α V (S n) , ûS û= 2n- 5 且 S 是限制的. 我们想要证明 S 不是一个分离集.

将 S n 分解成 n 个 (n- 1) 2sta r 图 S n, 1, S n, 2, ⋯, S n, n. 令 S = A 1∪A 2∪⋯∪A n , 使得 A i

Α V (S n, i) , 　 1≤i≤n. 假定 ûA iû= a i且 a1≥a2≥⋯≥an , 则 2n- 5= a1+ a2+ ⋯ + an.

情形 1　a1≤n- 3. 相似于定理 1, S n- S 是连通图, 即 S 不是一个分离集Ζ
情形 2　a1≥n- 2 且 a2≤n- 3. 如同定理 1, S n- V (S n, 1) 是连通图. 对于任意的 P ∈

V (S n, 1) øA 1, 让 P P ′是 穿越边. 如果 P ′| S , 则 P 通过这条穿越边和 S n - V (S n, 1) 连通.

如果 P ′∈S , 考察 P 在 S n中的所有邻点. 由于 S 是限制的, 从而存在点 P 1∈V (S n, 1) 使得

P 1 | S 且 P 1与 P 相邻. 假定 P 1P 1′是 P 1 所在的穿越边. 如果 P 1′| S , 则 P 和 P 1是通过穿越

边 P 1P 1′与 S n- V (S n, 1) 连通. 如果 P 1′∈ S , 令 S ′= S ø{P 1′, P ′}, 则 ûS ′û= 2n- 7. 然而, û
N (P P 1) ø{P ′, P 1′}û= 2n- 6 且 S ′中每一个点至多毁坏一条穿越边Ζ 因此存在一个点 P 2∈

N (P P 1) ø{P ′, P 1′} 使得 P 2′, P 2 | S , 这里 P 2′通过穿越边与 P 2相邻Ζ因而 P 通过一条长度至

多为 3 的路与 S n- V (S n, 1) 连通, 即 S 不是一个分离集Ζ ξ
关于 n2sta r 图 S n的极小限制分离集的唯一性, 我们有下面相似的定理Ζ
定理 3　设 S 为 n2sta r 图 S n (n≥4) 的一极小限制分离集, 则 S 是由图 S n 的 某一边的

所有邻点所构成Ζ
证　对于图 S 4, 我们能够很容易验证这个结果是对的Ζ 现在我们假定 n≥5Ζ 设 S Α V

(S n) , ûS û= 2n- 4 且 S 是一个限制分离集Ζ
将 S n分解成 n 个 (n- 1) 2sta r 图 S n, 1, S n, 2, ⋯, S n, nΖ 令 S = A 1∪A 2∪⋯∪A n使得A iΑ V

(S n, i) , 1≤i≤nΖ 假设 ûA iû= a i且 a1≥a2≥⋯≥an , 则有 2n- 4= a1+ a2+ ⋯ + anΖ
情形 1　a1≤n- 3Ζ 与定理 1 相似, S n- S 是连通的, 即 S 不是一个分离集Ζ
情形 2　a1= a2= n- 2 且 a3= a4= ⋯= an= 0. 显然 S n- (V (S n, 1)∪V (S n, 2) )是连通的Ζ
如果 S n, 1- A 1 不连通, 则A 1 是 S n, 1的极小分离集Ζ 由定理 1, A 1 是由某个点 P 在 S n, 1

中的所有邻点所构成, 即, A 1= N S n, 1
(P ) Ζ 由定理 1 的证明过程易知, S n, 1- A 1 有两个连通

分支, 其中一个是孤立点 P , 另一个分支是与 S n- (V (S n, 1)∪V (S n, 2) )连通的Ζ
如果 S n, 1- A 1是连通图, 则 S n, 1- A 1与 S n - (V (S n, 1) ∪V (S n, 2) ) 连通, 因为 S 中的任

何一个点至多破坏一条穿越边且当 n≥5 时有 (n- 1) ! - (n- 2) ! = (n- 2)· (n- 2) ! > 2

(n- 2) Ζ
对于 S n, 2- A 2, 我们有以上相似的分析Ζ
欲使 S 是图 S n 的分离集, 则A 1,A 2必定分别是 S n, 1和 S n, 2分离集. 更进一步, 在 S n, 1-

A 1和 S n, 2- A 2中的孤立点 P 和 P ′在 S n 中通过穿越边相互关联Ζ 因此 S = N S n
(P P ′) Ζ

情形 3　a1≥n - 1 且 a2≤n- 3Ζ 在这种情形下, 我们知道 S n- (V (S n, 1) ) - (A øA 1) 是
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连通图Ζ 类似于情形 2, 如果 S n, 1- A 1是连通的, 则 S 不是分离集Ζ 因此 S n, 1- A 1是不连通

的Ζ 记 S n- S 的有着最少顶点数的连通分支为C. 从而有V (C ) Α V (S n, 1). 由于 S 是限制

的, 所以 ûV (C ) û≥2Ζ由于在完美匹配M c (由 S n的所有穿越边形成)下与V (C ) 匹配的点必

须在 S 中, 且ûA 1û≥n- 1, 因而我们有 ûV (C ) û≤ (2n- 4) - (n- 1) = n- 3Ζ令 ûV (C ) û= kΖ
我们的目标是要证明 k = 2Ζ

反证, 假设 3≤k≤n- 3Ζ
由于 S n, 1是二部图, 我们有V (S n, 1)的顶点二分划V 1, V 2Ζ令 ûV 1∩V (C ) û= a 且ûV 2∩

V (C ) û= b, 则 a+ b= kΖ由于 3≤k≤n- 3, 从而不妨设有 P 1∈V 1∩V (C ) 和 P 2, P 3∈V 2∩

V (C ) , P 2≠P 3Ζ 有 ûN S n, 1
(P 1) øN C (P 1) û≥ûN S n, 1

(P 1) û - ûV 2∩ V (C ) û = n - 2- b 且ûN S n, 1

(P 2) øN C (P 2) û≥ûN S n, 1
(P 2) û - ûV 1∩ V (C ) û = n - 2- a. 由引理 3, N S n, 1

(P 2) ≠N S n, 1
(P 3) ,

因此存在一个点 P ′∈N S n, 1
(P 3) øN S n, 1

(P 2). 但是 (N S n, 1
(P 1) øN C (P 1) ) ∪ (N S n, 1

(P 2) øN C

(P 2) )∪{P ′}Α N S n, 1
(C ) Ζ 因而ûN S n, 1

(C ) û≥ (n- 2- a) + (n- 2- b) + 1= 2n- 3- k. 考察在

完美匹配M c 下与 V (C )匹配的点, 有 ûN S n
(C ) û≥ (2n- 3- k ) + k = 2n- 3Ζ 矛盾于N S n

(C )

Α S 和 ûS û= 2n- 4Ζ
因此 k = 2Ζ 也就是说, S 是 S n的某一边的邻点集Ζ ξ

图 2

定理 4　图 S n 的限制容错直径对于 n= 5 和 n≥7 是

û- 3 (n - 1) ö2- û + 2, 对于 n= 4, 6 是û- 3 (n - 1) ö2- û +

3, 即, n2sta r 图 S n 的限制容错直径比它的容错直径大 1Ζ
证　由定义 2. , 存在 n2sta r 图 S n的一个 (2n - 5) 2子

集 F , 使得 d
f ′(S n) = d (S n- F ) Ζ由 n2sta r 图S n的对称性,

不失一般性, 假定 F = { t1 t2, t1 t3, ⋯, t1 tn- 1, t3, t4, ⋯, tn- 1}.

F 被显示在下面的图 2.

进一步, 我们可设 d (S n- F ) = m ax{d S n- F ( t1, P ) : P

∈V (S n ) ø F }= 1+ m ax {d S n- F ( I , P ) : P ∈V (S n ) ø (F ∪

{ t1}) }.

因此我们首先考察在图 S n - F 中点 I 和点 P 之间

的最短路, 其中 P ∈V (S n) ø (F∪{ t1}).

回忆在 n2sta r 图 S n 中点 P 能够分解成一个素积的

积: P = P 1 P 2⋯P i⋯P k (k≥1) , 其中至多有一个素积是 type2Ê 的. 注意到在图 S n- F 中

I 仅和 t1, t2相邻, 因此对于任意的 P ∈V (S n) ø (F∪t1) , 在图S n- F 从 I 到 P 的任何一条最

短路, 必定开始于 t2.

情形 1　t2 在某个 type2É 的素积 P i或是在某个 type2Ê 的素积 P i 的第一个位置上.

在这种情形下, 由引理 1, 我们能够写 P = P iP 1P 2⋯P i- 1P i+ 1⋯P k , 使得 P i开始于 t2

(如果有必要, 我们能够旋转 P i使得 P i以 t2开始). 显然 d S n- F ( I , P ) = d S n
( I , P ) ≤d

(S n).

例如, P = t1 t2 t1 t3 t4, 我们能够写成 P = t2 t1 t2 t3 t4; P ′= t3 t4 t3 t2 t1, 我们能够写成 P ′=

t2 t1 t3 t4 t3. 因而情形 1 的极大值是û- 3 (n- 1) ö2- û.

情形 2　t2 是在某个 type2Ê 的素积 P i之中但不在它的第一个位置上. 对于这种情形

我们能够处理如下

P = P 1 P 2⋯P iP k = P i P 1P 2⋯P i- 1P i+ 1⋯ P k = t2 t2P i P 1P 2⋯P i- 1P i+ 1⋯ P k =
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t2 ( t2P′i t2) P 3
i P 1P 2⋯P i- 1P i+ 1⋯ P k , 这里 P′i t2P 3

i = P i. 我们能够旋转 type2É 素积

t2P′i t2使得 t2P′i t2不以 t2开始. 然后我们在图 S n- F 中有一条新的从 I 到 P 的路. 这条新

路与原来的在图 S n 中的路相比长度增加了 2. 例如, P = t3 t4 t3 t1 t2= t1 t2 t3 t4 t3= t2 ( t2 t1 t2) t3 t4 t3

= t2 ( t1 t2 t1) t3 t4 t3.

在这种情形下, 为了使 d S n
( I , P ) 极大, 每一个 P j ( j≠i) 必定是长度为 3, 并且 P 3

i 不

存在且 P′i的长度为 1, 进一步 k 等于û- (n - 3) ö2- û + 1. 也就是说 d S n
( I , P ) = û- 3 (n -

3) ö2- û+ 2, d S n- F ( I , P ) = û- 3 (n- 3) ö2- û+ 4= û- 3 (n- 1) ö2- û+ 1. 这种情形的极大值是

û- 3 (n- 1) ö2- û.

情形 3　t2不在任何素积里.

情形 3. 1　{P 1, P 2⋯ P k }之一, 比如说 P 1, 是 type2É 的, 则由引理 1, P = P 1 P 2

⋯ P k = t2 t2P 1 P 2 ⋯ P k = t2P 1 t2 P 2 ⋯ P k Ζ 例如, P = t3 t4 t3 t1 t5, 我们能够写成 P =

t2 t2 t3 t4 t3 t1 t5= t2 t3 t4 t3 t2 t1 t5. 因此 d S n- F ( I , P ) = d S n
( I , P ) + 2Ζ 这种情形的极大值是û- 3 (n -

2) ö2- û+ 2Ζ

情形 3. 2　P = P 1且 P 1是 type2Ê 的. 对于这种情形我们能够处理如下

P = P 1= t2 ( t2P 1 t2) t2, 旋转 t2P 1 t2使得它不以 t2作为开始. 例如, P = t1 t3 t4= t2 t2 ( t1 t3 t4)

·t2 t2= t2 ( t2 t1 t3 t4 t2) t2= t2 ( t1 t3 t4 t2 t1) t2. d S n- F ( I , P ) = d S n
( I , P ) + 4. 显然这种情形的极大值是

4+ (n- 2) = n+ 2.

综上所述, 在图 S n- F 中, 对于任意的 P ∈V (S n ) ø (F ∪{ t1}) , 我们总能找出一条从 I

到 P 的, 开始于 t2 的路Ζ对于 1≤i, j≤n- 1, 易验证 t2 ti≠t1 tj. 即, 这些路在图S n- F 存在.

通过上面三种情形的分析, d S n- F ( I , P ) 最大可能的值是û- 3 (n- 1) ö2- û , û- 3 (n- 1) ö

2- û , û- 3 (n- 1) ö2- û + 2 和 n+ 2. 在这些值中, 最终的值: û- 3 (n - 1) ö2- û + 1, 对于 n≥7

和 n= 5; û- 3 (n- 1) ö2- û+ 2, 对于 n= 4, 6.

最后有: 对于 n≥7 和 n= 5, d
f ′(S n) = û- 3 (n- 1) ö2- û+ 2, d

f ′(S 4) = 7, d
f ′(S 6) = 10Ζ ξ

这个定理的证明实际上给出了一种新方法来计算 sta r 图的容错直径, 这种方法显然比

[4 ]的方法要简单得多Ζ
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The Fault Toleran t Ana lys is of Star Graph
In terconnection Network
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X iu Junm ing
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Abstract: T he rest ricted connect ivity and the rest ricted fau lt d iam eter are tw o reliab ility

m easu res fo r in terconnect ion netw o rk s, in w h ich the au tho rs assum e tha t a ll the neighbo rs

of a vertex do no t fa il a t the sam e tim e. In th is paper, the au tho rs show the un iqueness of

m in im al (vertex2) separa t ing sets and of m in im al rest ricted separa t ing sets in the sta r

graph s. T he au tho rs p resen t tha t fo r the n2sta r graph S n , it s rest ricted connect ivity is 2n

- 4 and its rest ricted fau lt d iam eter is û- 3 (n - 1) ö2 - û + 2 　fo r　 n = 5 and n ≥ 7 and

û- 3 (n - 1) ö2 - û + 3 fo r n = 4, 6, i. e. , it s fau lt d iam eter p lu s one.

Key words: Sta r graph; Connect ivity; Fau lt to lerance; R estricted connect ivity; R estricted

fau lt d iam eter; Separa t ing set.
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