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Kautz网络中的最小反馈点集 

王彦辉， 吴叶舟， 徐俊明 

(中国科学技术大学 数学系，安徽 合肥 230026) 

摘 要：对简单有向图D=(V，E)，顶点子集 FCV，如果由 V＼F导出的子图不含有向圈，则称 F是D的反馈 

点集。点数最小的子集 F称为最小反馈点集。最小的点数称为反馈数。本文利用 Kautz最小轨道的方法确定出 

了Kautz有向图 K(d，k)反馈数的一个下界和上界。并且具体给出了当 愚 3时的反馈数。 
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MinimUm Feedback Vertex Sets in Kautz Networks 

WANG Yan—hui，WU Ye—zhou，XU Jun—ming 

(Department ofMathematics，University ofScience and Technologyof China，Hefei 230026，China) 

Abstract：For a simple digraph D=(V，E)，a subset FCV is called a feedback vertex set for D if the induced 

subgraph by V f F contains no directcycles The number of vertices in a minimum feedback vertex set is called 

the feedback number of D．This paper establishes the lower bound and the upper one of the feedback number of 

Kautz networks K(d，k)by using the minimum orbit，and determines the feedback number for k 3． 
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0 引言 

在一个没有环或重边的简单有向图中，如果删去某些顶点，可以使剩下顶点的导出子图是没有圈的， 

则称这个被删去的顶点集为该图的反馈点集 。点数最小的反馈点集称图的最小反馈点集，最小反馈点 

集中的点数称为反馈数。 

确定图的最小反馈点集问题，因其在诸多领域内的广泛应用而受到重视。譬如：在互联网中，为了使 

网络不会因其中某些节点发生故障而陷入瘫痪，网络设计中往往存在回路。当一台终端登录时，就需要向 

整个 网络发送广播消息，用以确定网络的状态。在一个桥接网中，每个终端从属于某一网段，网段间以网 

桥相连。网桥收到网段上发来的消息后就传至下一网段，下一网段又经网桥继续传递。如果网络中有回 

路，则广播消息会一直在网桥环网中传递，形成“广播风暴”，阻塞网络。解决这个问题的做法就是想办法 

尽可能少地关闭一些网桥，使剩下的网络不再含回路。用图论术语来说，就是要确定该网络对应图的一个 

最小反馈点集。 

对一般图确定最小反馈点集是一个 NP—hard问题u】。然而在文献中，人们对有些图，如 reducible 
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flow图[2l，c0c0mparability图和凸二部分图[引，cyclically reducible图[ ]和其它图[ ～’]中都给出了确定最 

小反馈点集的多项式时问的算法。最近，一些特殊拓扑结构图的反馈数的上界和下界都已经陆续得到。 

如 Mesh网络，tori网络 butterflies网络，立方连通网络，超立方体网络，和星图[8-10]。研究大多局限在 

无向图中，很少有涉及有向图的反馈集问题。 

对于给定的整数 d三三=2，k三三=1，Kautz有向图记为 K(d，k)，其顶点集 (K(d，k))={z1z2⋯z ： ∈ 

{0，1，⋯，d}，z ≠zf+1，i=1，2，⋯，k一1}；K(d，k)中以顶点 z1z2⋯z 为起点的d条有向边的终点为 

z2z3⋯z ，其中口∈{0，1，⋯，d}，口≠z 。K(d，k)有 d +d卜 个顶点，d̈  +d 条有向边，且是d正则 

的简单图【1 2l。 

Kautz网络是Kautz于1969年提出来的，后来又有人独立发现了它。Kautz网络具有许多与de Bruijn 

网络一样的好性质，也有一些优于超立方体网络的性质，被认为是对超立方体网络的挑战而替代下一代并 

行计算机互连网络【1 。 

在本文中，我们得到有向K ut 图K(d，k)Yt~ 厂( ， )的下界( 盟 + ( > 

1))和上界(∑ 】 卜 )。其中 为欧拉函数，G(i)=d +(1) ， 三三=1，@表示Diriehlet卷积。并且证明 

了当2 k 3时，文中所给的反馈数的上下界相等。 

1 下界 

定义1．1 记P={c1，c2，⋯，c }为有向图D中两两互不相交的有向圈的集合。如果 D＼ID不包含有 

向圈 ，则称 p为图D的一个圈划分。阶最大的圈划分称最大圈划分。 

确定反馈点集的目的在于去掉图中所有的圈。图的任何一个圈划分的阶数，都是该图反馈数一个下 

界。于是得到： 

命题 1．1 图的反馈数不小于图的最大圈划分的阶数。 

定义 1．2 记 为 Kautz图 K(d，k)，k>1的一个顶点。 编码的每个组成单位称为一个码。称如 

下定义在 Kautz图两个顶点 ，“之间的变换为最小变换 

：V(K(d，k))一 (K(d，k)) 

( )=“ 

case 1 若顶点 的首位码和末位码不同，则 一厂( )=“：以 的首位码移动到其末位码之后形成 
一

新的编码 ，作为 “的编码 ； 

case 2 若顶点的首位码和末位码相同，则 一g( )=“：“=f( )，再把 “的末位码改写为其首位 

码。称 “是 的最小变换点。 

由Kautz图的定义可知， 是一个建立在 Kautz图顶点集合上的双射。从而 

( )=“ =} = 一 (u)。 

定义 1．3 若顶点 经过T1(≠1)次连续的最小变换后又回到自身，则记最小的自然数 ，z为 的回归 

次数。顶点 称为 T1次最小变换回归顶点，或简称 ，z次顶点。 

最小变换是 Kautz图顶点之间的一种映射方式，其定义保证了这种变换能使顶点沿 Kautz图中的有 

向边方向，以最少的变换次数回归到自身。最少的变换次数是顶点本身的一种属性，由顶点编码的具体形 

式决定，其最大值不会超过顶点编码的长度。 

命题 1．2 对于Kautz图 K(d，k)中任一个顶点 ，必存在一个自然数 ，z(2 ，z )，使得 的回归 

次数为 ，z。 

既然 K(d，k)中每一顶点都可以在有限步内沿图中有向边方向回归自身，那么在图中就存在许多由 

最小变换所产生的有向圈。 

定义 1、4 如顶点 是 ，z次顶点，则 与其 ，z一1个连续的最小变换点顺序连接 ，构成一个长为 ，z的 

有向圈。称这样的有向圈为 Kautz图的最小轨道。其轨道长度记为 。如图 1所示 ： 

在图 1显示了在 K(2，3)中各个顶点与其最小变换点的关系。其中的粗线表示图中经过各顶点的最小轨 
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图 1 

道，它们都是闭合的圈，且长度均不超过3。最小轨道是顶点沿有向边方向回归自身的最短回路。 

如果称处于同一个最小轨道的两个顶点的关系为等价关系。结合最小轨道，可以对 Kautz图中的顶 

点进行划分。 

命题 1．3 Kautz图中的诸最小轨道构成 了 Kautz图顶点集的一个等价划分。称这种划分为 Kautz 

图的轨道划分。 

既然 Kautz图中的每一个顶点必处在某一最小轨道中，且不同的最小轨道不相交。这样的一种轨道 

划分，其实也就是一种特殊的圈划分。可以计算 Kautz图的最小反馈数的下界。 

引理 1．1 Kautz图的反馈数不小于图中最小轨道的总数。 

下面具体计算最小轨道的总数。 

命题 1．4 记 ( )为 K(d， )中i次顶点的总数。若 + 且 +七一1，则 (i)=0；若 i l 或i l 

七一1，则 W (̂i)=Wi(i)。 

证明 记 (i)是 K(d， 中所有 i次回归顶点的集合。 

(1)当 + 且 +七一1，若 (i)≠0，则存在某 ∈ (i)， = ( )，记 =zlz2⋯z 。 

case 1 若 的首、末码不同，则 ( )= =，( )，且 是最小的正整数使得 =．广( )成立；记 t= 

gcd( ， )，即日a，b∈z，s．t．ai+bk=t。所以厂( )=尸 ( )= ，t<i，矛盾。 

case 2 若 的首、末码相同，则 -1( )= =g ( )，同理记 t=gcd(i，七一1)，即j a，b∈z，s．t． 

口 +b(七一1)：t。所以 g‘( )=g b(k一 ( )= ，t< ，矛盾。 

(2)i l 或 i l七一1，V ∈V (i)， = ( )； 

case 1 X1=~=Xk，则 ( )= ，此时 i l 。记 f= ，“=zlz2⋯z ，则 =型：：：丝。令 ： (i)一 
‘ 

f个 

( ) ( )=U。易知 为双射。故 l ( )l=l ( )l，即 (i)=Wi(i)。 

case 2 zl=z ，则 g ( )= ，此时 i l七一1。记 f=皇 ，“=Xlz2⋯zf，则 Xt≠zl， = ：：：兰曼zl。 
‘ 

个 

令 ： (i)一 (i) ( )=U。同理知 为双射。亦有 (i)=W (i)。口 

由命题 1．4我们可记 W(i)：Wf(i)。追加定义 w(1)：0，则有 (i)=W(i)，i l 或 l七一1； > 

1， ≥ 1。 

命题1．5在K(d， 中，记G( )=∑w( )，则G( )=d +(一1) 。 
fl 

证明 d +d 一 =∑ W (i)=∑w(i)+∑ w(i)=G(k)+G(k一1)。又因为G(1)=0，G 
i=I Il il —I 

(2)=d +d。故由递归容易得到 G( =d +(一1) 。口 
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为表示问题的方便，引入以下记号：G={G( )}，W={W(，z)}，N={N( )= }，J {J( ) 

[ ]}，P={P( )=1}， ={ ( )}为Mobius函数， ={ ( )}为欧拉函数。则有 G=eOW。从而 Ⅳ= 

OG。记 H=NOW，则 H=NOW =NOI~OG=~oc。由此得到： 

引理 1．2 Kautz图K(d，k)的最小轨道总数 

s(d = + = + 

结合引理 1．1和引理 1．2，可以直接得出 Kautz图反馈数的下界。 

定理 1．1 Kautz图 K(d，k)的反馈数的下界 

厂( ，五) ! + 
，
五> 1 

2 上界 

这里提供一种确定 Kautz图反馈点集的算法，可以确定反馈数的上界。以K(2，1)，K(2，2)，K(2，3) 

为例，由算法所得不含有向圈的子图如图2所示。 

21 

O 

02 

O 

O 

21O 

2 

图 2 图中的空心点表不去掉的反馈点集，实心点和粗边表示剩下的不合有向圈的子 图 

Kautz图是可以递归定义的，其结构的特殊性决定了下面简单的事实： 

引理 2．1 在 Kautz图 K(d，k)中去掉所有编码中出现码 d的顶点，剩下的图就是 K(d一1，k)。 

记 为K(d，k)中编码以码 d开头的顶点集合；Rd为K(d，k)中编码出现码 d的顶点集合。按照 

如下做法 ，可以确定 Kautz图的一个反馈点集 ： 

Step 1 从 K(d，k)中去掉集合 。此时有 K(d，k)＼Rd=K(d一1，k)； 

Step 2 从 K(d一1，k)中去掉集合 一1。此时有 K(d一1，k)＼Rd一1：K(d一2，k)； 

Step d 从 K(1，k)中去掉集合 F】={1X}({1X}表示首位编码为1的长度为 k的单个顶点集合)。 
d 

F=U F 就是所求的Kautz图的一个反馈点集。参见图2所示。 

本做法具有很强的递推特性，故只需要就做法的第一步和最后一步给出证明。 

J 上 J七一1 

在第一步后，从图上去掉了I I= 个以码 d为首的顶点后，剩下的图如果还包含有有向 

圈，那么这些有向圈所经过的所有顶点中，就不会有任何一个顶点的编码中出现码 d。下面用反证法来证 

明这一结论 。如果 K(d，k)＼ 含有一个包含顶点 的有向圈，而 的编码中出现码d。设 的编码中 

从左到右数在第 咒(>1)位出现第一个码 d，则 的编码可以记为 =3XdY。 表示不是d的码，x表示 
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空集或长为 一2的一段码，其中没有任何一个码为 d，Y表示一段码或空集。 在一个有向圈中，沿着 

有向边的方向， 的邻点记为 ，根据 Kautz图的定义，顶点 U的编码可以表示为U=x y ，即沿着有向 

圈方向每前进一步 ，其编码 中码 d的位置就向前移动一位。既然 处于某有向圈中，7．1总能沿着有向边 

的方向回到自身。那么考察其中编码 d的位置就会发现，在移动过程中，d由原来位置开始逐位前移。 

因为码 d在顶点 的编码中首次出现是第 位，那么在刚开始的连续 一1次移动中，码 d只可能在顶点 

编码的第一位到第 一1范围内出现，所以不可能回归 本身。因此必然要经过某一个 以码 d为首的顶 

点，才能在下一顶点或更下几次变换时回归 。这就说明，在 K(d，k)＼ 中，编码中出现码 d的顶点不 

会出现在任何一个有向圈中。如果要继续确定原图的反馈点集合，在考虑其它的有向圈时，只需考虑那些 

顶点中不出现码 d的顶点 ，也就是 K(d一1，k)中的顶点。递归特性可以简化这一过程。随着 d的不断 

减小，问题归结为求 K(1，k)中反馈点集合。而对任何 愚 2，K(1，k)均为有向K2，其反馈点集合容易求 

出。口 

定理2．1 K(d，k)的反馈数的上界f(d，k) ∑ ik-1(d 2，愚 1)。 

证明 记 F(d，愚)为由上述算法所得的K(d，愚)的反馈点集的阶数。根据上述算法，得 

F(d = +F(d_1，愚) 

： + +F(d一2,k)d +1 。 。 

： + 二__ ± +⋯+ ! +1
3 +1 。 d 。 。 。工 

：  !± ： 
i+1 

= ∑ i 

3 附注 

在 K(d， 中，2次顶点的数目仅与 d有关，为(d+1)·d。当k=3时，K(d，3)中仅有2次回归顶点 

和 3次回归顶点 ，个数分别为(d+1)·d为和d +d 一(d+1)·d=d 一d。经计算证明：当 2 k 3时， 

S(d，k)=F(d，k)；当 k 3时，本文算法所给出的反馈点集就是最小反馈点集。 
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