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折叠立方体网络的最小反馈点集
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摘 要：对简单图GE（V，E），顶点子集F⊂V，如果由V∖F导出的子图不含圈，则称F是G的反馈点集。点
数最小的反馈点集称图的最小反馈点集，最小的点数称为反馈数。一个k维折叠立方体是由一个k维超立方体
加上所有的互补边构成的图。本文证明了k维折叠立方体网络的反馈数f（k）Ec·2k-1（k#2）， 其中c$
k-1
k
，（ ］1 。
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0 引言

在一个简单图中，如果删去某些顶点，可以使剩下顶点的导出子图是没有圈的，则称这个被删去的顶

点集为该图的反馈点集。点数最小的反馈点集称图的最小反馈点集，最小反馈点集的点数称为反馈数。

确定图的最小反馈点集问题，因其在诸多领域内的广泛应用而受到重视。譬如：在互联网中，为了使

网络不会因其中某些节点发生故障而陷入瘫痪，网络设计中往往存在回路。当一台终端登录时，就需要向

整个网络发送广播消息，用以确定网络的状态。在一个桥接网中，每个终端从属于某一网段，网段间以网

桥相连。网桥收到网段上发来的消息后就传至下一网段，下一网段又经网桥继续传递。如果网络中有回

路，则广播消息会一直在网桥环网中传递，形成“广播风暴”，阻塞网络。解决这个问题的做法就是想办法

尽可能少地关闭一些网桥，使剩下的网络不再含回路。用图论术语来说，就是要确定该网络对应图的一个

最小反馈点集。

对一般图确定最小反馈点集是一个NP-hard问题［1］。然而在文献中，人们对有些图，如reducibleflow
graph［2］，cocomparabilitygraph和convexbipartitegraphs［3］，cyclicallyreduciblegraph［4］和其它图［5，6］中都
给出了确定最小反馈点集的多项式时间的算法。最近，一些特殊拓扑结构图的反馈数的上界和下界都已



经陆续得到。如Mesh网络，tori网络butterflies网络，立方连通网络，超立方体网络，和星图［7~9］。
记k维超立方体为Qk，顶点集为｛0，1｝的完全图记为K2，则根据超立方体的定义知：Q1EK2；Qk可

递归地定义为：

QkEQk-1*K2 （k!1）
根据这个定义，Qk的顶点集可以看成两部分组成：其一部分的顶点是由Qk-1中所有顶点的二进制编码后加
数字0得到，记为Q0k-1；另一部分的顶点是由Qk-1中所有顶点的二进制编码后加数字1得到，记为Q1k-1。
我们定义一个虚1拟的分界平面Sk来分开这两个组成部分，此Sk切断所有连接于这两部分之间的边。
Focardi，Luccio和Peleg获得Qk的反馈数为

2k-1·（1- ck-1
），其中c" 1

2
，［ ］1
［8］

记k维折叠立方体网络为FQk。定义二进制编码逐位不同的两顶点互称互补点，连接这两个顶点边
称互补边；定义二进制编码仅最后一位不相同的两顶点互称对偶点，连接这两个顶点的边称对偶边。故

FQk是由Qk再加上2k-1条互补边构成。由于FQk具有下述优良性质，所以被认为是替代超立方体Qk
的挑战性网络结构［10］：

（1）FQk是k+1正则，有2k个顶点，（k+1）2k-1条边；

（2）FQk直径为
k［ ］2 ；

（3）FQk为k+1连通；
（4）FQk是Cayley图，而且是点和边可迁的；
（5）FQk中每一个顶点的所有k+1条邻边中，有一个互补边和一个对偶边可以穿越分界平面Sk，且
只有这两个边能连接于Q0k-1和Q1k-1两部分之间。
我们用f（k）表示FQk的反馈数。本文证明了

f（k）Ec·2k-1 （k!2），其中c" k-1k
，（ ］1

下面通过分别计算f（k）的下界和上界来证明这个结论。

1 f（k）的下界

引理1 记F（k）为FQk中的最小反馈点集，则#F（k）#Ef（k）；记c（k）为FQk$F（k）中连通分支
个数。则有：

f（k）!
（k-1）·2k-1+c（k）［ ］k

（k!2）

证 令E◜是FQk$F（k）的边集。因为FQk$F（k）不含圈，所以#E◜#E2k-f（k）-c（k）。换句话
说，FQk因去掉f（k）个顶点而失去的边数

#E"#E（k+1）·2k-1-#E◜#E（k+1）·2k-1-（2k-f（k）-c（k））
又因为当F（k）中诸顶点互不相邻时，#E"#达最大值（k+1）·f（k）。
因此，

（k+1）·f（k）!（k+1）·2k-1-（2k-f（k）-c（k））
由此得：

f（k）!
（k-1）·2k-1+c（k）

k
证毕。

在引理1中取c（k）E1，即得FQk反馈数的下界：

定理1 对任何k维折叠立方体FQk，有f（k）!
（k-1）·2k-1+1［ ］k

（k!2）。

2 f（k）的上界

首先需要回顾几个定义。如果一个顶点的二进制编码中码1的总数为奇数（或偶数），则称该顶点为奇
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（或偶）点；两个二进制编码长度相等的顶点x和y，其对应位置上数码不相同的位数的总和称为它们间的
Hamming距离，记为HD（x，y）。不难证明：在k维超立方体中两点间的Hamming距离就等于它们之间的距
离；设S为顶点集，如果=x，y∈S，均有HD（x，y）#k（k为自然数），则称S为k分离集；任意两顶点距离
均不超过2的不含圈的图称为星，其顶点总数称为星的阶数。如果有度大于1的顶点，则称其为星的中心。
为构造无圈子图，我们需借用一个已知的结论：

引理2［9］ 对任何k#2，Qk中含有一个至少有
2k-2
k［ ］-1 个偶点组成的4分离集，若记这个4分离集与

Qk所有的奇点的并集为R，则R在Qk中导出子图是不含圈的。记这个不含圈的导出子图为Rk。
考虑到Qk是个二部分图，即每个偶点的所有邻点都是奇点，每个奇点的所有邻点都是偶点。不难得出：
推论1 由引理2得到的Rk的诸连通分支，或者是孤立的奇点，或者是中心为偶点的k+1阶星。
为表述问题的方便，我们以k+1维折叠立方体FQk+1为研究对象。在此基础上，我们来构造FQk+1

（k#2）中的无圈导出子图。记R0为引理2中定义的R中所有顶点的二进制编码后加数0得到的顶点
集；D1为Qk$R中所有顶点的二进制编码后加数1得到的顶点集；e为与R0中任一个偶点对偶的顶点。
易知：

%R0%&2k，R0’V（Q0k）’V（FQk+1）；

%D1%&2k，（D1(｛e｝）’V（Q1k）’V（FQk+1）；
引理3 在FQk+1（k#2）中，由R0(D1(｛e｝导出的子图不含圈。
在证明该引理之前，我们先看一个例子。当kE2，3时，由引理2定义的Qk中的无圈导出子图和R0

(D1(｛e｝在FQk+1中的导出子图如图1所示。

中a，b，c，d中实心点和粗线表示Q2，FQ3，Q3，FQ4中得到不含圈的导出子图

图1

证 记R0在Q0k中的导出子图为R0，D1(｛e｝在Q1k中的导出子图为R1。若暂不考虑FQk+1中的
互补边和对偶边，则R0同构于Rk，R1只是Q1k的部分奇点且Q1k为二部分图。所以我们所构造的导出子
图可以分为各不含圈的两部分。定义一个与FQk+1相关的分界平面Sk+1，Sk+1把FQk+1的顶点集分为

Q0k和Q1k两部分。从FQk+1的结构性质可知：分界平面Sk+1切断了FQk+1中所有的互补边和对偶边，且
只切断这2k条边。R0和R1中的点如能连成圈，唯一的可能是利用FQk+1中的互补边或对偶边来穿越
分界平面Sk+1。接下来证明：这也是不可能的。
由构造方法知，R0不会含D1的对偶点。故D1中的点如果进入R0，不可能经对偶边到达，那就只可

能通过另外一条边，即互补边。又因为D1在Q1k中是孤立点集，所以即使可以通过互补边，D1到R0中
的连边也不会形成圈。

现在考虑点e。记e的二进制表示为eE（X1）（X表示长为k的一段二进制编码）。则e在Q0k中的
对偶点e◜E（X0），且是个偶点；e在Q0k中的互补点e"E（)X1）E（)X0）（)X表示X中各码0、1互变）。于是，
我们得到：

HD（e◜，e"）E%X0-)X0%Ek#2
即e◜，e"在Q0k中的距离至少为2。又因为e◜为偶点，所以由推论1知e◜，e"必不在同一颗星上，即e的连
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边也不会构成圈（参见图1中的d）。证毕
定理2 对任何k!3，k维折叠立方体FQk的反馈数f（k）"2k-1-1。
证 由引理3知R0#D1#｛e｝在FQk+1中的导出子图不含圈，且

$R0#D1#｛e｝$E$V（Qk）$+1E2k+1
所以k+1维折叠立方体FQk+1的反馈数

f（k+1）"2k+1-（2k+1）E2k-1
证毕

容易验证当kE3，4时，由定理1和定理2给出的f（k）的下界和上界相等，即f（3）E3和f（4）E7。
此时我们的界是很好的。由我们构造所得的导出子图仅有一个连通分支，如图1所示。

考虑到f（k）为自然数，可以把下界进一步压缩为k-1k
·2k-1，把上界进一步放大到2k-1。结合定理1

和定理2，我们能够把k维折叠立方体FQk的反馈数表示为下述比较简洁的形式。
定理3 k维折叠立方体FQk的反馈数

f（k）Ec·2k-1（k!2），其中c% k-1k
，（ ］1

注 上述表达式中对于kE2时也成立，此时c的取值是1。对任何k&2，c的取值范围均为
k-1
k
，（ ）1 。

3 无圈导出子图的连通性分析

下面分析我们所得的FQk+1无圈导出子图的连通性。
定理4 如果k为奇数，则我们构造的FQk+1的无圈导出子图的连通分支个数比Rk中连通分支个数少1。
证 因为FQk+1中互补点间奇偶不变。e的对偶点是一偶点，e的互补点是一奇点。如定理2的证

明知，e的对偶点和互补点必不在同一连通分支上。R1中尚有2k-1-
2k-2
k［ ］-1 个奇点要求与R0中的

2k-1-1个奇点互补对应。又因为k!2，所以2k-1-1!2k-1- 2k-2
k［ ］-1 。即：R1中的每一个孤立的奇点，

都可以通过互补边与R0中原来保留的点相连。所以这2k-1-
2k-2
k［ ］-1 个点的加入，并不会使Rk中连通

分支个数增加。且e把原不连通的两个分支连成了一个分支（当kE3时如图1中d所示），于是总的连
通分支减少了1个。证毕。
这个结论说明，我们构造的FQk+1的无圈导出子图的整体连通性能比引理2中构造的Qk中不含圈

导出子图Rk更好。
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