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摘　要 :互连网络包含所有可能长度的圈是一个重要的拓扑性质。纽立方体网络 TOn 是超立方体网络 Q n 的一
种变型 ,其中 n ≥3 是奇数。Chang 等人[ Information Science ,113 (1999) ,1472167 ]证明了 TOn 中包含任意长度
为 l 的圈 ,其中 4 ≤l ≤2 n 。如果 TOn 中的故障点数和故障边数之和不超过 ( n - 2) , Huang 等人 [J . Parallel and

Dist ributed Computing ,62 (2002) ,5912640 ]证明了 : TQn 中包含长度为 2 n - f v 的圈 ,其中 f v 是故障点数。这篇
文章改进这些结果为 : TQn 中包含任意长度为 l 的圈 ,其中 4 ≤l ≤2 n - f v 。
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Abstract :Containing cycles of all possible lengths in an interconnection network is an important topologi2
cal p roperty. The twisted cube TQn is a variant of the hypercube Qn , where n is an odd larger t han one.
Chang et al [ Information Science , 113 (1999) , 1472167 ] p roved t hat TQn contains all cycles of length
f rom 4 to 2n . Huang et al . [J . Parallel and Dist ributed Comp uting , 62 (2002) , 5912640 ] p roved t hat TQn

contains a cycle of lengt h 2n2f v if t he sum of faulty vertices and faulty edges is not more than ( n22) ,
where f v is t he number of faultyvertices. This note improves these result s as t hat TQn contains all cycles

of lengt h f rom 4 to 2 n2f v . This result is optimal .
Key words :applied mat hematics ; grap h t heory ; networks ; fault2tolerant pancyclicity ; twisted cubes.

0 　引言

超立方体网络 Qn 是较早提出的一种总体性质较好的互连网络 ,但它并不是各方面拓朴性质都是最

好的网络。纽立方体网络 TQn 是 Hibers et al。[1 ]提出的 Qn 的一种变型 ,它的直径是 Qn 的一半。关于纽

立方体网络 TQn 的其它性质 ,可参见文献[2～4 ]。

互连网络的拓朴结构通常用连通的简单图 G = (V , E) 来表示 ,其中 V 和 E 分别表示图 G 的点集和边

集。有关图论的术语和记号 ,可参见[5 ]。圈的嵌入问题是在图中找出给定长度的圈 ,它对于互连网络的

实际应用很重要的作用[6 ] 。连接两点 x 和 y 的边记为 ( x , y) 。以 x0 和 x k 为端点的路记为 , < x0 , x1 , x2 ,

⋯, x k > 。包含图中所有点的路称为 Hamilton 路。一个图是 Hamilton 连通的 ,如果图中任何两点之间

有一条 Hamilton 路。包含图中所有点的圈称为 Hamilton 圈。一个图是 Hamilton 的 ,如果它包含一个
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Hamilton 圈。如果图 G中能嵌入任何长度从围长到| V | 的圈 ,则称图 G是泛圈的。但是 ,在文献 [7～9 ]

中 ,一个图是泛圈的是指它能够嵌入所有长度从 3 到| V | 的圈。但容易看出 TQn 围长为 4。为方便讨论 ,

这里采用前一个定义。

大型互连网络在使用过程中 ,它的结点和连线难免发生故障 ,所以考虑发生故障的网络具有现实意

义。如果对图 G的任意故障集 F < V ( G) ∪E( G) 且| F| ≤k ,图 G - F 仍是 Hamilton 的 ( Hamilton 连通

的 ,泛圈的) ,称图 G为 k 容错 Hamilton 的 ( Hamilton 连通的 ,泛圈的) 。Chang 等[4 ] 证明了 TQn 是泛圈

的 ; Huang 等人[10 ]证明 TQn 是 ( n - 2) 容错 Hamilton 的。这篇文章中 ,我们改进了这些结果 ,得到 :

定理 　纽立方体网络 TQn 是 ( n - 2) 容错泛圈的 ,其中 n 为奇数且 n ≥3。

注　因为 TQn 是 n 正则的 ,如果与同一个点相连的 ( n - 1) 条边全部发生故障 ,那么该网络中不可能

嵌入 Hamilton 圈。因此界 ( n - 2) 是紧的。

我们将在第 2 部分给出定理的证明 ,第 1 部分介绍 TQn 的定义和基本性质。

1 　纽立方体

n维纽立方体 TQ n 的顶点由所有长为 n 的二元字符串组成 ,其中 n 是不小于 3 的奇数。对 TQn 中的

点 u = un - 1 un - 2 ⋯u1 u0 ,给出一个第 i 个奇偶函数的概念 P i ( u) = ui © ui - 1 © ⋯© u0 ,其中 ©表示异或运算
(0 ≤i ≤n - 1) 。纽立方体网络 TQn 是由 Hibers et al . [1 ]首先提出来的。它可以递归定义如下 : TQ1 是只

两个点 0 和 1 的完全图 K2 。TQn 的顶点可分为四个子集 , TQ00
n - 2 , TQ01

n - 2 , TQ10
n - 2 , TQ11

n - 2 ,其中 TQij
n - 2 由

un - 1 = i 和 u n - 2 = j 的点 u 组成。对每个 i j ∈{ 00 ,01 ,10 ,11} , TQn 的导出子图 TQ ij
n - 2同构于 TQn - 2 。连接

这四个纽立方体的边为 :对于点 u = un - 1 un - 2 ⋯u1 u0 ,如果 Pn - 3 ( u) = 0 ,它和点 v = �un - 1 un - 2 un - 3 ⋯u1 u0 或 v

= �un - 1 �un - 2 un - 3 ⋯u1 u0 连边 ;如果 Pn - 3 ( u) = 1 则它和点 v = un - 1 �un - 2 un - 3 ⋯u1 u0 或 v = �un - 1 un - 2 un - 3 ⋯u1 u0

相连。图 1 给出了 TQ3 的两种画法。

图 1 　(a) TQ3 的一般画法 　　　　　　　　　　(b) TQ3 的对称式画法

K2 表示两个点的完全图 , G×K2 表示通过对两个图 G的同一个点连边得到的图形。文献[10 ]证明 :

TQ00
n - 2 ∪TQ10

n - 2和 TQ01
n - 2 ∪TQ11

n - 2 的导出子图都同构于 TQn - 2 ×K2 。记为 TO00
n - 2 ∪TQ10

n - 2 µ TQn - 2 ×K2 ,

TQ01
n - 2 ∪TQ11

n - 2 µ TQn - 2 ×K2 。TQ00
n - 2和 TQ10

n - 2之间 ,以及 TQ01
n - 2和 TQ11

n - 2之间的边称为临界边。TQ00
n - 2 ∪

TQ10
n - 2和 TQ01

n - 2 ∪TQ11
n - 2之间的边称为交叉边 ,这些交叉边构成了一个完备匹配 M ,因此 TQn 可记为 TQ n

= ( TQn - 2 ×K2 ) ©M ( TQn - 2 ×K2 ) 。我们对定理证明需要下面两个引理。

引理 1[10 ] 　TQn 是 ( n - 2) 容错 Hamilton 和 ( n - 3) 容错 Hamilton 连通的。

引理 2[10 ] 　TQn ×K2 是 ( n - 1) 容错 Hamilton 和 ( n - 2) 容错 Hamilton 连通的。

2 　定理证明

定理证明的方法是对奇数 n ≥3 用数学归纳法。证明步骤如下 :首先说明 TQ3 是 1 容错泛圈的 ;其次

假设结果对于 TQk (3 ≤k ≤n) 成立 ,证明 TQn ×K2 是 ( n - 1) 容错泛圈的 ;最后证明 TQn + 2 是 n 容错泛圈

的。我们把这 3 个步骤分成在 3 个引理来完成。
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引理 3 　TQ3 是 1 容错泛圈的。

证明 　由 TQ3 的点可迁性 (如图 1 ( b) ) ,只需要考虑以下两种情形 :

情形 1 　TQ3 有一个故障点。不妨设帮障点为 x = 000 . TQ3 - x中长从 4 到 7 的圈分别为 :〈110 , 010 ,

011 ,111 ,110〉,〈110 , 111 , 101 , 100 , 010 , 110〉,〈110 , 111 , 101 , 001 , 011 , 010 , 110〉,和〈110 , 111 , 011 , 001 ,

101 ,100 ,010 ,110〉

情形 2 　TQ3 有一条故障边。不妨设与点 x = 000 相连的边 e 发生故障。由情形 1 , TQ3 - e 中有长从

4 到 7 的圈。我们只需找到一条长为 8 的圈即可。令 e = (000 , 100) 。则〈000 , 110 , 111 , 101 , 100 , 010 ,

011 ,001 ,000〉是一条长为 8 的圈 ;若 e = (000 , 001) 。则 < 000 , 100 , 010 , 011 , 001 , 101 , 111 , 110 , 000 > 是

一条长为 8 的圈 ;假设 e = (000 ,110) 。这种情形和 e = (000 ,001) 类似 ,故略去。

因此 ,结论成立。

为证明引理 4 ,需考虑 TQn ×K2 的结构。TQn ×K2 是由两个 TQn 增加 2n 条连边构成的 ,这两个

TQn 分别记为 TQ0
n 和 TQ1

n , TQ0
n 和 TQ1

n 的同一个点相连 ,所有的连边构成了一个完备匹配。任取 TQ00
n - 2

∪TQ10
n - 2 Α TQ0

n 中的一个点 u0 = 0 x n - 1 x n - 2 ⋯x1 x0 ,设 TQ01
n - 2 ∪TQ11

n - 2 Α TQ0
n 中与点 u0 相连的点为 v0 ,

TQ1
n 中与点 u0 , v0 相连的点分别为 u1 , v1 。则当 Pn - 3 ( u0 ) = 0 时 , v0 = 0�x n - 1 �x n - 2 ⋯x1 x0 , u1 = 1 x n - 1 x n - 2 ⋯

x1 x0 , v1 = 1�x n - 1 �x n - 2 ⋯x1 x0 。点 u0 , v0 , v1 , u1 , u0 形成了一个长为 4 的圈 ,即圈 < 0 x n - 1 x n - 2 ⋯x1 x0 , 0�x n - 1

�x n - 2 ⋯x1 x0 ,1�x n - 1 �x n - 2 ⋯x1 x0 ,1 x n - 1 x n - 2 ⋯x1 x0 > 。因为它的边是在临界边和交叉边交错出现 ,为了方便

起见 ,我们称这样的圈为交错 4 圈。当 Pn - 3 ( u0 ) = 1 时 ,交错 4 圈为 < 0 x n - 1 x n - 2 ⋯x1 x0 , 0 x n - 1 �x n - 2 ⋯

x1 x0 ,1 x n - 1 �x n - 2 ⋯x1 x0 , 1 x n - 1 x n - 2 ⋯x1 x0 > 。容易看出 , TQn 的每一个点都仅与一条交叉边相连 ,每一条

交叉边都在唯一的交错 4 圈上。而且所有的交错 4 圈都是点不交的。因为 TQ00
n - 2 ∪TQ10

n - 2 (或 TQ01
n - 2 ∪

TQ11
n - 2 ) 中共有 2 n - 1个点 ,所以当 TQ0

n (或 TQ1
n ) 中的圈长超过 2n - 1 时 ,该圈上一定至少含有两条交叉边。

交叉边和交错 4 圈对于引理 4 的证明起着重要的作用。

除此以外 ,还需要介绍一个安全交叉点的概念。对于 TQn 中的任意点 u ,设 u 是 TQ n 的子立方体

TQ0
n (或 TQ1

n) 中的非故障点 , u′是 u 在 TQ n 的另一个子立方体 TQ1
n (或 TQ0

n) 中的邻点。如果 u 和 u′有边

相连 ,即 u′是非故障的 ,且连边 ( u , u′) 也是非故障的 ,就称点 u 是安全交叉点。此概念在引理 5 的证明中

同样适用 ,只需把 TQ0
n 和 TQ1

n 分别改成 G0 和 G1 即可。

引理 4 　如果 TQn 是 ( n - 2) 容错泛圈的 ,则 TQn ×K2 是 ( n - 1) 容错泛圈的。

证明 　令 TQ0
n 和 TQ1

n 分别表示构成 TQ n ×K2 的两个 TQn , Ec 表示临界边集 ,即 Ec = { ( u0 , u1 ) | ui ∈

TQi
n , i = 0 ,1} , F是故障集 , F0 = F ∩TQ0

n , F1 = F ∩TQ1
n , Fc = F ∩Ec ; Fv 是故障点集 , F0

v = Fv ∩V ( TQ0
n ) ,

F1
v = Fv ∩V ( TQ1

n) ; Fe 是故障边集 , F0
e = Fe ∩E( TQ0

n) , F1
e = Fe ∩E( TQ1

n ) , Fc
e = Fe ∩Ec 。f 0 = | F0 | , f 1 = |

F1 | , f c
e = | Fc

e | , f 0
v = | F0

v | , f 1
v = | F1

v | , f 0
e = | F0

e | , f 1
e = | F1

e | 。分两种情形来讨论 TQn ×K2 - F 中存在长从

4 到 2 n + 1 - f v 的圈。

情形 3 　所有 ( n - 1) 个故障 F均在 TQ0
n 或 TQ1

n 中。不妨设 F < TQ0
n 。即 f 0 = n - 1 , f 1 = f c

e = 0。

情形 4 　4 ≤l ≤2 n 。由引理 1 知 , TQ1
n 是 ( n - 2) 容错泛圈的。f 1 = 0 ,因此 TQ1

n Α TQn ×K2 - F中存在

长度从 4 到 2n 的圈。

情形 5 　l = 2n + 1。TQn ×K2 - F中构造一个圈 ,包含 TQ1
n 中 2n - 1 个非故障点和 TQ0

n 中两个非故

障点。由引理 1 , TQ0
n 是 ( n - 2) 容错 Hamilton 的。若 f 0 ≤n - 2 ,则 TQ0

n - F0 中存在一条 Hamilton 圈。

但 f 0 = n - 1 ,因此 TQ0
n - F0 中包含一条长为 (2n - f 0

v - 1) 的没有任何点边故障的 Hamilton 路。记这条路

为 P0 =〈u1 , u2 , ⋯, u2 n2f 0
v〉,其中 f 0

v = f v 。任取 P0 上一条边 ( ua , ub) ,并设 ua , ub 在 TQ1
n 中的邻点分别为

v a 和 v b 。由引理 1 , TQ1
n 是 ( n - 3) 容错 Hamilton 连通的 ( n ≥3) 。由于 f 1 = 0 ,可在 TQ1

n 中找到连接 v a 和

vb 且包含 2n - 1 个点的路 P1 。那么 , ( ua , ub) + ( ub , vb) + P1 + ( va , ua) 即为 TQn ×K2 - F中长 2n + 1 的圈
(如图 2 (a) ) 。

情形 6 　2 n + 2 ≤l ≤2n + 1 - f v 。令 l′= l - 2n 。则 2 ≤l′≤2n - f v 。由情形 5 , TQ0
n - F0 中包含一条

Hamilton 路 P0 =〈u1 , u2 , ⋯u2 n - f 0
v〉,其中 f 0

v = f v 。对每一个 l′,选择 P0 上的点 ul′,则 P0 上定点 u1 和动

点 ul′之间的路长为 l′- 1。设 u1 和 ul′在 TQ1
n 中的邻点分别为 v1 和 v l′。由引理 1 , TQ1

n 是 ( n - 3) 容错

Hamilton 连通的 ( n ≥3) 。f 1 = 0 . TQ1
n 中存在一条连接 v1 和 v l′的长为 2 n - 1 的路 P1 。那么 ,〈u1 , u2 , ⋯,

ul′, v l′, P1 , v1 , u1〉是 TQn ×K2 - F中长为 l 的圈 (如图 2 ( b) ) 。
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图 2 　引理 3 证明中的图示

　　情形 7 　f 0 ≤n - 2 且 f 1 ≤n - 2。由定理的条件 , TQ0
n - F0 和 TQ1

n - F1 都是泛圈的。

情形 8 　4 ≤l ≤2 n - f 1
v 。TQ1

n - F1 是泛圈的 ,因此 TQ1
n - F1 Α TQn ×K2 - F 中包含长度从 4 到 2n -

f 1
v 的圈。

情形 9 　l = 2n - f 1
v + 1。要在 TQn ×K2 - F中构造一个圈 ,它包含 TQ1

n 中 2n - f 1
v - 1 个非故障点和

TQ0
n 中两个非故障点。为避开 TQ0

n 中的故障 ,引入一个隐故障的概念。令 < u0 , v0 , v1 , u1 , u0 > 是一个交

叉 4 圈 , ( u0 , v0 ) 是 TQ0
n 中的一条交叉边 , ( u1 , v1 ) 是 ( u0 , v0 ) 在 TQ1

n 中的对应交叉边。如果该圈上有一个

故障但故障又不在 TQ1
n 中 ,就称边 ( u1 , v1 ) 是 TQ1

n 中 F 的一个隐故障 (类似可定义 TQ0
n 中 F 的隐故障) 。

令 Fs = { e| e 是故障 F 在 TQ1
n 中的隐故障} 。由于所有的交叉 4 圈都是点不交的 ,所以| Fs ∪F1 | ≤n - 1。

如果| Fs ∪F1 | = n - 1 ,任意选择 Fs 中的一条边 e1 ,令 F′= Fs ∪F1 - e1 否则 F′= Fs ∪F1 。则| F′| ≤n - 2 ,

TQ1
n - F′仍然是泛圈的。由于 F′∩V ( TQ1

n) = F1
v , TQ1

n - F′中存在一个长 2n - f 1
v - 1 的圈 C1 ,且 2 n - f 1

v -

1 ≥2n - 1 ( n ≥3) , C1 上一定存在两条叉边 ,取一条交叉边 ( u1 , v1 ) ≠e1 ,则 ( u1 , v1 ) 在 TQ0
n 中的对应交叉边为

( u0 , v0 ) ,且圈 < u1 , v1 , v0 , u0 , u1 > 上不存在任何故障。C1 - ( u1 , v1 ) + ( u1 , u0 ) + ( u0 , v0 ) + ( v0 , v1 ) 即为

TQn ×K2 - F中长为 2 n - f 1
v + 1 的圈 (如图 2 (c) ) 。

情形 10 　2n - f 1
v + 2 ≤l ≤2 n + 1 - f v 。不妨设 f 1 ≤f 0 ≤n - 2。假设 f 1 = n - 2 ,则 f 0 = n - 2。f 1 + f 0 =

2 n - 4 ≤n - 1 , n ≤3 ,只需考虑 n = 3 , f 0 = f 1 = 1 的情形 ,这种情形的证明只是验证 ,故略去其验证过程。

令 1 ≤l′≤2n - f 0
v - 1。下面对每一个 l′,在 TQ0

n 中构造一条长 l′的路 P0 。由引理 1 , TQ0
n 是 ( n - 2) 容错

Hamilton 的 ,则 TQ0
n - F0 中存在一个长为 2n - f 0

v 的圈 C0 = < u0 , u1 , u2 , ⋯, u2 n - f 0
v - 1 , u0 > 。则 C0 上

存在两个安全交叉点 ui 和 u j 使得 ( j - i) mod (2n - f 0
v ) = l′。假设不存在这样的 ui 和 u j ,则在 TQ0

n 外至少

存在[2n - f 0
v / 2 ]个故障。但[2n - f 0

v / 2 ] + f 0
v ≥2n - 1 > n - 1 ( n ≥3) ,得出矛盾。因此 TQ0

n - F0 中 ui 和 u j

之间存在一条长为 l′的路 P0 。令 v i 和 v j 分别是 u i 和 u j 的邻点。由于 ui 和 u j 是安全交叉点 ,所以 v i 和

v j 是非故障点 , ( ui , vi ) 和 ( uj , v j ) 是非故障边。由引理 1 , TQ1
n 是 ( n - 3) 容错 Hamilton 连通的。TQ1

n - F1

的任何两点之间都有一条长为 2 n - f 1
v - 1 的 Hamilton 路。设 v i 和 v j 之间长这 2n - f 1

v - 1 的路为 P1 , P0

+ ( uj , v j ) + P1 + ( v i , ui ) 即为长 l 的圈 (如图 2 (d) ) 。

考虑 TQn + 2 = ( TQn ×K2 ) Ý M ( TQn ×K2 ) , M 是一个完备匹配。简记作 : TQn + 2 = G0 Ý M G1 , G0 µ TQ00
n

∪TQ10
n µ TQn ×K2 , G1 µ TQ01

n ∪TQ11
n µ TQn ×K2 。匹配 M 是这样构成的 :设 u0 是 G0 中的点 ,则不妨设

u0 = 00B ,其中 B 是长为 ( n - 2) 的二元字符串。如果 Pn - 3 ( u0 ) = 0 ,则 G1 中和 u0 相连的点为 u1 = 11B ;如

果 Pn - 3 ( u0 ) = 1 ,则 G1 中和 u0 相连的点为 u1 = 01B 。其中 B 是长为 n 的字符串。

对于 G0 中的任意间个邻点 ,它们在 G1 中的邻点不总是相邻的 ,反之亦然。对于 G0 中的临界边 ( u0 ,

v0 ) = (00B ,10B) ,其中 B 是长为 n 的字符串。当 Pn - 1 ( u0 ) = 0 时 ,对应于 G1 中的边 ( u1 , v1 = (11B ,01B) ;

当 Pn - 1 ( u0 ) = 1 时 ,对应于 G1 中的邻点 ( u1 , v1 ) = (01B , 11B) 。因此 ,如果 ( u0 , v0 ) 是 G0 中的临界边 ,则

u0 , v0 在 G1 中的邻点 u1 , v1 一定是相邻的 ,它们也构成一条临界边。这样 ,点 u0 , v0 , v1 , u1 , u0 形成了一个

交错 4 圈。当 Pn - 1 ( u0 ) = 0 时 ,交错 4 圈为〈00B , 10B , 01B , 11B , 00B〉;当 Pn - 1 ( u0 ) = 1 时 ,交错 4 圈为

〈00B ,10B ,11B ,01B ,00B〉。其中 B 是长为 n 的字符串。临界边对于引理 5 的证明有重要的作用。TQ

n + 2中至少包含两条临界边的圈称为 2 临界圈。容易看出 TQn + 2的每一个点都和一条临界边相连 ,每一

条临界边都在一个长为 4 的 2 临界圈上。由于 TQi , j
n ( i , j ∈{ 0 ,1} ) 中仅有 2n 个点 ,如果 G0 或 G1 中的任何

一个圈长超过 2n ,则它一定是一个 2 临界圈。

引理 5 　设 n 是奇数且 n ≥3。如果 TQn 是 ( n - 2) 容错泛圈的 ,则 TQn + 2是 n 容错泛圈的。
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证明 　设 TQn + 2 = G0 Ý M G1 ,其中 G0 = G1 = G = TQn ×K2 。由引理 4 , G0 和 G1 都是 ( n - 1) 容错泛圈

的。由引理 2 , G0 和 G1 都是 ( n - 1) 容错 Hamilton 和 ( n - 2) 容错 Hamilton 连通的。令 Ec 表示交叉边

集 ,即 Ec = { ( u0 , u1 ) | ui ∈Gi } i = 0 ,1。F是故障集 , F0 = F ∩G0 , F1 = F ∩G1 , Fc = F ∩Ec ; Fv 是故障点集 ,

F0
v = Fv ∩V ( G0 ) , F1

v = Fv ∩V ( G1 ) ; Fe 是故障边集 , F0
e = Fe ∩E( G0 ) , F1

e = Fe ∩E( G1 ) , Fc
e = Fe ∩Ec 。f 0 = |

F0 | , f 1 = | F1 | , f c
e = | Fc

e | , f 0
v = | F0

v | , f 1
v = | F1

v | , f 0
e = | F0

e | , f 1
e = | F1

e | 。引理 5 证明中的图示参照引理 4 中

的图形 ,只需把 TQ0
n 和 TQ1

n 分别换成 G0 和 G1 ,图中圈和路的点数改变一下即可。我们分以下两种情形

来证明 TQn + 2中存在长从 4 到 2n + 2 - f v 的圈。

引理 5 　设 n 是奇数且 n ≥3。如果 TQn 是 ( n - 2) 容错泛圈的 ,则 TQn + 2是 n 容错泛圈的。

证明 　设 TQn + 2 = G0 ©M G1 ,其中 G0 = G1 = G = TQn ×K2 。由引理 4 , G0 和 G1 都是 ( n - 1) 容错泛圈

的。由引理 2 , G0 和 G1 都是 ( n - 1) 容错 Hamilton 和 ( n - 2) 容错 Hamilton 连通的。令 Ec 表示交叉边

集 ,即 Ec = { ( u0 , u1 ) | ui ∈Gi } i = 0 ,1。F是故障集 , F0 = F ∩G0 , F1 = F ∩G1 , Fc = F ∩Ec ; Fv 是故障点集 ,

F0
v = Fv ∩V ( G0 ) , F1

v = Fv ∩V ( G1 ) ; Fe 是故障边集 , F0
e = Fe ∩E( G0 ) , F1

e = Fe ∩E( G1 ) , Fc
e = Fe ∩Ec 。f 0 = |

F0 | , f 1 = | F1 | , f c
e = | Fc

e | , f 0
v = | F0

v | , f 1
v = | F1

v | , f 0
e = | F0

e | , f 1
e = | F1

e | 。引理 5 证明中的图示参照引理 4 中

的图形 ,只需把 TQ0
n 和 TQ1

n 分别换成 G0 和 G1 ,图中圈和路的点数改变一下即可。我们分以下两种情形

来证明 TQn + 2中存在长从 4 到 2n + 2 - f v 的圈。

情形 11 　所有 n 个故障 F 均在 G0 和 G1 中。不妨设 F Α G0 。即 f 0 = n , f 1 = f c
e = 0。

情形 12 　4 ≤l ≤2n + 1 。G1 是 ( n - 1) 容错泛圈的。f 1 = 0 ,因此 G1 Α TQn + 2 - F中存在长度从 4 到 2 n + 1

的圈。

情形 13 　l = 2n + 1 + 1。在 TQn + 2 - F中构造一个圈 ,包含 G1 中 2n + 1 - 1 个故障点和 G0 中两个非故障

点。G0 是 ( n - 1) 容错泛圈的。若 f 0 ≤n - 1 ,则 G0 - F0 中存在一条长为 2 n + 1 - f 0
v 的 Hamilton 圈。但 f 0

= n ,因此 G0 - F0 中包含一条长为 2n + 1 - f 0
v - 1 的 Hamilton 路。记为 P0 = < u1 , u2 , ⋯, u2 n + 1 - f 0

v > ,其

中 f 0
v = f v 。当 n ≥3 时 ,2n + 1 - f 0

v + 1 > 2n 。P0 至少包含一条临界边 ,取一条临界边 ( ua , ub) 。ua , ub 在 G1

中的邻点设为 va , vb ,则 ( va , vb) ∈E( G1 ) 。由引理 2 , G1 是 ( n - 2) 容错 Hamilton 连通的 ( n ≥3) 。由于 f 1

= 0 ,可在 G1 中找到连接 va 和 v b 的包含 2n - 1 + 1 个点的路 P1 。( ua , ub) + ( ub , vb) + P1 + ( va , ua ) 即为长

2n + 1 + 1 的圈 (如图 2 (a) ) 。

情形 14 　2n + 1 + 2 ≤l ≤2n + 2 - f v 。令 l′= l - 2n + 1 。则 2 ≤l′≤2n + 1 - f v 和引理 4 中情形 5 类似 , G0 -

F0 中包含一条长为 2 n + 1 - f 0
v - 1 的 Hamilton 路 P0 = < u1 , u2 , ⋯, u2 n + 1 - f 0

v > ,其中 f 0
v = f v 。对每一个

l′,选择 P0 上动点 ul′。则 P0 上定点 ui′和动点 u i′之间的路长为 l′- 1。设 u1 和 ul′在 G1 中的邻点分别为

v1 和 vl′,由引理 2 , G1 是 ( n - 2) 容错 Hamilton 连通的 ( n ≥3) 。f 1 = 0。G1 中存在一条连接 v1 和 v l′的长

为 2n + 1 - 1 的路 P1 。〈u1 , u2 , ⋯, ul′, vl′, P1 , v1 , u1〉是 TQn + 2 - F中一个长为 l 的圈 (如图 2 ( b) ) 。

情形 15 　f 0 ≤n - 1 且 f 1 ≤n - 1。则 G0 - F0 和 G1 - F1 都是泛圈的。

情形 16 　4 ≤l ≤2n + 2 - f 1
v 。G1 - F1 是泛圈的。因此 G1 - F1 Α TQn + 2 - F 中包含长度从 4 到 2n + 1 -

f 1
v 的圈。

情形 17 　l = 2n + 1 - f 1
v + 1。在 TQn + 2 - F中构造一个圈 ,包含 G1 中 2n + 2 - f 1

v - 1 个非故障点和 G0 中

两个非故障点。与引理 4 情形 17 类似 ,为避开 G0 中的故障 ,引入一个隐故障的概念。令 < u0 , v0 , v1 , u1 ,

u0 > 是一个交叉 4 圈 , u0 , v0 在 G0 中 , u1 , v1 中 G1 中。如果该圈上有一个故障但故障又不在 G1 中 ,就称

边 ( u1 , v1 ) 是 G1 中 F的一个隐故障 (类似可定义 G0 中 F的隐故障) 。令 Fs = { e| e 是故障 F 在 G1 中的隐

故障} 。由于所有的交叉 4 圈都是点不交的 , | Fs ∪F1 | ≤n。如果| Fs ∪F1 | = n ,任意选择 Fs 中的一条边

e1 ,令 F′= Fs ∪F1 - e1 否则 F′= Fs ∪F1 。则| F′| ≤n - 1 且 G1 - F′仍然是泛圈的。由于 F′∩V ( G1 ) =

F1
v , G1 - F′中存在一个长为 2n + 1 - f 1

v - 1 的圈 c1 。2 n + 1 - f 1
v - 1 > 2n ( n ≥3) , c1 至少包含两条临界边。设

( u1 , v1 ) ≠e1 是 c1 上一条临界边 ,则 ( u1 , v1 ) 不在 Fs 中。令 u0 , v0 分别是 u1 和 v1 在 G0 中的邻点。则 c1 -

( u1 , v1 ) + ( u1 , u0 ) + ( u0 , v0 ) + ( v0 , v1 ) 是 TQn + 2 - F中长为 2n + 1 - f 1
v + 1 的圈 (如图 2 (c) ) 。

情形 18 　2n + 1 - f 1
v + 2 ≤l ≤2n + 2 - f v 。不妨设 f 1 ≤f 0 ≤n - 1。若 f 1 = n - 1 ,则 f 0 = n - 1。f 1 + f 0 =

2 n - 2 ≤n ,则 n ≤2 ,这与 n ≥3 矛盾。所以一定有 f 1 ≤n - 2。令 1 ≤l′≤2n + 1 - f 0
v - 1。下面对每一个 l′,在

G0 中构造一条长 l′的路 P0 。G0 是 ( n - 1) 容错泛圈的 , G0 - F0 中存在一个长为 2n + 1 - f 0
v 的圈 c0 = < u0 ,

u1 , u2 , ⋯, u2 n + 1 - f 0
v - 1 , u0 > 。则必有结论 :c0 上存在两个安全交叉点 ui 和 u j 使得 ( j - i) mod (2n + 1 - f 0

v )
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= l′。假设不存在这样的 ui 和 u j ,则在 G0 外至少存在[ (2 n + 1 - f 0
v ) / 2 ]个故障。但[ (2n + 1 - f 0

v ) / 2 ] + f 0
v ≥

2n > n( n ≥2) 。得出矛盾。因此 G0 - F0 中 ui 和 u j 之间存在一条长为 l′的路 P0 。令 v i 和 v j 分别是 u i 和

uj 在 G1 中的邻点。ui 和 u j 是安全交叉点 ,所以 vi 和 v j 是非故障点 , ( ui , vi ) 和 ( ui , v j ) 是非故障边。由引

理 2 , G1 是 ( n - 2) 容错 Hamilton 连通的。G1 - F1 的任何两点之间都有一条长为 2n + 1 - f 1
v - 1 的 Hamil2

ton 路。设 v i 和 v j 之间长为 2n + 1 - f 1
v - 1 的路为 P1 。那么 , P0 + ( uj , v j ) + P1 + ( v i , ui ) 即为长 l 的圈 (如

图 2 (d) ) 。

根据引理 3 ,4 ,5 和由归纳假设原理 ,定理得证。
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m

i = 1
∑

n

j = 1
x 3

ij > ∑
m

i = 1
ai 且 ∑

n

j = 1
∑
m

i = 1
x ij > ∑

n

j = 1
bj

设运输问题 ( TRP2) 的对偶变量为

y1 , y2 , ⋯, y m , y m + 1 , y m + 2 , ⋯, ym + n

则数学模型 ( TRP2)的对偶线性规划问题为 ( TRDP2)

maxW = ∑
m

i = 1

ai y i + ∑
n

j = 1

bj y m+ j

( TRDP2) s. t .
y i + y m+ j ≤cij , ( i = 1 ,2 , ⋯, m ; j = 1 ,2 , ⋯, n)

y i ≥0 , y m+ j ≥0 , ( i = 1 ,2 , ⋯, m ; j = 1 ,2 , ⋯, n)

根据对偶规划问题的松紧定理 ,又可以得到 :

定理 3 　若对偶规划问题的 ( TRDP2) 最优解为

y 3
i ( i = 1 ,2 , ⋯, m) , 　y 3

m + j ( j = 1 ,2 , ⋯, m)

那么运输问题 ( TRP1) 存在“多反而少”现象的必要条件是 : y 3
i ( i = 1 ,2 , ⋯, m) 中至少有一个等于零且 y 3

m + j

( j = 1 ,2 , ⋯, m) 中至少有一个等于零 ,即 : ∏
m

i = 1

y 3
i = 0 ,且 ∏

n

j = 1

y 3
m+ j = 0 。
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