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超立方体网络的(d，k)控制数
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摘 要 (d，k)控制数是刻画容错网络中资源共亨可靠性的一个新参数.本文考虑了k维超立

方体。的(己，;)控制数，得到:、，。(二卜”一(‘>1)，d一[音]+1(*>2)时，、一(Q。卜2;d
红钊(‘洲)时，3、、(卯“一以及若‘为正整数，且〔刹一〔击1+1，则
乙.。:(Q。)，乙，。(q)，
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超立方体网络，(d，劫控制数

    文献标识码 A

! 引 . 言
    本文采用[1]中有关图论术语和记号，用图来表示网络.设G=(V，E)是k连通的简单无

向图，由Menger定理知:对于G中任何两个不同的顶点x和y，G中至少存在k条内部点不交

的(x，y)路.

    为了刻画网络中数据传输延迟的可靠性，Hsu和Lyuu[习以及Flandrin和1.1[，J分别独立地

提出宽直径的概念:

    定义1 设心是一个k连通图，G中从顶点x到顶点y宽度为k的距离姚(G;x，刃 是指

最小正整数d使得G中存在k条内点不交且长度都不超过d的(二，刃路.G的宽度为丧的直

径姚(G)是指最小正整数d使得G中任何两个顶点x与y之间存在k条内点不交且长度都不

超过d的(x，y)路.

    在实时系统网络中，为了能更好地度量容错网络中资源共亨的可靠性，Li和Xu[’]定义了

一个新的参数一(d，k)控制数;

    定义2 设d(之1)是整数，G是k(之1)连通图，日笋SCV(G)，对任何yeV(G一5).

从顶点y连到5中任何顶点的路称为(y，5)路.对于给定的正整数d，如果G中存在k条内点

不交且长度二d的(y，5)路，则称5能(d，k)控制顶点y.如果5能(d，k)控制G一5中傅

个顶点，则称5是G的(d，k)控制集.G中所有(d，k)控制集的全体记为凡.，(G).定义参数

                            几.，(G)=min(151:Se凡.。(G))
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为G的(d，k)控制数.顶点数目为几滋G)的(d，k)控制集称为最小的(d，k)控制集.

    (1，1)控制集和(1，D控制数就是通常意义下的控制集和控制数，因此(d，k)控制集和(d，

k)控制数是通常意义下的控制集和控制数的推广.确定图的控制数(即(1，1)控制数)是N尸C

问题[s]，所以确定图的(d，k)控制数也是N尸C问题，确定特殊图的(d，k)控制数显得很重要.

显然，如果d之成(G)，则几，，(G)=1;且当d<d，(G)时，有乙，，(G)之2.对于并行互连网络，

有意义的是确定当d<成(G)时的乙，。(G)的值.

    超立方体网络在网络理论中被广泛应用，是人们研究得最深人的网络，其最常见的定义如

下:

    定义3 k维超立方体，记为q:顶点集V=(xlxZ⋯ ，}二e(0，1)，1二1，2，一，k}，顶点

‘一xlx:⋯为和，一yly:·“协相邻当且仅当习几:lx，一川一1.
    k维超立方体q含2圣个顶点，有kZ卜‘条边，是点可迁的k正则二部分图，它有直径k和最

大连通度k，并且姚(q)=k+1[.].Li和Xu[’]确定了当d二k和d二k一1时的(d，k)控制

        -一- -- -一- 一 “ ，，·-一一、·- 一 ~。 。，，二_‘ __.、.，。~ _ 「k，._ _，
数入.。(q)二人味，(q)=2。这个结果已被Lu和Zhang川推广，得到当盖之4，1令!+2二d朴 ’.，.、%口‘ ’一卜.、~‘ ~ ~ ’~‘.、~一一 ”n一--一0 ‘卜夕”，~一’-一 一’LZ」’“一一

三k时，乙.，(q)=2.

            · 一一 -.-.一-、··一 ，，，。.、，冬J一山。 ，一一，_. ，‘. _二.，._ _‘ 。 「kl
    本文考虑了k维超立方体q的(d，k)控制数，得到:TI.，(Q.)=2卜，(k>1);d=!份}+      份人一7声，J一~~~八『~ ~、一”一‘一’闷杯”“~”二..、，’ “ 、一“ ‘’一 LZ」’

                      ___ _ ._rk， ，。、 _、_._，_. ，，、 ，_1_』、， .、.，‘ 。‘，__ .，
1(k>2)时，乙.。(q)=2;d兰!令!(k之4)时，3兰乙，。(q)三扩一什1;以及若d为正整数，
‘、一‘ “‘叫’一‘二、~， “’下一 LZJ、--一 .‘一叨’-一 一，，、”’一 一 ’分一分 一~一‘~’

_「kl 「 k ，._ .J~ ，。、 ~ ，。、 ~二「kl ，.，，， ， ，
且1丁 1= 1:厂eewe二1十 1，州 勺，k.气叻，，勺，。气城，，兵甲1丁 1.。十 1、 凡、 月二
    L“ J L“ - LJ ‘ L“ J

主要结果
由定义2可得到下面引理:

引理1 设d和k是两个给定的正整数，G为k连通图，则

(1)乙+:.。(G)三乙.，(G); (2)乙。卜:(G)三yd，k(G).

引理Zts，，1 设x和y为q中任何两个距离为l(>0)的顶点，则

(1)q中存在1维子超立方体万岛使得其中存在1条内点不交的长度为1的(x，刃路;

(2)q 中存在盖条内点不交的(x，y)路，其中t条长度为1，其余k一1条路长为1+2.

引理3[‘] 设x和y是q中距离为l(>0)的两个顶点，则

‘(q;二，y，一{
1，

1+ 2，

若1=k;

若1<k.

    定理4 设k>1，则yl.仄q)=2.一1.

    证明 由于Q.为二部分图，故存在V(q)的一个二部划分{V:，V:》.又Q.为k正则图，则

v:中任一点必与V:中k个点相邻，容易得到V:能(1，k)控制V:中任一点，因此yx.。(Q.)二

IV，!二2卜，.若yl.。(q)<扩叶，设5为一个最小的(1，k)控制集，即5能(1，k)控制V(q)一

5中任一点，因此V(q)一5中任一点必与5中花个点相邻，则有

          }E(q)!之k·!V(q)一5}之k·(2卜，+1)多kZ卜，=IE(q)1，

显然不成立.因此T:.‘(q)二2卜1.
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定理5 设k>2，当d
    rk，.__，_， ，.、

今 1二 1十 1盯 ，1讨，。火碌益少， 乙
      L ‘ J

·一一证明 令5=《“，时，其中
                                ，i

“=0“·0，，，1:L对于V(q)一5中任意顶点，，由
  卜11

于q点可迁，不妨令w=1一10一。，其中。<1:<k，则。，，间的距离为11，。，。间的距

离为k一11.
    情形1 若。<1，二d一2(<k)，则由引理3知姚(电;u，。)二11+2兰d，这说明“

能(d，k)控制。，显然5能(d，k)控制，，

    情形2 否则k>1;>d一2，分以下三种情况讨论.

(1)如果11

    k一11

d一1，则

k一d+ 1一*一(「喜1+1}+;二*一r粤1‘「粤1+1一己.
          、L‘J I L‘J L‘J

由引理2得Qa中存在1:维子超立方体万轰使得其中存在1:条内点不交且长为d一1的(u，，)

路，存在k一t:维子超立方体万盆，l使得其中存在k一11条内点不交且长不超过d的(。，二)路.

并且除了顶点。，。外，1、维子超立方体万沁中任一顶点其第1，+1到第k个坐标均为。，而无

一1，维子超立方体万七11中任一顶点其第1:+1到第k个坐标中至少有一个为1，且H盆特

月盆11，显然这k条路内点不交.因此q中存在k条内点不交且长不超过d的(w，5)路，即5

能(d，k)控制，.

    任)几，d，则

                          Irk，._、，Fkl、
介一 t，= 之一 4今 心一 11二二1十 11乏盏!二:1今 口一 1-

                              、L乙J I L乙J

此时类似(1)，5能(d，k)控制

    (3)如果k>1:之d+1，

k一1，二k一d一1

农J.

则

        rrk，._、 _ ，「kl _ ， _ ，，
~ 介一 !皿气犷 1十 1!一 1五‘ 11犷1一 1今 a 一 乙又 丸

          、L‘J I L‘J

类似情形1，5能(d，劫控制w.

    由上述情形知5能(d，k)控制V(q)一5中每一点，这样得到乙，*(q)三2.又由于d<
  ，，_‘ _ .__._. _“ _ __ 二 。 「kl二__.‘， ，，、 _
d。〔陆)= k+ 1盯，几.。(咕少之 艺，内此 ‘= !二 !十 1盯，1‘，。气砚口= 2·

                                                                                        ‘ 乙 J

      __ _ _._。 ，rk， J。~ ___._ ，_. ，。、 ，_‘_J、。
    定理6 当d感1令1(k之4)时，3三乙.。(q)蕊2卜‘+1.
    ~一 - -一一 LZ」、--一 “一‘’-一 一“、一‘一-
      ___ ._ __ ___ _ ‘.__ 「泛1_，_、._， ，。、 _ ._ ， ‘一 _ ~ 。一二 -
    证明 先证乙..(q)之3.当d=1妥1时，假设乙，，(q)二2.由于q点可迁且必存在最      一” 产.一 一，.、~‘~ 朴 一 一 LZ丁，”卜” “户、一‘ 一-一 ‘一 ‘，’’ ’一一一 ’‘一一

    二 ，
口口.创、.口、 口一 确一 .

小(d，k)控制集，不妨令5=(，，时为其一个最小(d，k)控制集，且。二0:0，。，0·。
    奋一，

1⋯1，其中0三t<瓜

    二
曰...‘.圈...，‘

[备]一，一([备]一:)
情形1 若t=0，则。=1”·1.对于V(q)一5中顶点叭，0~0 1⋯ 1 ，U，切。

的距离为卜([告]一1)(>d一[备])，         二，_一 、.rkl _ ~ 二 ， ~ ‘_‘
，，叨。田犯禺刀1育 1一 1. 囚此 “，侧。1月仕一杂姗

                              “ J
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长均大于d，而由于引理2知，。，wo间长度不超过d的内点不交的路至多有「粤1一1条，且由
                                                                                                                                                                      L 乙 J

引理3知姚(q;。，切。)一[音]+‘>‘’
  备一1

一 八.种，匆

可以得到5不能(d，k)控制点wo.

                      民]一:卜([告]一:)
户- 曰、一 . 口口口口沪、..、

情形2 若t二1，则。=01”·1.对于V(q)一5中顶点，:=1。:0 1·，1 ，u，

w:的距离为k一

点wl.

了「kl 。、二 ’ 。~一、，「k， _ 、。‘.，‘_ __.__.___
!1二 !一 11十1， 叭 wl阳犯渴刀1下 !一1. 灭似信堆 1，百也小能(d，幻 径制
、‘ “ J ， ’ “ J

情形3 若2兰t<k.对于Q’一5中顶点

      一一一认— 一 一一二之一一~
                  ，t l:

功2=0⋯ 01二，10⋯ 01二。1

其中0(LI一【音」+“‘，。“:-「kl 「t，，. _ _‘二 ，__ _。

L百」一L百」5“一1，州“，切，的距离为才:+了:=
「k，.
!下丁1十 1=
L 乙 J

d十1，。，二:的距离为1，+泛一t一12，且

1:+k一t一人一【音〕+‘+‘一‘一}〔音」一1音」)之‘一【合」之〔音〕一d·
且

11+去一t一几一叶]+‘+‘一‘一(【音卜【音」)“+卜砖」、[音」+2<*·
    这说明。，。:间任意一条路长度至少为d+1，且。，wz间的宽距离成(q;。，，2)之d+

2.显然知5也不能(d，k)控制叭.

由上述情形，因此几.，(q)之3.

下证乙.，(q)兰2卜‘+’.

一 。，.一 _ ~ 二、，，。，「kl_，_二 ，_‘_
关田引理 1，囚此匀Js l下 1盯，儿，。〔咕少2 3.

                                            “ J

    令5=(x:x:⋯几一‘+:0⋯0，lxi=0，1;1=1，⋯，k一d+1}仁v(q)，则151二2卜‘+，.
对于V(Q.)一5中任一顶点y=y’为·，、-。1协~ :·孙，其中从二0或1，‘二1，2，二，k，且

为，十:，二，挑不全为0.

    情形 1 如果 协一。:，·，儿不全为 1，’不妨假设 协一。:= 0，则此时有 y=

yly:⋯y.、+:妙卜‘+:一挑.令x二yl为⋯协一。，0.二0任5，显然x，y的距离不超过d一2，由引理

2易得二能(d，k)控制y.

    情形 2 如果 为一。:，·，儿全为 1，则此时有 y= ylyz·协一。11⋯1，令 x二

yly:⋯执一‘+l0.二。es，则x，y的距离为d一1，由引理2知存在d一1条内点不交且长度为d

一1的(x，y)的路，不妨记为几-升:，·，几.

    令绮=yly:⋯头一:又yi+:·协一。10:。es，其中又=1一yi，则岭，y的距离为d，且连接

“、，y的一条长为d的路为

=yl为⋯yi一1少‘y‘+l一儿一升10⋯0‘ylyz⋯yi一1从yi+1·，·挑一‘+l卜二0

为⋯yi一ly汉+l⋯为一奸11卜二0一ylyf二从_1漪劳+1⋯为_‘+tll卜二0

绮

y

凡

t
呻
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        一 yl为⋯加一1从yi+1⋯为一d+11卜二n一y=yl为⋯yi一ly理‘+l’’·y’一升11卜二1

其中汇=1，2，一，k一d+1.

    容易得到尸:，尸:，⋯，已一。:，几一‘+:，·，几构成了k条内点不交且长度不超过d的(y，5)

路，这说明5能(d，k)控制点y.

    由y的任意性知5为q的一个(d，k)控制集，因此乙，。(q)二 1别 二2卜升，.

    定理7

1二k:兰k.

    证明

。 J*，，‘ 。Fk1 F k l二 。.，. ，，、 ~ ，。、一、rkl
汉“刀止丝狱，且L了」=【了二1」卞二，州了‘.’lL叻” /.气鳞，，县甲L了」‘d十

显然超过立方体q是k:连通的·由引理1得几，:(q)‘耘。(q).下证乙..:(q)
之礼，。(q)也成立.

    设5为超立方体的一个最小(d，kl)控制集.对于V(q)一5中任一顶点u，5中必存在

一个顶点数最小的子集5:使得5:能(d，k)控制点u.

    (1)若5，中存在顶点v使得“，。的距离不超过d一2，由5:的最小性，即5、=(v).由引

理3知d，(q;。，u)兰d，显然5:能(d，k)控制点u.

    (2)若不然，不妨设5:=(wl，、:，二，嘶}，且令，‘与“的距离d(wi，u)为峨，1=1，2，·，

1，此时有d一2<踌兰d.由引理2易知Q。中至少存在d一1条内点不交的(u，。‘)路，1=1，

2，”·，1，且这些1(d一D条路分别属于不同的d一1维子超立方体月么盆，⋯，月纵，因此这些

‘(d一;)条路内点不交.由于5:能(d，k:)控制点。，则有*:‘Id，即「粤1，d+:‘*，‘ld，      一“ ~’“”，， ~一~‘一二’~一’一二‘一’囚n、、一’~口’一‘一一’”rLd」 一 ’‘一一1一“一’

，~ ，、 「kl._ 一_:_「kl 「 k l._ .，二 ~ r k ，._ 二。__二，__._
可得1之!号1+1.又由于1号卜 1丁于六1+1.易得1之}，二二1+1，由此可以得到k<
  ‘”-一 Ld」’一’~~‘Ld」 Ld一1」’” 叨’v一~ Ld一1」’‘’囚~，M一瓜月“、

l(d一1).因此容易得到q中存在k条内点不交且长度不超过d的(u，5:)路，显然5:能(d，
k)控制点。一

由“的任意性知5为一个(d，k)控制集，由定义得几、(q)之耘。(q)·:
定理证毕.
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