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有向图最小圈长不大于4的一个充分条件
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摘要:运用组合计数的方法,给出了与Caccetta-Haggkvist猜想有关的一个近似结果,即给

出最小出度至少为αn的n 阶有向图含有长度不超过4的有向圈的充分条件:α≥0.28866.
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Abstract:Usingsomecombinatorialtechniques,theauthorsgaveanapproximateresultrelatedto
Caccetta-Haggkvistconjecture,thatis,asufficientconditionα≥0.28866forwhichanydigraphonn
verticeswithminimumout-degreeatleastαncontainsadirectedcycleoflengthatmost4.
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设G=(V,E)是简单有向图(即不含环和平行边),其中:V=V(G)表示G 的顶点集;E=E(G)表
示G 的边集.

猜想1[1] 任意含有n个顶点的有向图,如果顶点的最小出度不小于r,则图中必存在圈长不大于

n/r⌉的有向圈.
当r=1时,猜想1显然成立;Caccetta等[1]证明了当r=2时猜想成立;Hamidoune[2]和 Hoang

等[3]相继证明了当r=3及r=4,5时猜想成立;Shen[4]证明了当r< n/2时猜想成立.对于一般的r,
猜想1目前仍未解决,文献[5]得到了一些较弱的近似结果.

猜想1中,对于r=n/3这一特殊情形受到了较多的关注:当含有n个顶点的有向图中顶点的最小

出度不小于n/3时,图中一定存在长度不大于3的有向圈.由于简单有向图不含环和平行边,此时图

中一定存在有向三角形.这一简单猜想至今仍然未被证明,于是人们考虑从另一个方向给出一些近似

结果,即寻找一个尽可能小的常数α,使得当最小出度不大于αn时,图中一定存在长度不大于3的有

向圈,即猜想1中的α=1/3.Caccetta等[1]证明了α<0.3819时的结果,之后文献[6-8]对其进行了改

进.Hladk췍等[9]将该结果改进为α<0.3465,即任意含有n个顶点的有向图中顶点的最小出度不小于

0.3465n时,图中一定存在长度不大于3的有向圈.本文考虑尽可能小的常数α,使得当最小出度不

大于αn时,图中必存在长度不大于4的有向圈,猜想中α=1/4.
定理1 若α≥0.28866,则n个顶点且最小出度不小于αn 的有向图中一定存在圈长不大于4的

有向圈.



下面对有向图的顶点数n使用归纳法证明定理1.当n≤4时,由于每个顶点的出度至少为1,故

必存在圈长不大于4的有向圈,结论成立.假设对顶点数目小于n的任意有向图定理1都成立.令G
是顶点数为n 的有向图,且G 中任一有向圈的长度都大于4.不失一般性,设G 是r出度正则的,即所

有顶点的出度都为r,此处r= αn⌉,α≥0.28866.先给出一些定义和记号[7]:
对任意的顶点v∈V(G),令N+(v)={u∈V(G):(v,u)∈E(G)},deg+(v)= N+(v)称为v的

出度;N-(v)={u∈V(G):(u,v)∈E(G)},deg-(v)= N-(v)称为v的入度.
如果(u,v),(u,w),(v,w)∈E(G),则称<u,v,w>是定向三角形.其中(u,v)称为定向三角形的基,

顶点u称为定向三角形的源点.如果(u,v),(v,w)∈E(G),但u与w 之间不连边,则称uvw 是长为2
的导出子路.对任意的(u,v)∈E(G),令 P(u,v)=N+ (v)\N+ (u),由定义可知 p(u,v)=
N+(v)\N-(u)表示以(u,v)为第一条边长为2的导出子路的数目.Q(u,v)=N-(u)\N-(v),类似

可知q(u,v)= N-(u)\N-(v)表示以(u,v)为第二条边长为2的导出子路的数目.T(u,v)=
N+(u)∩N+(v),则t(u,v)= N+(u)∩N+(v)表示以(u,v)为基的定向三角形的数目.

引理1 对任意的(u,v)∈E(G),有

n>r+deg- (v)+q(u,v)+(1-α)r+(1-α)2t(u,v). (1)

  证明:对(u,v)∈E(G),当t(u,v)=0时,不等式(1)简化为

n>r+deg- (v)+q(u,v)+(1-α)r. (2)

  在以N+(v)为顶点的导出子图中,至少存在一个顶点w,它在以 N+(v)为顶点的导出子图中的

出度小于αr.否则由归纳假设可知,在这个顶点数为r的导出子图中必存在长度不大于4的有向圈.
因此, N+(w)\N+(v)≥r-αr.再由假设条件,G 中有向圈的长度都大于4,可知 N+ (v),

N+(w)\N+(v),N-(v)及N-(u)\N-(v)是两两不交的点集,故有

n> N+ (v)+ N- (v)+ N- (u)\N- (v)+ N+ (w)\N+ (v)≥r+deg- (v)+q(u,v)+(1-α)r.
从而当t(u,v)=0时,式(1)成立.

当t(u,v)>0时,至少存在一个顶点w∈N+(u)∩N+(v),在以N+(u)∩N+(v)为顶点的G的导出

子图中,w 的出度小于αt(u,v),否则由归纳假设,在此导出子图中必存在长度不大于4的有向圈,故有

N+ (w)∩ (N+ (u)∩N+ (v))<αt(u,v). (3)

  另一方面,N+(w)包含于N+(v)\N+(u)中的顶点数目满足

N+ (w)∩ (N+ (v)\N+ (u))≤ N+ (v)\N+ (u)=p(u,v). (4)
注意到t(u,v)=r-p(u,v),综合式(3),(4)并代入

N+ (w)\N+ (v)= N+ (w)- N+ (w)∩ (N+ (u)∩N+ (v))- N+ (w)∩ (N+ (v)\N+ (u))
可得

N+ (w)\N+ (v)≥r-αt(u,v)-p(u,v)=(1-α)t(u,v). (5)

  由归纳假设,G 中不含有向三角形,故N+(w)\N+(v),N-(u)\N-(v),N-(v)是两两不交的点

集.考虑G 中以N+(v)∪N+(w)为顶点的导出子图.根据归纳假设,存在顶点x∈N+(v)∩N+(w),
在此导出子图中,x的出度小于α N+(v)∪N+(w).于是N+(x)中落在N+(v)∪N+(w)以外的顶

点数目满足

N+ (x)\(N+ (v)∪N+ (w))= N+ (x)- N+ (x)∩(N+ (v)∪N+ (w))≥
r-α N+ (v)∪N+ (w)=r-α(N+ (v)+ N+ (w)\N+ (v))=
(1-α)r-α N+ (w)\N+ (v),

即

N+ (x)\(N+ (v)∪N+ (w))≥ (1-α)r-α N+ (w)\N+ (v). (6)

  由于G中不含长为4的有向圈,故N+(x)\(N+(v)∪N+(w)),N-(u)\N-(v),N-(v)也是两两不交

的点集.于是N-(v),N+(w)\N+(v),N+(x)\(N+(v)∪N+(w)),N-(u)\N-(v),N-(v)为两两不交的

点集,其顶点数目分别为r,N+(w)\N+(v),N+(x)\(N+(v)∪N+(w)),q(u,v)和deg-(v),故

n>r+ N+ (w)\N+ (v)+ N+ (x)\(N+ (v)∪N+ (w))+q(u,v)+deg- (v). (7)
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将式(5),(6)代入式(7)得

n>r+ N+ (w)\N+ (v)+(1-α)r-α N+ (x)\(N+ (v)+q(u,v)+deg- (v)=
r+(1-α)r+(1-α)N+ (w)\N+ (v)+q(u,v)+deg- (v)≥
r+deg- (v)+q(u,v)+(1-α)r+(1-α)2t(u,v).

证毕.
下面证明定理1.注意到t(u,v)=r-p(u,v),将不等式(1)重写为

(2α-α2)t(u,v)> (3-α)r-n+deg- (v)+q(u,v)-p(u,v). (8)
两端对所有的(u,v)∈E(G)求和,可得

∑
(u,v)∈E(G)

t(u,v)=t, (9)

∑
(u,v)∈E(G)

[(3-α)r-n]=nr[(3-α)r-n], (10)

其中t表示G 中定向三角形的数目.再由Cauchy不等式得

∑
(u,v)∈E(G)

deg- (v)= ∑
v∈V(G)

(deg- (v))2 ≥ 1n ∑v∈v(G)deg
- (v( ))

2
=nr2,

即

∑
(u,v)∈E(G)

deg- (v)≥nr2. (11)

因为 ∑
(u,v)∈E(G)

p(u,v)与 ∑
(u,v)∈E(G)

q(u,v)都表示G 中长为2的导出子路的数目,故有

∑
(u,v)∈E(G)

p(u,v)= ∑
(u,v)∈E(G)

q(u,v). (12)

  在式(8)两端对所有的(u,v)∈E(G)求和,并将式(9)~(12)代入可得
(2α-α2)t> (4-α)nr2-n2r. (13)

对任意的v∈V(G),由于deg+(v)=r,G 中以v 为源点的定向三角形的数目最多为
ræ
è
ç

ö

ø
÷

2
,故G 中定向

三角形的数目t≤n
ræ
è
ç

ö

ø
÷

2
.因此可得

(2α-α2)t≤n
ræ
è
ç

ö

ø
÷

2
(2α-α2)<nr2

2
(2α-α2). (14)

比较式(13),(14)有
(4-α)nr2-n2r< (nr2/2)(2α-α2). (15)

不等式(15)两端同时除以nr2,再利用r= αn⌉>αn,有(4-α)-1/α<(4-α)-n/r<(2α-α2)/2,整

理可得α3-4α2+8α-2<0.进而可得α<0.28865,与归纳假设条件α≥0.28866矛盾.故当

α≥0.28866时,G 中一定存在长度不大于4的有向圈,定理1证毕.
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