
《图论及其应用》课程建设探索
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　　摘　要　　本文叙述了图论的飞速发展和它的广泛应用, 在高等理工院校中

开设《图论及其应用》课程对深化教学改革, 更新教学内容, 优化学生的知识结构,

培养跨世纪人才的必要性和重要性。同时结合作者开设此课程的多年教学实践, 介

绍对该课程进行教材建设和在教学方法上的一些新的探索和尝试。
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一、引　　　言

　　自然界和人类社会中的大量事物以及事

物之间的关系, 常可用图形来描述。例如, 物质

结构、电气网络、城市规划、交通运输、信息传

输、工作调配、事物关系等等都可以用点和线

连起来所组成的图形来模拟。研究图的基本概

念和性质, 图的理论及其应用是构成图论的主

要内容。

任何一个包含了某种二元关系的系统都

可以用图论的方法来分析, 而且它具有形象直

观的特点。图论中应用的图形与几何上的图形

不同, 每条边均可赋以权 (这个“权”可取为一

个正数值, 用来表示矩离、流量、费用等等) , 组

成加权图, 用来研究系统特性, 进行决策分析,

确定最优设计, 调整经济管理和试验方法等

等。

总之, 图论是研究自然科学、工程技术、经

济管理以及社会问题的一个重要的现代数学

工具, 因而受到全世界数学界和其他科学界越

来越广泛的重视, 从八十年代开始, 国内外有

许多高等院校已为数学系、电子学系和计算机

科学系本科生开设了图论课程。我校计算机科

学系就是其中之一。数学系王树禾教授授课多

年, 并专门编写出版了教材《图论及其算法》[ 1 ]

供计算机科学系使用。但在全校范围内开设这

门课程供各专业本科生选修的高等院校, 在国

内尚无先例, 在国外也不多见。国家教委目前

还没有此类课程的教学大纲, 从 1989 年开始,

我校率先为全校本科生开设了《图论及其应

用》选修课程。选修的学生热情很高, 兴趣很

浓, 选修学生人数最多一次达 130 人。在教学

实践的基础上, 笔者编写了《图论及其应用》讲

义, 先后做了三次修改, 反映较好。中国图论研

究会副理事长李乔教授在审阅讲义时高兴地

给我校数学系、教务处和出版社写推荐信, 信

中这样评价《图论及其应用》讲义:“它系统论

述了图论中各主要专题的基本理论和有代表

性的多种应用, 对各专题的经典结果都力求给

出最新的简单证明 (有时给出多种证明) , 并着
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意加强各专题间的贯通联系, 使读者感受到图

论这个数学学科虽然年轻, 但一方面其内涵丰

富多彩, 引人入胜, 具有理论深度; 另一方面又

有非常广泛的多种多样的应用。另外, 作者从

有向图出发来展开内容, 不同于美国、英国、加

拿大以及国内所有图论教材主要论述无向图,

而把有向图作为附加内容的处理方式, 这无疑

是一种有意义的尝试。科大目前正需要为数学

系高年级和面向全校高年级的《图论及其应

用》选修课教材, 徐俊明同志的书稿是教学实

践的产物, 有水平、有特色, 完全能满足上述教

学需要, 特向数学系、教务处和出版社的有关

负责同志推荐尽快在科大出版社出版。”目前,

学校教务处和出版社已将此讲义正式列入出

版计划。本文将简要说明开设此课程的目的和

意义, 并结合几年来的教学实践, 介绍在教学

和教材建设上的一些探索和体会。

二、从图论爆炸性发展看开设此课程的意义

　　图论产生和发展历经了二百多年的历史,

大体上可以划分为三个阶段。

第一阶段是从 1736 年到十九世纪中叶。

这时的图论处于萌芽阶段, 多数问题是围绕着

游戏产生的, 最具有代表性的工作是著名的瑞

士数学家L. Eu ler 于 1736 年的 K o
. .

n igsberg

七桥问题。他的那篇论文被公认为图论历史上

第一篇论文。

第二阶段从十九世纪中叶到 1936 年。这

个时期中图论问题大量出现, 如四色问题

(1852 年)和H am ilton 问题 (1856 年)。同时出

现了以图为工具去解决其它领域中一些问题

的成果。最有代表性的工作是K irchhoff (1847

年) 和 Cayley (1857 年) 分别用树的概念去研

究电网络方程组问题和有机化学的分子结构

问题。“图 (Graph)”这个词第一次出现是在

1878 年的英国《自然》杂志中。进入本世纪三

十年代, 出现了一大批精彩的新理论和结果,

如M enger 定理 (1927 年) , Ku ra tow sk i 定理

(1930 年) 和R am sey 定理 (1930 年) 等等。这

些理论和结果为图论作为一个数学分支奠定

了基础。1936 年, 匈牙利数学家D. K o
. .

n ig 写

出了第一篇图论论文到 1936 年第一本图论专

著《有限图与无限图的理论》。至此, 图论作为

数学的一个分支已基本形成。从 1736 年的第

一篇图论论文到 1936 第一本图论专著, 整整

经历了二百年。《图论 1736～ 1936》[ 2 ]对这段

历史作了详尽的回顾与研究。

1936 年以后是第三阶段。由于生产管理、

军事、交通运输、计算机和通讯网络等方面的

需要提出一系列问题, 特别是许多离散性问题

的出现大大促进了图论的发展。进入七十年代

以后, 特别是大型电子计算机的出现, 使大规

模问题的求解成为可能, 图的理论及其在物

理、化学、运筹学、计算机科学、电子学、信息

论、控制论、网络理论、社会科学及经济管理等

几乎所有学科领域中各方面的应用研究都得

到“爆炸性发展。”图论越来越受到全世界数学

界和其它科学界的广泛重视。各种国际学术交

流活动十分活跃。大型国际会议频频召开, 国

际《图论杂志》也于 1977 年创刊。目前, 发表图

论论文的专业杂志有十几份之多, 其论文数目

每年呈指数型上升。图论以及应用的专著已多

得无法统计。就其图论本身来讲, 现已发展成

《代数图论》、《拓扑图论》、《随机图论》、《计数

图论》、《算法图论》、《无限图论》等多个分支多

个学术派别[ 3 ]的现代数学学科。

由于图论的重要性, 越来越多的高等院校

已把它列为数学、计算机科学、电子学和科学

管理等专业本科生的必修课和选修课。以考察

高校本科生的数学基础和综合应用能力为主

的美国大学生数学建模竞赛, 从 1985 年开赛

以来共二十二个竞赛题中, 有 1ö4 的问题须借

助于图论这个数学工具才能解决。目前, 我国
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高等院校理工科非数学专业所学的数学课程,

如《高等数学》、《线性代数》所授内容基本上都

是二十世纪以前的数学内容, 对现代数学和现

代数学方法基本上没有涉及。在这个迈向新世

纪的年代, 我们面临加快现代化建设, 深化教

学改革的任务。教学领域迫切需要加强课程建

设, 引进当代科技发展的新成果, 更新和优化

教学内容, 培养跨世纪的人才。《图论及其应

用》课程的开设正是为着这个目的, 它对拓宽

学生的知识面, 优化学生的知识和能力结构很

有必要。

几年来的教学实践也说明了这一点, 不少

学生对这门课所提供的新的数学概念、数学模

型以及新的思想和方法惊叹不已。选修这门课

的学生分布在全校几乎每个系, 从低年级到高

年级, 从本科生到研究生, 真正成了一门跨学

科、跨年级的选修课。许多学生表现出极大的

热情, 收获很大。例如, 9012 的于清娟同学,

9201 的喻甫祥同学选修了这门课后, 在 1994

年全国大学生数学建模竞赛中利用图论方法

解决《锁具装箱》问题均获一等奖。于清娟同学

还获当年美国数学建模竞赛二等奖。由于她的

出色成绩和坚实的数学基础, 1995 年被聘为

校数学建模集训队任教练, 并领队参加美国数

学建模竞赛, 获特等奖。在 1994 年, 我校参加

数学建模集训队的选手中, 70% 以上同学选修

过此门课。现在,《图论及其应用》这门课程已

作为该培训班的必修课程。

三、对 教 材 建 设 的 探 索

　　目前流行的图论教材有好几十种。笔者认

为这些教材中有的内容过于理论化, 有的内容

已经陈旧, 有的内容过于简单, 均不适合于作

为选修课的教材。既要考虑到我校学生数学基

础较好, 求知欲望强烈, 勇于钻研的特点, 又要

兼顾各学科学生选修的需要, 编写一本深度和

广度适中且具有我校特色的选修课教材很有

必要。笔者在多年开设这门课程的教学实践基

础上, 经多次修改, 形成《图论及其应用》教材。

主要在以下几个方面做了一些尝试和探索。

　　1. 突出现代特色

图论做为现代数学的一个分支, 应突出它

的现代特色。从图论的发展历史来看, 无向图

在前, 有向图在后。图论中许多重要概念和理

论结果虽然产生于无向图, 但现在许多重要结

果已被推广到有向图。传统教材 (包括英、美、

加拿大等国) 在叙述图论概念和结果时, 多数

只叙述无向图, 而将有向图作为附加内容另辟

成章。这样不但分离了有向图与无向图之间的

联系, 而且会显得内容陈旧, 有时也会带来诸

多不便。依照图论本质和发展趋势, 我们从有

向图入手, 引进图的概念, 强调无向图是一类

特殊的有向图——对称有向图。同时, 我们在

叙述与边方向有关的概念和理论 (例如, 路、

回、圈、直径和连通等)时, 将图理解为有向图;

而在叙述与边方向无关的概念和理论 (例如,

树、平面图、匹配、染色等)时, 将图理解为无向

图。几年来的教学实践说明, 这样做并不增加

难度, 反而觉得很自然和方便。比如, 在叙述图

空间理论时就有这种感觉。

在材料的选取上, 除安排一些经典结论和

应用外, 重点是吸收二十世纪七十年代以后的

最新研究方法、研究成果和应用。即使是经典

结论, 我们给出的证明都是最新的简单证明。

例如,M enger 定理产生于 1927 年, 证明却是

1984 年的; Ku ra tow sk i 定理产生于 1930 年,

证明却是 1989 年的。这样把学生推向科研和

应用的前沿, 置身于现代科学之中。

图论的爆炸性发展, 导致了图论内容日益

丰富多彩。欲将所有内容都包括在供一学期使

用的教材中是不可能的。遵循“少而精”的原

则, 利用最新研究成果指导选用材料。现代研

究表明[ 4 ] , 图论中有许多问题属于最困难一类
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的问题, 而且解决的可能性不大, 但有非常广

阔的应用前景。如 H am ilton 问题, 染色问题

等。我们在教材中只介绍它们的最初等的结果

而不去深入讨论。反之, 连通性概念及其相关

的理论在图论中发挥的作用越来越大, 应用前

景也越来越广阔, 我们便在教材中加大了这部

分的份量。

　　2. 增强系统性

图论在数学科学中属于离散数学, 因此它

具有离散数学的许多特点。图论中许多概念和

理论的产生和发展是相互独立的, 因而被分成

许多相互独立的专题。传统的教材几乎都保持

了这个特点, 给人的印象是图论是一些离散材

料的堆砌, 毫无系统性。

要想形成一个自成体系的图论教材并非

一件容易的事, 其中有许多是学术研究上的问

题, 还有材料安排上的问题。笔者在做了深入

地研究之后, 决心大胆尝试, 进行改革, 重新组

织安排材料, 力争使其系统性和科学性。那么

是什么概念和理论支撑了图论呢?著名的图论

专家C. T hom assen [ 5 ]指出:“关于图的最基本

的、最经常被使用的结果大概是M enger 定

理”。这对我启发很大。笔者在教材中以连通

性为主线, 依次着重讨论支撑树、图空间、平面

图、网络流、连通度、匹配与染色等主要概念和

相关的理论。特别讨论了最大流最小截定理、

M enger 定理、H all 定理、K o
. .

n ig 定理和 T u tte

定理之间的等价关系, 把这些相关章节的内容

系统地联系在一起, 形成一个不可分割的统一

体。

理论部分是这样, 应用部分也力争作到这

一点, 这里讲的主要是算法。例如, 我们在介绍

解决货郎担问题的一个近似多项式算法时, 选

用了 Ch ristofides 在 1976 年提出的一个最新

的有效算法。这种算法用到求最优树算法、求

最小权完备匹配算法和求 Eu ler 圈算法。而求

最小权完备匹配用到匈牙利算法; 求 Eu ler 圈

用到最小费用最大流算法。最小费用最大流用

到标号算法。这样, 最小连接问题、人员安排问

题、最优安排问题、运输方案的设计、最优运输

方案的设计、中国邮递员问题和货郎担问题等

应用问题之间的密切联系就被揭示出来了。

　　3. 各学科的交叉和渗透

各学科相互交叉又相互渗透是现代科学

的一大特点, 图论是体现这个特点的现代数学

之一。图论的产生和发展得益于各学科的交叉

和渗透。例如, 图论中最基本概念“树”就是来

源于化学、电子学和纯数学。图论提供的理论

和方法应用于不同学科, 各学科的发展又为图

论提供新的概念、新的研究课题和新的研究方

法。这样反复循环才使图论有今天的发展。

《图论及其应用》教材除介绍图论在数学

其他领域 (如组合数学、矩阵论、拓扑学、群论、

线性规划、运筹学等)应用外, 重点介绍图论在

电子学、管理科学和计算机科学等方面的应

用。在图论与其他数学分支的相互交叉和相互

渗透上也做了一些探讨。例如, 利用线性空间

理论和方法讨论图空间。特别是深入讨论了网

络理论中的最大流最小截定理、图论中的

M enger 定理与矩阵论中的 H all 定理和 K o
. .

n ig 定理之间的等价关系, 把图论、矩阵论、运

筹学、线性规划紧密地联系在一起, 借助于同

构概念把图与群联系在一起。当然, 这些联系

决不是偶然的巧合, 恰恰是从不同的角度揭示

了图论的数学本质。当然这些内在联系的理解

需要有一定的数学修养, 对于非数学专业的学

生可能有些困难。但笔者认为, 作为图论教材,

揭示一些图论的数学本质对学生进一步理解

图论、理解数学是必要的。只有真正理解数学

的人, 才能真正尝到数学的特殊乐趣。

　　4. 理实交融

理实交融是我校老校长郭沫若所倡导的

优良学风。图论来源于实践又服务于实践。从

这个意义上讲, 图论又属于应用数学学科。我

们在教材编写的过程中始终贯彻理实交融这
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一原则。

《图论及其应用》是一门数学选修课程。首

先应突出它是一门数学, 而且是其它任何数学

分支所不能替代的, 因此它有一套特有的理论

和研究方法。简练的数学语言, 严谨的理论推

导和一定深度的讨论是必不可少的。虽然只是

一门选修课程, 但选修的学生大多是高年级本

科生并且具有一定的数学基础, 因此决不能把

它当作科普课程来讲授。如果只有理论而没有

应用, 这样的理论也只是空中楼阁, 学生也无

兴趣, 会失去选修的意义。

笔者在《图论及其应用》教材中把理论和

应用放在重要同等的位置。按照大部分教科书

所采用的“定义一定理一应用”的叙述方式将

每章分成两大部分。前一部分是理论部分, 后

一部分为应用部分。这样安排好处有二: 一是

便于对学生有一个统一要求, 即理论部分由浅

入深, 大部分是必修的; 二是便于学生选修应

用方面的材料。至于应用材料也是在很大程度

上做了选择, 即有理论又有方法。那些只用到

图论语言而无理论的所谓应用一概不列其中。

所列入的大多数应用问题都给出有效算法, 便

于学生日后上机实践。对于专业性很强的应

用, 我们在章末给出阅读指南。例如, 对图论在

电网络应用方面感兴趣的同学可参阅《网络图

论及其应用》[ 6 ]; 对图论在理论物理应用方面

感兴趣的同学可参阅《图论与理论物理》[ 7 ]; 对

图论在化学应用方面感兴趣的同学可参阅《图

论在化学中的应用》[ 8 ]等等。

几年来的教学实践证明, 同学们对这样的

安排感到自然, 表示满意。

　　5. 留有余地

作为高校本科生用的教材, 特别是选修课

教材, 对教员授课和学生练习应留有一定的余

地和拓展空间。这样对发挥任课教员和学生的

教学积极性、主动性和提高教学效果都很有好

处。该教材在下述几个方面作了些尝试。

①引入图的概念和结果时, 着眼于有向

图。无向图中相应的概念和结果不加赘述。一

些定理的推论也不给出证明, 留给学生补充消

化。有些结论对有向图是成立的, 但对无向图

却不成立。教材中只指出却不说明为什么, 留

给学生们自己去思考。

②只着重论述最基本的概念和结果。还有

一些重要概念和内容, 如度序列、特征多项式、

Steiner 树、非平面图、极值图、重构等都是图

论中重要的基本概念, 并且有一些漂亮的结论

未包含在教材中, 留给任课教员视选修对象和

课时作适当补充。该教材力图加强各专题之间

的紧密联系, 为保持其独立性, 仍然给出主要

经典定理的独立证明。内容安排由浅入深, 循

序渐进。较难的章节打3 号, 较深入的讨论和

应用放在每章的最后。目的是供任课教员对教

学作适当调整而不影响后面的教学。同时也为

不同层次的学生留有选修的空间。

③笔者在教材中没有选用很有趣的所谓

趣味应用材料。一方面, 考虑到已出版了许多

有关的小册子, 比如《有趣的图论问题》[ 9 ]、《趣

味图论》[ 10 ]等等。另一方面, 留给任课教员自

己选用, 方可以提高学生的兴趣, 活跃课堂气

氛。再说, 有兴趣的同学也可以自己去参阅这

些小册子。

④在部分习题中引入新的概念和一些研

究结果, 可供有余力的学生进一步提高, 也为

任课教员调整教学内容提供选用材料。

⑤章末有小结和参考文献, 为学生进一步

学习提供指南, 也为提高学生查阅文献能力作

些尝试。
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四、教学方法的研究和探讨

　　图论中概念比较多, 论证方法独特而又千

变万化, 初学者不易掌握。课时短, 而且选修的

学生遍及全校几乎所有的专业和不同的年级,

知识水平、理解能力和兴趣大不相同。这些都

给教学带来一定的困难, 如不加以探讨和改

进, 势必影响这门课程的教学效果。笔者体会

有以下几点:

　　1. 抓住公共点

公共点有两个方面的意思: 一是尽管学生

们各自情况不同, 但要选修这门课应有一个基

本的公共要求, 这就是要求学生掌握图论中一

定的基本概念和结论以及基本方法。二是摸清

学生选修该课程的共同兴趣。为解决第一个问

题, 课堂教学主要精力放在基本概念的讲解

上, 通过大量的实例使同学们首先弄清这些基

本概念和图论中常用的基本方法, 并适当补充

一些如六人集会, 莱狼羊过河, 分油等有趣味

的问题, 以唤起初学者的兴趣。对一些难度较

大的定理证明采用具体图例, 讲清论证方法的

基本思路和一些可能会使学生感到困难的关

键地方。这样, 对证明细节有兴趣的同学在阅

读教材中给出的证明时也不会感到困难。第二

个问题的难度是在图论的应用上。课堂上只着

重讲解使学生普遍感兴趣的应用, 而专业性较

强的应用, 让学生自修。

　　2. 分类指导

对于兴趣比较集中的专题和选修学生比

较多的专业, 开展专题讲座和讨论会的方式,

来解答和讨论同学们提出的问题。对个别同学

可以采用答疑、提供参考文献等方法来满足他

们的求知渴望。并为同学们创造条件提供一些

应用图论的实践机会, 比如鼓励同学们参加数

学建模竞赛, 听一些专题报告等。

　　3. 撰写小论文

结合专业特点和学习收获要求学生撰写

小论文作为这门课程期末考查内容之一。课程

一开始就向同学们提出要求, 使学生们早有准

备并有目的去进行学习。论文成绩占期末成绩

的 50%。在课堂教学过程中, 经常提供一些可

供同学们研究的问题, 鼓励学生去积极思考。
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