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所有模均可分次的有限维路代数
Ξ

武清宇 ,叶　郁

(中国科学技术大学数学系 ,安徽合肥 230026)

摘要 :论文通过引进箭图上的箭向函数和顶点可分模的概念 ,对任意模均可分次的路

代数进行了完整的刻划 ,并给出了相应的一些等价条件. 本文还通过考察 A- n 型代数

上的模的性质 ,完全确定了所有有限维模均可零次生成的路代数.
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0 　引言
分次代数结构是一个重要的代数结构 ,考察其上的模范畴及其分次模范畴对研究其结

构和性质有着十分重要的意义. 文献[1 ]中证明了对于有限一次生成的可裂基代数而言 ,其

上不可分解模若可分次 ,则在平移和同构的意义下 ,存在唯一的分次. 这便产生了如何判断

一个模是否可分次以及怎样给出一个分次的问题.

对于路代数 ,按相应箭图的顶点进行分次是一个很自然的想法. 本文通过引入箭图上的

箭向函数和顶点分次模的概念 ,对所有模均可分次的路代数进行了完整的刻划 ,给出了相应

的一些等价条件. 本文还考察了零次生成模 ,完全确定了任意有限维模均可零次生成的路

代数.

1 　分次代数和路代数
在本节中 ,我们简要回顾分次代数和路代数的基本概念和一些性质 ,在本文中 , k 为任

意域 ,代数的模均指左模.

分次代数和分次模

(1) k2代数Λ称为一个分次代数 ,是指存在一族 k2向量空间{Λi} i ∈Z ,Λi ΑΛ,满足 :Λ

= ©
∞

i = - ∞
Λi ,ΛiΛj ΑΛi + j , Π i , j ∈Z ,且Λ0 为 Λ的 k2子代数. 我们记 Λ≥i = ©

j ≥i
Λj , Π i ∈Z. Λ

称为正分次代数 ,若Λ=Λ≥0 . 正分次代数Λ称为一次生成的 ,若ΛiΛj =Λi + j , Π i , j ≥0.
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(2) 设Λ为一次生成正分次代数 ,如果Λ还满足 :Λ0 = kn , n ∈N ,且 dimk (Λ1) < ∞,则

称Λ为有限一次生成可裂基代数.

(3) 设 Λ为分次代数 , M 为Λ2模 ,若有向量空间的分解 : M = ©
i ∈Z

M i ,且满足 ΛiMj Α

M i + j , Π i , j ∈Z ,则称 M 为分次模. 分次模 M 称为零次生成的 ,若 M = ΛM0 . 易知 ,若Λ为

正分次代数 , M 零次生成当且仅当 M i =ΛiM0 , Π i ≥0 ,且有 Mi = 0 , Π i < 0.

下面简要回顾箭图和路代数的一些基本性质. 关于路代数及其表示的更进一步的性质 ,

可参照文献[4 ] .

(1) 一个箭图 Q 由 ( Q0 , Q1 , s , t ∶Q1 →Q0) 组成 ,其中 :

Q0 为顶点集 ,通常用{ 1 ,2 ,3 , ⋯} 来表示 ;

Q1 为箭向} 集 ,通常用{α,β,γ⋯} 来表示.

对于箭向α, s (α) 称为α的起点 , t (α) 称为α的终点. 当 v ∈Q0 不为 Q1 中任一箭向的

终点时 ,我们称 v 为 Q 的源点. 当 Q0 和 Q1 均为有限集时 ,我们称 Q 为有限箭图.

(2) Q 中的非平凡道路是指Q 中的箭向序列α1α2 ⋯αm , m ≥1 ,且满足 s (αi - 1) = t (αi) ,

Π2 ≤ i ≤m ,如图所示 , ·
α1

·
α2

⋯
αm

·. m 称为道路的长度 , s (αm) , t (α1) 分别称为

道路的起点和终点. 我们把每个顶点看作一条长度为零的道路 ,其起点与终点均为自身 ,这

种道路称为平凡道路 ,用 ev 来表示顶点 v 对应的平凡道路.

(3) 箭图 Q 对应的路代数 kQ 是指以 Q 中所有道路为基所形成的 k2代数 ,其乘法由道

路的结合给出 :设 x =α1α2 ⋯αm , y =β1β2 ⋯βn ,则

xy =
xy , 若 t ( y) = s ( x) ;

0 , 　其它 .

易知 ,当 Q0 为有限集时 ,1 = ∑
s ∈Q

0

es 为 kQ 的本原幂等元分解.

设 k 为任意域 , 我们定义箭图的 k2表示范畴如下.

(1) 设 Q 为一个箭图 , Q 上的 k2表示 X 由 ({ Xv} v ∈Q
0

, { Xα}α∈Q
1
) 组成 ,其中 Xv 为 k2线性

空间 , Xα: Xs ( a) →Xt ( a)为 k2线性映射.

(2) 设 X , X′为箭图 Q 的两个表示 ,则态射θ: X →X′由{θv : Xv →X′v} v ∈Q
0
组成 ,其中 ,θv

为 k2线性映射 ,且满足 X′αθs (α) =θt (α) Xα , Πα∈Q1 .

(3) 态射θ: X →X′和 <: X′→X″的合成 <.θ: X →X″可由{ ( <.θ) v : Xv →X″v , ( <.θ) v = <v.
θv} v ∈Q

0
得到.

Q 上的 k2表示范畴记为 Repk ( Q) .

引理 1 　kQ 的模范畴与 Q 的 k2表示范畴等价.

证明　我们只给出具体的对应.

设 M 为 kQ2模 ,其相应的表示 X 为 : (1) Πv ∈Q0 , Xv = evM.

(2) Πα∈Q1 , Xα: Xs (α) →Xt (α) , Xα( x) =αx ∈Xt (α) , Π x ∈Xs (α) .

设 X ∈Repk ( Q) ,其相应 kQ2模 M 可由如下得到. 令 M = ©
v ∈Q

0

Xv ,设ξv : Xv →M 为自然内

射 ,πv : M →Xv 为自然投射 , p =α1α2 ⋯αm 为 Q 中道路 ,则令 px =ξt (α
1
) Xα

1
Xα

2
⋯Xα

m
πs (α

m
) x ,

Π x ∈M.
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以后我们对路代数的模与其相应的箭图的表示将不再加以区分 ,而用同一符号来表示.

按照道路的长度 ,我们可以给出路代数的一个自然的分次 ,即有 : kQ = ©
i ≥0

( kQ) i ,其中 ,

( kQ) i 为长度为 i 的道路张成的线性子空间. 易知 ,对任一有限箭图 Q , kQ 为有限一次生成

的可裂基的 k2代数. 事实上 , [2 ]中证明了 :

引理 2 　设 k 为任意域 ,Λ为有限一次生成可裂基的 k2代数 ,则存在有限箭图 Q 和 kQ

的齐次理想 (可由齐次元生成的理想) I Α ©
i ≥2

( kQ) i ,使得有分次代数同构Λ= kQ/ I.

以下路代数均指有限箭图的路代数. 我们用 Q表示有限箭图 ,Λ = kQ = ©
i ≥0
Λi 为相应路

代数的自然分次 ,用Λ2Mod (Λ2mod) 表示Λ上模 (有限维模) 范畴 ,用 Gr(Λ) ( gr (Λ) ) 表示

Λ上的分次模 (有限维分次模) 范畴 ,用 gr0 (Λ) 表示有限维零次生成模范畴.

2 　箭向函数和对称圈
在本节中 ,我们在箭图上引入箭向函数的概念 ,并给出了箭图上存在箭向函数的充要

条件.

我们首先在箭图上引入箭向函数的概念.

定义 　函数 f : Q0 → Z 称为 Q 上的一个箭向函数 , 如果 f 满足对任意的α ∈ Q1 , 有

f ( t (α) ) = f ( s (α) ) + 1.

引理 3 　设 f 为连通箭图 Q 上的一个箭向函数 , g : Q0 → Z 为 Q 上的另一函数 ,则 g 为

Q 上的一个箭向函数当且仅当存在 N ∈ Z ,使得 g = f + N .

证明 　α 由箭向函数的定义易得.

] 考虑函数 h : Q0 → Z , h ( v) = f ( v) - g ( v) , Πv ∈ Q0 . 由 g , f 均为箭向函数知 ,

h ( t (α) ) = f ( t (α) ) - g ( t (α) ) = ( f ( s (α) ) + 1) - ( g ( s (α) ) + 1) = f ( s (α) ) - g ( s (α) )

= h ( s (α) ) , Πα ∈Q1 . 再由 Q 的连通性知 , h ( v) = h ( w) , Π v , w ∈Q0 , 命题得证.

箭图上的有向圈是指起点与终点相同的非平凡道路 ,为作更进一步的研究 ,我们需要对

圈的定义进行推广.

定义 　箭图 △称为一个圈是指其底图 △(即去掉所有箭头的方向以后所得到的图)为 :

其中 { 1 ,2 , ⋯, n} 为互不相同的顶点. 为方便起见 ,我们常用 ( 3 ) 来表示形如 △的图.

定义 　设 △为圈 ,其相应的底图 △为 ( 3 ) . 对于箭向α∈△1 ,若α: m →m + 1 ,我们

就称α为顺时针箭向 ;若α: m + 1 →m ,则称为逆时针箭向. 在此 ,我们将 1 和 n + 1 看作同

一顶点. 如果在 △中 ,顺时针箭向同逆时针箭向数目相等 ,我们就称 △是对称的. 否则称 △

是非对称的.

由箭向函数的定义易知对无圈的箭图 ,我们总可以定义其上的一个箭向函数. 另外 ,显

然有向圈不是对称的. 事实上由定义 ,我们有下述结论.

引理 4 　圈 △是对称的当且仅当在 △上存在一个箭向函数.

证明 　 α 设 f : △0 → Z 为 △上的一个箭向函数 , △形如 ( 3 ) ,则 f (1) = f ( n + 1) ,在
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此 ,我们认为 1 也为第 n + 1 个顶点. 由箭向函数定义有 :

f ( n + 1) = f (1) + # { △上的顺时针箭向} - # { △上的逆时针箭向} ,即 # { △上的顺

时针箭向} - # { △上的逆时针箭向} = f ( n + 1) - f (1) = 0 ,从而 △是对称的.

] 设 △形如 ( 3 ) . 归纳定义 f : △0 → Z 如下. 令 f (1) = 0 ,

f ( m) =
f ( m - 1) + 1 , if 　m - 1 →m ;

f ( m - 1) - 1 , if 　m - 1 ←m.
　Π m ≥2.

由△的对称性以及从充分性的证明中可知 f ( n + 1) = f (1) ,从而 f : △0 → Z 是定义合理的 ,

由 f 的构造易知 f 为 △上的一个箭向函数.

下面的引理刻划了存在箭向函数的箭图.

引理 5 　设 Q 为连通的箭图 ,如果对 Q 的任一圈均是对称的 ,则在 Q 上存在一个箭向

函数.

证明 　对 Q0 进行归纳. 当 Q0 = 1 时 ,结论自然成立.

由于 Q 中不含有向圈 ,所以 Q0 中至少含有一个源点 ,记为 s . 令{ v1 , ⋯, vt} 为由 s 出发

的所有箭向的终点的集合 , Q′为Q去掉源点s后的全子图. 不妨设 Q′= ∪
l

i = 1
Q ( i) ,其中 Q (1) ,

⋯, Q ( l) 为 Q′的所有互不相交 的连通子图. 由 Q的连通性知 l ≤t ,从而我们得到了{ v1 , ⋯

, vt} 的一个划分 :{ v1 , ⋯ , vt} = S1 ∪S2 ∪⋯∪S l ,满足 S i Α Q ( i) 0 , i = 1 , ⋯, l ,且 S1 , ⋯

, S l 为无交并.

对每个 Q ( i) , Q ( i) 中的圈仍然是对称的 , 且 Q ( i) 0 < Q0 , 由归纳假设我们可在

Q ( i) 上定义一个箭向函数 f i : Q ( i) 0 → Z.

由于 Q ( i) 是连通的 ,则对任意两个 v1 , v2 ∈ S i ,存在一条从 v1 到 v2 的道路 ,设为 p ,

即有 :

v1 ·
　p 　

·v2 ,从而 　s · v1 ·
　p 　

·v2 ·s

形成了 Q 中的一个圈. 由已知条件知该圈是对称的 ,从而道路 p 中顺时针箭向的个数等于 p

中逆时针箭向的个数 ,由 f i 为 Q ( i) 上的箭向函数知 , f i ( v2) = f i ( v1) + # { p 中的逆时针箭

向} - # { p 中的顺时针箭向} = f i ( v1) . 这样 ,我们证明了对任意的 v ∈S i , f i ( v) 为常值.

现在构造 gi : Q ( i) 0 →Z , i = 1 , ⋯, l如下 , gi = f i - f i ( v) + 1 , v ∈S i . 则 gi 仍然是Q ( i)

上的箭向函数 ,且 gi ( v) = 1 ,对任意 v ∈S i , i = 1 , ⋯, l . 由于 Q0 = { s} ∪( ∪
l

i = 1
Q ( i) 0) ,可令

f : Q0 → Z 满足

f ( s) = 0 , f ( v) = gi ( v) ,如果 v ∈Q ( i) 0 .

则有 f ( v1) = f ( v2) = ⋯ = f ( vt) = 1 = f ( s) + 1 ,从而 f 成为 Q 上的一个箭向函数 ,引理

得证.

综合前文所述 ,我们得到了下面的定理.

定理 1 　连通的箭图上存在箭向函数当且仅当其不含非对称圈.

证明 　因为箭向函数限制在子图上仍为箭向函数 ,故由引理 4 可得到必要性. 充分性由

引理 5 给出.
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3 　顶点分次模
在本节中 ,我们通过对路代数上的模引入顶点分次的概念 ,完整地刻划了所有模均可分

次的路代数 ,证明了路代数满足这种性质当且仅当其相应的箭图上存在箭向函数.

首先我们给出模的顶点分次的定义. 设 Q 为有限箭图 ,Λ= kQ.

定义 　设 M 为Λ2模 , M 称为顶点分次的 ,如果存在 M 的一个分次 ,使得 M 的每个齐次

分支均是某些 evM 的直和 ,其中 v ∈Q0 ,也就是说对每个顶点 v ∈Q0 , evM 均包含于某个齐

次分支中.

以下 ,对于分次模 M , v ∈Q0 , 我们用 Mv 表示M 在顶点 v 处的向量空间 ,即 Mv = evM.

为避免混淆 ,我们在给出 M 的分次时 ,用 M = ©
i ∈Z

M ( i) 表示.

引理 6 　设 Q 为有限箭图 , k 为任意域 , M ∈Gr( kQ) , M = ©
i ∈Z

M ( i) ,则 Mv = ©
i ∈Z

M ( i) ∩

Mv . 特别地 ,若 dimk ( Mv) ≤1 , Πv ∈Q0 ,则 M 是顶点分次的.

证明 　上述和式显然为直和 , 故只需证明 Mv = ∑
i ∈Z

M ( i) ∩Mv . 任取 x ∈Mv , x =

∑
i ∈Z

mi ,其中 mi ∈M ( i) . 由 evx = x 知 , x = evx = ∑
i ∈Z

evmi ∈ ∑
i ∈Z

M ( i) ∩Mv . 特别地 ,若有

dimk ( Mv) ≤1 ,则 Mv 只能包含在某一个齐次分支中 ,得证.

下面的引理是本文的关键 ,它给出了使得路代数上的所有模均可分次的一个必要条件.

在下文中 ,我们将证明这也是一个充分条件.

引理 7 　如果任意 kQ2模都是可分次的 ,则 Q 中的任一圈都是对称的.

证明　设 Q 中含有圈 △,不妨设

即有 Ms = k , Πs ∈Q0 , Mα = 1 , Πα ∈Q1 . 由假设知 M 可分次 ,从而由引理 6 知 M 为顶

点分次的. 定义 f : △0 → Z 如下 : f ( v) = i ,如果 Mv Α M ( i) . 容易证明 f 为 △上的一个箭向

函数. 事实上 ,如果α: v →w ,且 f ( v) = i ,由 M 的构造有Mw =α( Mv) Αα( M ( i) ) ΑΛ1 M ( i)

Α M ( i +1) ,即 f ( w) = i + 1 = f ( v) + 1. 从而由引理 4 知 △是对称的.

综上所述 ,我们得到了本文的主要定理.

定理 2 　设 Q 为有限箭图 , kQ 为相应的路代数 ,则下述命题等价 :

(1) 任意 kQ2模均是可分次的 ;

(2) Q 中的任意圈均是对称的 ;

(3) 在 Q 上存在一个箭向函数 ;

(4) 任意 kQ2模均是顶点分次的 ;

(5) 正则模是顶点分次的.

证明 　

(1) ] (2) :引理 7 ;

(2) ] (3) :引理 5 ;

(3) ] (4) :设 f : Q0 → Z 为Q 上的一个箭向函数 ,由于对任意 kQ2模M ,有 M = ©
v ∈Q

0

evM ,
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令 :M ( i) : = ©
v ∈Q

0
, f ( v) = i

evM , 则 M = ©
i ∈Z

M ( i) 为 M 的一个分次. 对任意α: s (α) → t (α) , 有

f ( t (α) ) = f ( s (α) ) + 1. 由α·M = α·es (α) M ,知α·M ( i) = 0 , Π i ≠ f ( s (α) ) . 而α·

Mf ( s (α) ) Α et (α) M Α Mf ( t (α) ) Α Ms (α) +1 ,从而结论成立.

(4) ] (1) :显然.

(4) ] (5) :显然.

(5) ] (3) :若 kQ为顶点分次的 ,根据定义有向量空间的分解 : kQ = M (0) © M (1) © M (2)

© ⋯, Λ( i) M ( j) Α M ( i + j) , Π i , j ≥0 ,且对任意 v ∈Q0 ,存在某个 j ,使得 evkQ Α M ( j) . 我们

定义 Q 上箭向函数 F : Q0 → Z如下 : F( v) = j ,如果 evkQ Α M ( j) . 从引理 7中的证明中可看

出 ,上述函数确为箭向函数.

注 　事实上 , 对于满足定理中等价条件的路代数 , Gr ( kQ) = kQ - Mod. 这是因为利

用 Q 上的箭向函数 ,所有 kQ 模可以具有统一的顶点分次 ,使得任意模同态均为零次映射.

4 　有限维模均可零次生成的路代数
本节我们主要讨论对怎样的有限箭图 Q ,有限维 kQ2模均为零次生成的 ,即存在 M 的

分次 : M = M (0) © M (1) © ⋯,满足 M = ( kQ) M (0) . 由引理 7 知 Q 中的任一圈均是对称的 , 特

别地 , Q 中无有向圈. 引理 8 和引理 9 将给出满足此性质的两个必要条件 ,最后定理 3 中将

证明这也是充分条件.

设 Q 无有向圈 ,令 Q (0) 为 Q 的源点的全体 ,归纳地定义 Q ( i) 如下 ,对 i ≥1 , Q ( i) =

{ v ∈Q0 v = t (α) , α∈Q1 ,其中 s (α) ∈Q ( i - 1) } .

条件( in) 　 v ∈Q0 , 如果存在α,使得 v = t (α) ,则 # {α∈Q1 : s (α) = v } ≤1. 即若

v 为某个箭向的终点 ,则最多有一个箭向以 v 为起点.

引理 8 　Q 为有限箭图 ,若任意有限维 kQ2模均可零次生成 ,则 Q 满足条件 (in) .

证明 　设 Q 不满足条件 (in) ,则有如下子图 :

其中 t (β) , t (γ) 可以为相同顶点 ,则 M 不可由零次生成. 事实上 ,假设 M 可零次生成 ,

M = M (0) © M (1) © ⋯, M = kQM (0) . 设{ x1 ∈M1 , y1 , y2 ∈Mv , x2 ∈M2 , x3 ∈M3} 为 M 的

相对上述映射的一组基. 即有 :αx1 = y1 ,βy1 = x2 ,βy2 = x2 ,γy1 = 2 x3 , γy2 = x3 .

由 M1 ¾ kQ ≥1 M ,知 M1 Α M (0) . 又由于 kQ ≥1 M ¿ Mv ,故存在 0 ≠ y ∈Mv ,使得 y ∈

M (0) . 设 y = ay1 + by2 ,其中 a , b ∈ k . 从而由定义有 ( a + b) x2 = βy ∈M (1) , (2 a + b) x3

= γy ∈M (1) ,且 x2 = βαx1 ∈M (2) , x3 = γαx1 ∈M (2) . 而 M (1) ∩M (2) = 0 表明 a + b =

2 a + b = 0 ,这与 y ≠0 矛盾. 故 M 不可零次生成. 命题得证.

条件( out)

若 v ∈∪i ≥2 Q ( i) ,则有且仅有一个箭向以 v 为终点. 即 Q 无如下子图 : ,

.
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引理 9 　设 Q 为一有限箭图 ,若任意有限维 kQ2模均零次生成 ,则 Q 满足条件 (out) .

证明　反设 Q 不满足条件 (out) ,则存在如下子图 :1 →2 →3 ←4 ,由引理 8 知 2 ,4 必为不

同顶点. 考虑 kQ2模M =
1

k
1

k
1

k ,由引理 6 知 , M 为顶点分次的. 若 M 由零次生

成 ,由 M1 ¾ kQ ≥1 M 知 M1 包含在零次里 ,同理知 M4 也包含在零次中 ,矛盾.

注 :条件 (out)和条件 (in)互不包含 ,这从定义以及引理 8 和引理 9 的证明可看出.

令 A n 表示箭图 0
α1

1
α2

⋯
αn- 1

n - 1对应的路代数 ,其中 n ≥1. 设 M 为有限维A n2
模 ,则 M = M0 © M1 © ⋯ © Mn - 1 . 令 M ( i) = M i , Π0 ≤ i ≤ n - 1 ,由定理 2 , M = M (0) ©
M (1) © ⋯ © M ( n - 1) 为 M 的顶点分次. N0 为 M0 的任一子空间 ,则作为 M 的A n2子模 , A nN0

为 M 的直和项 ,即有

引理 10 　(1) 设 M 为A n 的有限维表示 , M = M0 © M1 © ⋯ © Mn- 1 . 则存在 M 的子表

示 �M ,使得 M = A nM0 © �M .

(2) 设 N0 Α M0 ,则存在 M 的子表示 �M ,使得 M = A nN0 © �M .

证明 　

(1) 设 A n 对应的箭图为 0
α1

1
α2

⋯
αn- 1

n - 1. 由于 ( K © L) 0 = K0 © L0 ,其中 K,

L 为 A n2模 ,故只需对不可分解表示情形加以证明即可. 而由于 A n 的所有不可分解表示为 :

Aei Aαj ⋯αi +1 ,0 ≤ i ≤ j ≤ n - 1 ,结论显然成立.

(2) 由 (1) 知 ,只需对 M = A nM0 情形证明即可.

考虑线性映射{ f i : M0 →Mi , f i ( x) = αiαi - 1 ⋯α1 x} 1 ≤i ≤n- 1 . 令 Ki = Ker ( f i) , Mn
0 = M0 ,

M i
0 = M0 ∩Ki , Π1 ≤i ≤n - 1. 同样 ,令 N n

0 = N0 , N i
0 = N0 ∩Ki , Π1 ≤i ≤n - 1. 则有 :

M1
0 Α M2

0 Α ⋯ Α Mn
0 = M0 , N1

0 Α N2
0 Α ⋯ Α N n

0 = N0 , N0
i Α M0

i .

归纳定义 M0 的子空间串 L i
0 , i = 1 ,2 ⋯ n 如下. 选取 L1

0 ,使得 M1
0 = N1

0 © L1
0 . 再选取 L2

0 ,使

得 M2
0 = ( N2

0 + M1
0) © L2

0 . 依次下去 ,令 L i
0 满足 Mi

0 = ( N i
0 + M i - 1

0 ) © L i
0 ,2 ≤ i ≤ n. 令 L0

= L1
0 © L2

0 © ⋯ © L n
0 ,则 M0 = N0 © L0 .

我们证明 M = A nN0 © AnL0 . 由 L0 的构造以及 M = A nM0 知 , M = A nN0 + A nL0 , 故只

需证明 A nN0 ∩A nL0 = 0. 若存在 0 ≠ x ∈A nN0 ∩A nL0 ,则 x 必有某个齐次分量不为零 ,设

eix ≠0 , 显然 eix ∈A nN0 ∩A nL0 . 由于 eiAe0 = kαiαi - 1 ⋯α1 , 知 0 ≠ eix = αiαi - 1 ⋯α1 y =

αiαi - 1 ⋯α1 z , 其中 y ∈L0 , z ∈N0 . 由 f i 的定义知 , y - z ∈Mi
0 , y | M i

0 . 则存在 k > i ,使

得 y ∈Mk
0 ,且 y | Mk - 1

0 ,即 k 为最小的数使得 y 在Mk
0 中. 由 y - z ∈Mi

0 知 y - z ∈Mk
0 ,从

而 z ∈Nk
0 . 由 L0 的构造 ,可设 y = l1 + l2 + ⋯+ lk ,其中 l i ∈L i

0 , Π1 ≤ i ≤ k , lk ≠0 ,则

lk = y - ( l1 + l2 + ⋯ + lk - 1) = ( y - z) + z - ( l1 + l2 + ⋯ + lk - 1) ∈Mk - 1
0 + Nk

0 ,与 L k
0 的

构造矛盾. 引理得证.

在陈述本节的主要定理之前 ,我们先证明一个引理.

引理 11 　Q 为一连通箭图 , M 为 Q 的不可分解表示 ,则以{ v ∈Q0 Mv ≠0} 为顶点的

Q 的全子图为连通子图.

证明 　设 S = { v ∈Q0 Mv ≠0} = S1 ∪S2 , S1 ∩S2 = Ï,其中 S i , i = 1 ,2 均为 v 的

某些连通分支的并.
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令 e = ∑
w ∈S

1

ew , f = ∑
v ∈S

2

ev , 则 eM , fM 均为 Q 的表示. 这是因为 AeM = ©
v ∈Q

0

evAeM , 而

evAeM ≠0表明存在道路 p = evα1α2 ⋯αkew , 其中 w ∈S1 , k ≥1 , 使得 pM ≠0. 从而 t (αk) ,

t (αk - 1) , ⋯, v = t (α1) ∈S1 . 这说明 AeM = eM , 故 eM 为 Q 的表示. 同理 , fM 也为 Q 的表

示. 而显然 M = eM © fM , 矛盾. 得证.

现在 ,我们可以完整地刻划有限维模均可零次生成的路代数.

定理 3 　Q 为一有限箭图. Q 上所有有限维表示均可零次生成当且仅当 Q 满足条件

(out)和条件 (in) .

证明 　必要性由引理 8 和引理 9 可知 ,下面证明充分性. 只需对不可分解表示加以证

明.

设 M 为 Q 的不可分解表示. 由上面引理知以 S = { v ∈Q0 Mv ≠0} 为顶点的 Q 的全

子图为连通子图 , 记为 Q′. 易知 , Q′也满足条件 (out)和条件 (in) , M 作为 Q′的表示也是不

可分解的 ,只需证明 M 作为 Q′的表示可零次生成. 令Λ = kQ′.

考虑 M 的顶点分次 , M = M (0) © M (1) © ⋯, 其中 M (0) ≠0. 由 Q′满足条件 (out)知 ,

Q′的所有源点在同一个分次. 这是因为由 Q′的连通性 ,任何两个源点可以由多个形如 →⋯

→←⋯←的子图连接起来 ,而由条件 (out)知这样的子图必有形状 →←, 易知 ,所有的源点在

同一分次中.

设 p = αnαn - 1 ⋯α1 :A n = 0
α1

1
α2

2 ⋯
αn

n. 为 Q′中的极长道路 ,即不真包含在另

外一条道路中 ,则 0为源点 ,且没有箭向以 n 为起点. 显然 , Mi Α M ( i) , Π i = 0 ,1 , ⋯ n. 令 e

= e1 + e2 + ⋯+ en , f = e2 + ⋯+ en .

由于 Q′满足条件 (out)和条件 (in) , Q′中没有其他的箭向以{ 1 ,2 , ⋯, n} 为起点 ,也没

有其他的箭向以{ 2 ,3 , ⋯, n} 为终点 ,且以 1 为终点的非平凡道路长度只能为 1. 翻译成代数

的语言 ,就是 :Λe = eΛe , fΛ = fΛeΛ, e1Λ≥1 = e1Λ1 . 对于道路 p ,若 t ( p) ∈{ 2 ,3 , ⋯, n} ,

s ( p) | { 2 ,3 , ⋯, n} ,则 p 必通过 1 ,即有 fΛ(1 - e) Α fΛe1Λ(1 - e) .

令 A = eΛe ,则 A 为A n 型代数. 考虑 A 模 eM 和M1 的子空间 e1Λ≥1 M ,由引理 10 知 ,存

在 eM 的 A2子模 �M , 使得 eM = Ae1Λ≥1 M © �M .

令 N = Λ(1 - e) M +Λe1Λ≥1 M , L = Λ�M . 则 M = N + L . 下面我们说明 N ∩L = 0.

设 x + y = z ,其中 x ∈Λ(12e) M , y ∈Λe1Λ≥1 M , z ∈L . 由 �M = e�M ,知 L = Λe�M = eΛe�M
= �M . 故有 z = ez ,从而 z = ex + ey ∈e (Λ(1 - e) M +Λe1Λ≥1 M) . 而 eΛ(1 - e) M = e1Λ(1

- e) M + fΛ(1 - e) M , 又 fΛ(1 - e) = fΛe1Λ(1 - e) , 故 eΛ(1 - e) M Α eΛe1Λ≥1 M =

Ae1Λ≥1 M. 这样 z = ex + ey ∈Ae1Λ≥1 M , z ∈L = �M , 由 eM = Ae1Λ≥1 M © �M 知 z = 0.

故作为Λ2模 ,有 M = N © L . N ≠0 , M 不可分解 ,则有 L = 0 , 这表明 eM = Ae1Λ≥1 M.

而由前所述 , e1 M Α M (1) , e1Λ≥1 M = e1Λ1 M (0) ,从而 eM 可以由 M (0) 生成.

由于每个顶点都落在某条极长道路上 ,因此 ,整个模 M 可由 M (0) 生成. 定理得证.

致谢 :衷心感谢导师章璞教授的精心指导.
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Research on Superior Combination Forecasting Model Based
on Forecasting Effective Measure
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( Department of Mathematics , USTC , Hefei , Anhui 230026 , China)

Abstract : New concepts are proposed for the combination forecasting effective measure models : superi2
or combination forecasting , dominant forecasting method and redundant measure. Then it is pointed

that simple average combination forecasting method is at least noninferior combination forecasting. A

sufficient condition of existence about superior combination forecasting is also discussed. Finally redun2
dant information is given in the two determining theorems.

Key words : dominant forecasting method ; forecasting effective measure ; simple average method ; su2
perior combination forecasting ; noninferior combination forecasting ; redundant measure
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