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量子广义 34567889:代数的三角分解!

黄华林，叶 郁，傅广宇

（中国科学技术大学数学系，安徽合肥 "!(("3）

摘要：论文主要研究广义 456.7$$89代数的量子包络代数的结构理论，特别地，我们
给出其三角分解形式，以及各部分详细的生成元和定义关系 &
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广义 456.7$$89代数是一类新型的无限维李代数，首先由 ;$,6=>,8?［1］引进，并在 #>,@>A
5%B>C,5?和 7$D?@,$E? F$$D?=GD>上有重要应用 &由于广义 456.7$$89代数与 456.7$$89代数的
相似性，我们很自然地希望研究广义 456.7$$89代数的量子化 &这种量子广义 456.7$$89代
数首先由 45DB［"］于 122-年提出，但本质上 45DB文中只定义了特殊类型的广义 456.7$$89代
数的量子包络代数，并且无论从定理的表述还是证明过程均没有得到其三角分解的各部分

的定义关系 &
在本文中，我们将采用适用范围更广的广义 456.7$$89代数的量子包络代数的定义，并

考察其 H$+I代数结构；采用 J5D@K>D［!］书中的处理方法并吸取 45DB文的某些证明思想，给出
其三角分解并得到其各部分详细的生成元和定义关系 &特别地，退化到 456.7$$89代数的量
子包络代数的情形（即虚单根集为空集的情形），我们的证明也较 J5D@K>D［!］中的证明更为简
单 &

G 广义 34567889:代数及其量子化
设 !是实向量空间，其上有一非退化的对称双线性型，且 !中有线性无关子集｛"# #"

$｝，$ 是可数集（可以无限），满足：
（1）（"#，"%）是有理数，# #，% " $；
（"）（"#，"%）$ (，# # % %；

（!）如果（"#，"#）& (，则对# %，
"（"#，"%）

（"#，"#）
是整数 ’
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给定 !如上 "若（#$，#$）% !，则记 &$’ (
"（#$，#’）

（#$，#$）
"我们定义一个关于 !的实李代数 )，它由

*$，+$（ $ ! ,）及 ! 生成，满足如下定义关系：
（#）［#，#-］( !，"#，#- ! !；
（"）［#，*$］(（#，#$）*$，［#，+$］( .（#，#$）+$，"# ! !，$ ! ,；
（$）［ *$，+’］(!$’#$，!$’ 是 %&’()*+)&符号；
（,）若（#$，#$）% !，则（-.*$）#. &$’*’ ( ! (（-. +$）#. &$’+’，" ’ # $；
（/）若（#$，#’）( !，则［ *$，*’］( ! (［ +$，+’］"
我们称 ) 为关于! 的广义 %-*01’’.2代数 3
令（ $，’）(（#$，#’），则 ! 上的非退化对称双线性型诱导出/!, 上的一个双线性型 "容易

看到 )是/!,—分次代数，其根格是/!, "我们称 ,中元为单根，并可以作 ,的分解 , ( ,0*$ ,$1，
其中 ,0* (｛$ ! ,（ $，$）% !｝，,$1 (｛$ ! ,（ $，$）% !｝，分别称为实单根集和虚单根集 3
注记 #：如果 ,$1 (!且 ,0* 是有限集，则得到的即是通常的 %-*01’’.2代数 3
注记 "：注意，这里我们并未假定｛#$ $ ! , ｝是 !的一组基，所以由 !上的非退化双线性型诱导出的

/!, 上的双线性型不一定是非退化的 3

在给出广义 %-*01’’.2代数的量子包络代数的定义之前，我们先回顾量子群理论里常
用的符号 3令 2 是不定元，对 !% 3 % 4，记

［4］( 24 . 2. 4

2 . 2 .#
，［4］！( &

4

3 ( #
［ 3］，［!］！( #，[ ]43 ( ［4］！

［ 3］！［4 . 3］！"

这些均是关于 2 的整系数 4-5&)(6多项式 3对于 $ ! ,，记 5$ (（ $，$）
" "设"为 2 的 4-5&)(6多

项式，6 为正实数且对任意 $ ! ,0*，6"5$ ( 6（#$，#$）# #，记"$ ("（65$）"特别地，6$ ( 65$ "
设给定指标集 , 和对称双线性型（ 7，7）同 # 3 # 3广义 %-*01’’.2代数 ) 的量子包络代

数7 是含 #结合8" . 代数，由 9$，:$，;$，;$
.#（ $ ! ,）生成并满足以下定义关系：

（8#）;$;.#
$ ( # ( ;.#

$ ;$，;$;’ ( ;’;$；

（8"）9$:’ . :’9$ (!$’（;$ . ;.#
$ ）；

（8$）;$9’;.#
$ ( 6（ $，’）9’；

（8,）;$:’;.#
$ ( 6 .（ $，’）:’；

（8/）若（ $，’）( !，则 9$9’ . 9’9$ ( !；
（89）若（ $，’）( !，则 :$:’ . :’:$ ( !；

（8:）’
#. &$’

3 ( !
（. #）3

# . &$’[ ]3 $
93

$9’9#. &$’ . 3
$ ( !，" $ ! ,0*，’ # $；

（8;）’
#. &$’

3 ( !
（. #）3

# . &$’[ ]3 $
:3

$:’:#. &$’ . 3
$ ( !，" $ ! ,0*，’ # $ "

注记：由定义可知，若 ,$1 (!且 ,0* 是有限集，则相应的量子广义 %-*01’’.2代数即为通常的量子群 3

量子 <)&&)关系（8:）和（8;）比较复杂 3当 $ ! ,0* 且（ $，’）( !时，（8:）和（8;）分别包含
了（8/）和（89）3一般我们先来考察代数(7，它的生成元同 7，但定义关系只有（8#）—（8,）3
我们仍记 9$，:$，;$，;.#

$（ $! ,）在(7 及7中的象为相同的符号 "记(7<，(7!和(7. 分别为
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!! 中由｛"# # " $｝，｛%#，%&!
# #" $｝和｛’# #" $｝生成的子代数 (类似地，我们定义 !)，!"

和 !& (由!! 及! 的定义，我们容易得到以下简单事实：
引理 ! （#）!! 及! 上有唯一自同构!使得!（"#）* ’#，!（’#）* "#，!（%#）* %&!

# (
（$）!! 及! 上有唯一反自同构"使得"（"#）* "#，"（’#）* ’#，"（%#）* %&!

# (
由以上事实可知，!!)（或 !)）和!!&（或 !&）作为代数是同构的；并且引理中的!和"的阶
均是 %，即!% * ! *"% (

" !! 及!的 #$%&代数结构
代数!! 及! 均是+!$, 分次的：首先，在由 "#，’#，%#，%&!

#（ # " $）生成的自由结合代数
上定义 &’("# * #，&’(’# * & # 和 &’(%# * " * &’(%&!

# 得到一个+!$, 分次；再注意关系（)!）

*（)+）都是齐次的，从而!!及!均继承了这一分次 (子代数!!)，!!"和!!&（或 !)，!"和 !&）

均由齐次元生成，所以也都是分次的 (张量积代数!! #!!（或 ! # !）也是分次的代数：设
-，. "!!（或 !）均为齐次元，定义 &’(（- # .）*（&’(-，&’(.）(
设#" +!$，# * $

#
###，记 %# * %

#
%### (设 / *（ /!，⋯，/0）" $0 为有限单根序列，定义

,-（ /）* /! ) ⋯ ) /0，并记
"/ * "/!
⋯"/0
，’/ * ’/!

⋯’/0
(

特别地，约定 "! * ! * ’!(对$" 1"" $，$ * $
#
$##，我们定义 $（$）*｛/ ,-（ /）*$｝( 由

前面分次的定义，我们容易得到

!) *&$"1"" $
!)
$，!

& *&$"1"" $
!&

&$ (

其中 !)
$和!&

&$分别由｛"/ /" $（$）｝和｛’/ /" $（$）｝线性张成 (类似地，我们有!!)和!!&

的分解 .
引理 " !! 上有唯一的 /012代数结构（%，&，2）使得对’ # " $

"（"#）* "# # ! ) %# # "#，&（"#）* "，2（"#）* & %&!
# "#，

"（’#）* ’# # %&!
# ) ! # ’#，&（’#）* "，2（’#）* & ’#%#，

"（%#）* %# # %#，&（%#）* !，2（%#）* %&!
# (

证明 首先容易验证由 "#，’#，%#，%&!
#（ # " $）生成的自由结合代数上有引理给出的

/012代数结构 .我们只要验证由定义关系（)!）*（)3）生成的理想是 /012理想，这相当于验
证生成元在（%，&，2）下的象满足关系（)!）*（)3）.这里我们只验证（)%），其它都比较明
显 .对 # ( 3 时相当于要验证以下交换子为零：

［"（"#），"（’3）］*［"# # !，’3 # %&!
3 ］)［"# # !，! # ’3］)

［%# # "#，’3 # %&!
3 ］)［%# # "#，! # ’3］*

" ) " ) %#’3 # "#%&!
3 & ’3%# # %&!

3 "# ) " *
4&（ #，3）’3%# # "#%&!

3 & ’3%# # 4&（ #，3）"#%&!
3 * "，

［&（"#），&（’3）］*［"，"］* "，

［2（’3），2（"#）］* ’3%3%&!
# "# & %&!

# "#’3%3 *
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!"!
#（!#$%!"!

# ）（!%&#!"!
% ）!% " !"!

# &#$%!% ’
!"!

# ( "（ #，%）｝$%(（ #，%）｝&#!% " !"!
# &#$%!% ’

!"!
#［$%，&#］!% ’ " )

当 # ’ % 时，
［!（&#），!（$#）］’［&# ! !，$# ! !"!

# ］*［&# ! !，! ! $#］*
［!# ! &#，$# ! !"!

# ］*［!# ! &#，! ! $#］’
（&#$# " $#&#）! !# * !# !（&#$# " $#&#）’
（!# " !"!

# ）! !"!
# * !# !（!# " !"!

# ）’
!# ! !# " !"!

# ! !"!
# ’ !（!#）"!（!"!

# ），

［"（&#），"（$#）］’［"，"］’ "，
［+（$#），+（&#）］’ $#!#!"!

# &# " !"!
# &#$#!# ’

$#&# " &#$# ’ !"!
# " !# ’ +（!#）" +（!"!

# ）)
引理 #中的 + 实际上是", 的反自同构：对# # $ -，我们定义

+"!（&#）’ " &#!"!
# ，+"!（$#）’ " !#$#，+"!（!#）’ !"!

# )
容易验证，++"! ’ ! ’ +"!+ )由归纳法容易得到对# # $ - 且（ #，#）% "，. $ /!"

!（&.
#）’ &

.

0 ’ "
(0（ . " 0）
# [ ].0 #

&." 0
# !0

#! &0
#，

!（$.
#）’ &

.

0 ’ "
(0（ . " 0）
# [ ].0 #

$0
#! $." 0

# !" 0
# ，

+（&.
#）’（" !）.(.（ . "!）

# !" .
# &.

#，+（$.
#）’（" !）.( " .（ . "!）

# $.
#!.

# )
若（ #，#）’ "，则对# . $ /!"有

!（&.
#）’ &

.

0 ’ "
( ).0 &." 0

# !0
#! &0

#，!（$.
#）’ &

.

0 ’ "
( ).0 $0

#! $." 0
# !" 0

# ，

+（&.
#）’（" !）.!" .

# &.
#，+（$.

#）’（" !）.$.
#!.

# )

这里的 ( ).0 是一般牛顿二项式系数 $

设 # $ -.1，% % #，记

2*
#% ’ &

!" 3#%

0 ’ "
（" !）0

! " 3#%[ ]0 #
&0

#&%&!" 3#% " 0
# ，

2"
#% ’ &

!" 3#%

0 ’ "
（" !）0

! " 3#%[ ]0 #
$0

#$%$!" 3#% " 0
# )

设 # % % 且（ #，%）’ "，记
4 *
#% ’ &#&% " &%&#，4 "

#% ’ $#$% " $%$# )
回忆 , 的定义便知道 2*

#%，2"
#% 和 4 *

#%，4 "
#% 分别是定义关系式（%&），（%’）和（%(），（%)）的左边 $

引理 !［*］ 设 # $ -.1，% % # )记 . ’ ! " 3#%，则有

!（2*
#%）’ 2*

#% ! ! * !.
#!% ! 2*

#%，+（2*
#%）’ " !" .

# !"!
% 2 *

#%，
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!（!"
#$）% !"

#$ ! &" ’
# &"!

$ ( ! ! !"
#$，)（!"

#$）% " !"
#$&’

#&$ *
命题 ! + 上有唯一的 "#$%代数结构（!，"，)），其作用公式同引理 & ’& ’
证明 设 , 为所有的 !(

#$，!"
#$ 和 - (

#$，- "
#$ 在"+ 中生成的双边理想 *由 ! *&和 ! *(的定义知

+ %"+ , *我们只要证明 , 是代数"+ 的 "#$%理想，即证
（!）!（,）#"+ ! , ( , !"+；
（&）"（,）% )；
（(）)（,）# , *
由引理 & *&，"将所有生成元作用到 ) *由引理 & **，我们只须对生成元 - (

#$，- "
#$（ # $ $且（ #，$）

% )）验证（!）和（(）*当（ #，$）% )时，由（+(）和（+*）知 .#&$ % &$.#，.$&# % &#.$，/#&$ %
&$/#，/$&# % &#/$ * 于是我们容易得到下面的式子：

!（ - (
#$）% -(

#$ ! ! ( &#&$ ! - (
#$，

!（ - "
#$）% -"

#$ ! &"!
# &"!

$ ( !! - "
#$，

)（ - (
#$）% " &"!

# &"!
$ - (

#$，

)（ - "
#$）% " -"

#$&#&$ *
这些式子说明（!）和（(）成立 ’

" "! 的三角分解
以下我们记#是所有有限单根序列的集合（包括"）*设 0 是实向量空间，有一组基

｛12 2 %#｝*设 2 %（ 2!，⋯，23），45 %（ 4#）#% 5 是一组非零实数 *我们定义"+ 在0 上的作用
.#·12 % 1（ #，2），

&#·12 % 4#6（ #，,-（ 2））12，

/#·12 % &
!’ 7’ 3，27 % #
（ 4 "!

# 6 "（ #，$7）" 4#6（ #，$7））1（ 2!，⋯，27"!，27(!，⋯，23）
*

其中，$7 % &
3

’ % 7(!
2’ * 以下引理的证明是显然的 ’

引理 # 0 在以上定义的作用下成为"+8 模，记作 0（ 45）*
由定义可知"+) 及 +) 均是交换代数，且均由｛&$$% 9!5｝线性张成；"+(，"+" 分别由

｛.2 2 %#｝和｛/2 2 %# ｝线性张成 *进一步，我们有
引理 $ ｛.2 2 %# ｝，｛&$$% 9!5｝和｛/2 2 %# ｝分别是"+(，"+)和"+" 的基 *
证明 考虑｛.2 2%# ｝在"+8 模0（ 45）上的作用 *由定义，.2·1" % 12 *显然这一式

子说明｛.2 2%#｝是线性无关的；由引理!，｛/2 2%#｝也线性无关；从而分别是"+(和"+"

的基 *
下面我们来证明｛&$$% 9!5 ｝线性无关 *设有一组实数｛:$$% 9!5 ｝（至多有限个不为

)）使得&
$%9!5

:$&$ % ) *用此式作用 1"得

) % &
$%9!5

:$&$·1" % &
$%9!5

:$4$51"*
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其中! !!
"
!""，#!$ !"

"
#!"" %由于 &!是非 !向量，所以!

!#’!$
(!#!$ ! ! %此式的左边（通分后）可

以看成是关于有限多个 #"的多项式，而任意一组非!实数（ #"）"都是它的根 %这说明此多项式
只能是零多项式，从而 (! ! !，$!# ’!$ %这就证明了｛)!!# ’!$｝是线性无关的 "
记%*（或 *）中由｛+"，)"，),#

" " # $ ｝生成的子代数为 %*&!（或 *&!）；由

｛-"，)"，),#
" " # $ ｝生成的子代数为%*’!（或 *’!）%我们有下面向量空间的同构：

引理 ! %*&!(%*!)%*.，%*’!(%*, )%*! %
证明 我们只要证明前一个同构，再由引理 #即得后者 "由定义关系（$%）便知%*&! 由

形如 )!+/ 的元素线性张成 "所以乘法映射
%*!)%*.*%*&!，)!) +/ * )!+/

是满的线性映射 "还要证明以上映射是单的 "这只须证明 )!+/（!# ’!$，/#"）是线性无关
的 %
设有一组实数 #!，/ 使得 !

!#’!$，/#"
#!，/)!+/ ! ! % 由分次性，我们有

!
##0"! $

!
&’（ /）!#，!#’!$

#!，/)!+/ ! ! %

于是，对$## 0"! $ 有

!
&’（ /）!#，!#’!$

#!，/)!+/ ! ! %

由引理 (中"的定义，我们容易得到

$（+/）! +/ ) # .（⋯）. )&’（ /）) +/ %
其中，（⋯）是次数不为（&’（ /），!）和（!，&’（ /））的项 "于是我们有

! ! $ !
&’（ /）!#，!#’!$

#!，/)!+( )/ !

!
&’（ /）!#，!#’!$

#!，/（)!) )!）（+/ ) # .（⋯）. )#) +/）!

!
&’（ /）!#，!#’!$

#!，/（)!+/ ) )! .（⋯）. )（#.!）) )!+/）%

考虑上式中次数为（!，#）的项，我们得到

!
&’（ /）!#，!#’!$

#!，/)（#.!）) )!+/ ! !
!#’!$

)（#.!）) !
&’（ /）!#

#!，/)!+( )/ ! ! %

由引理 )，)（#.!）（!# ’!$）线性无关，从而对任意的!# ’!$，!
&’（ /）!#

#!，/)!+/ ! ! %由于 )!可

逆，所以!
&’（ /）!#

#!，/+/ ! ! %再由引理 )即知对任意的 /#"，!# ’!$，#!，/ ! ! %从而 )!+/（!#

’!$，/ #"）是线性无关的 "
现在我们给出%* 的三角分解，同时可以看到｛-1)!+2 1，2 #"，!# ’!$｝是%* 的一

组基 "
命题 " 下面的乘法映射

%*, )%*!)%*.*%*，3#) 3() 3%* 3#3(3%

%*. )%*!)%*,*%*，3#) 3() 3%* 3#3(3%

是向量空间的同构 "
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证明 我们只须证明前一个同构，再由引理 !即得后一个同构 "类似引理 #的说明，我
们只须证明｛!"#!$% "，% !"，! ! &!’｝是线性无关的 ( 设有一组实数 )"，!，% 使得

"
"，%!"，!!&!’

)"，!，%!"#!$% * $ (由#+ 的分次性，我们可以将上式改写成对任意#! &!’

"
!!&!’，%&（ %）,%&（"）*#

)"，!，%!"#!$% * $ ( （!）

由引理 ’中!的定义，我们容易得到

!（$%）* $% $ ! -（⋯）- #%&（ %）$ $%，

!（!"）* !" $ #,!
%&（"）-（⋯）- ! $ !" (

于是我们有

$ * ! "
!!&’，%&（ %）,%&（"）*#

)"，!，%!"#!$( )% *

"
!!&!’，%&（ %）,%&（"）*#

)"，!，%（!" $ #,!
%&（"）-（⋯）- !$ !"）·

（#!$ #!）（$% $ ! -（⋯）- #%&（ %）$ $%）(
在单根集 ’上规定一个排序，则我们可以按字典序给."$ ’定义一个全序% (考虑出现在等式
（!）的非零项的下标中的所有有限单根序列的集合"/ (在全序%下，我们可以在"/中取到
两个子集"$和"!，满足如果 " !"$，则 %&（"）* , ()*!" 极大；如果 % !"!，则 ()*$% *
%&（%）极大 (注意在"$（或"!）里的使得 %&（"）（或 %&（%））极大的单根序列 "（或 %）可能不
止一个 (若 %&（%）, %&（"）*#，则 "!"$当且仅当 %!"! (注意到上面式子中次数为（$，

%）*（极大，极小）的项必须是 $ ( 于是我们得到

"
!!&!’，"!"$，%!"!

)"，!，%#!$% $ !"#! * $ (

由引理 #，!"#!（" !"$，!! &!’）是线性无关的，所以对任意!! &!’，" !"$有

"
%!"!

)"，!，%#!$% * $ (

再由引理 #即得对任意!! &!’，" !"$，% !"!，)"，!，% * $ (
重复以上过程我们得到 )"，!，% * $对任意的!! &!’，"，% !" (

! !的三角分解
设（0，&，’，1）是一个 +,-.代数，我们可以考虑它的伴随表示 "对任意 "，% ! 0，设

&（"）* "
2
"2 $ "/2，定义

/(（"）（%）* "
2
"2%1（"/2）(

特别地，考虑 0 *#+ (则对任意 3 ! ’，4 !#+ 有
/(（$3）4 * $34 , #34#,!

3 $3，

/(（!3）4 *（!34 , 4!3）#3，

/(（#3）4 * #34#,!
3 (

由最后一个式子即有对&!! &!’
/(（#!）4 * #!4#

,!
! (
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引理 ! 设 ! ! "#$，% " ! &记 # ’ ! ( )!%，则

"#（*#
!）（*%）’ +,

!%，"#（-#
!）（-%.%）’ +(

!%.%.#
! &

引理 " 设 ! ! "#$，% " ! &则对任意 / ! "
［-/，+,

!%］’ $，［*/，+(
!%］’ $ &

证明 我们只要证前一式，再由引理 ! %&即得后一式 %当 /" !，%时，由（’(）有［-/，*!］

’ $ ’［-/，*%］，从而［-/，+,
!%］’ $ &当 0 ’ ! 或 % 时，见参考文献［&］%

记 1,（或 1(）为所有 +,
!%，2 ,

!%（或 +(
!%，2 (

!%）在#3,（或#3(）中生成的双边理想 %
引理 # 所有的 +,

!%，2 ,
!%（或 +(

!%，2 (
!%）在#3 中生成的双边理想是#3( $#3$$ 1,（或 1( $

#3$$#3,）在命题 (定义的乘法映射下的象 %
证明 我们只须证前一种情况；后一种情况再由引理 !即得 %记#3( $#3$$ 1, 在乘法

映射下的象为 4 &显然 4 包含在引理中的理想里；而它包含此理想的所有生成元，因此我们
只要证 4是双边理想 &作为向量空间，4由所有形如 ++,

!%*5和 +2,
!%*5的元素线性张成 &显然 4

是#3 的左理想 &要证 4是右理想只须验证#3 的生成元右乘保持 4不变 &设 /! "，!! 6!"则
有

++,
!%*5*/ ’ ++,

!%*（ 5，/），++,
!%*5.! ’ 7(（!，)*（ 5）, #! , %）+.!+

,
!%*5，

+2,
!%*5*/ ’ +2 ,

!%*（ 5，/），+2,
!%*5.! ’ 7(（!，)*（ 5）, ! , %）+.!2

,
!%*5 &

这里 # ’ ! ( )!% &以上说明 4 在#3%$的右乘下不变 %注意到

++,
!%*5-/ ’ +-/+ ,

!%*5 ( +［-/，+,
!%］*5 ( ++,

!%［-/，*5］&
由引理 +上式右边的第二项为 $；由（’(）［-/，*5］!#3%$，这证明了 ++,

!%*5-/ ! 4 & 最后注
意到

+2,
!%*5-/ ’ +2,

!%［*5，-/］, +2,
!%-/*5 ’ +2,

!%［*5，-/］, +-/2 ,
!%*5 &

类似前面的说明，+2,
!%*5-/ ! 4 &以上证明了 4 是右理想 %

定理 （"）乘法映射
3( $ 3$$ 3,& 3，+!$ +($ +&& +!+(+&

是向量空间的同构 %
（,）代数 3, 由｛*! ! ! " ｝生成且其定义关系恰是（’-）和（’.）%
（/）代数 3( 由｛-! ! ! " ｝生成且其定义关系恰是（’0）和（’+）%
（#）｛.!!! 6!" ｝是 3$的一组基 %
证明 设"：#3 & 3 是自然满同态，其核为 1 &则 1 是由所有 +,

!%，+(
!% 和 2 ,

!%，2 (
!% 生成的理

想 &由引理 1，1 是（#3( $#3$$ 1, , 1( $#3$$#3,）在乘法映射下的象 &于是 1 ’#3$为

（#3( $#3$$ 1, , 1( $#3$$#3,）’ 8" $#3$$ 8" ’ $
在乘法映射下的象，所以是 $ %这样"诱导出同构#3$ 9&3$ & 由引理 -即得（#）%
由引理 1，1 ’#3, 是

（#3( $#3$$ 1, , 1( $#3$$#3,）’ 8" $ 8" $#3, ’ 8" $ 8" $ 1,

在乘法映射下的象，即是 1, &于是"诱导出同构#3, 1, 9&3,，此即（,）%至于（/），可同样证
明 %特别地，我们得到同构#3( 1( 9&3( &
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注意到

（!!" "!!!"!!#）（!!" "!!!" $# # $" "!!!"!!#）

同构于（!!" $"）"!!!"（!!# $#），从而命题 " # $中定义的乘法映射诱导以下向量空间
同构：

（!!" $"）"!!!"（!!# $#）%#!! $，（&% # $"）" &&"（&" # $#）# &%&&&" # $ ’
由（’）、（(）、（)）即得（*）#
类似于引理 +和命题 %，我们还有以下的向量空间同构：

!# " !!" !" %#!，

!!" !# %#!$!，!" " !! %#!%! ’

致谢：作者感谢章璞教授的悉心指导和对原稿的仔细修改 #并感谢冯克勤教授的帮助和鼓
励 #
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