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Why nonlinear fluctuations (non‐Gaussianities)?

1. They exist (gravity is nonlinear)

2. They tell “which inflation model”

3. They tell “what additional” happened

4. They turn inflation into a particle collider 

5. They tell evolution history of primordial universe
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The in‐in formalism

Particle collider physics: in‐out formalism

The case of cosmological correlation functions:

‐ Initial states not prepared

‐ Final states not infinite future

So, the quick answer:
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The in‐in formalism

Derive the formalism: Step 1: Split the Hamilton into BG and perturbation parts. 

Given Hamiltonian 

(Formally ܷ ൌ ݁ି௜	ு෩ሺఛିఛబሻ)
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The in‐in formalism

Step 2: Further split the perturbation Hamiltonian into free and interacting.

Define interaction picture fields ߜ߶௔ூ , such that

where ܷ଴ is related to ܪ଴ (similar to ܷ and ܪ෩) by

Together with 

we can get
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The in‐in formalism

Step 3: Features and solutions of ܨ ≡ ܷ଴ିଵܷ:

‐ ܨ relates Heisenberg picture fields and interaction picture fields:

‐ has mild time dependence, thus can be expanded & solved order‐by‐order	ܨ
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The in‐in formalism

Step 4: the time evolution of the vacuum: Problem:

we need to work with the interacting vacuum |Ωۧ, 

but only know the free vacuum |0ۧ

Issues: Do we have the true infinite past? (See non‐BD section)
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The in‐in formalism

The result:

(up to ߳‐dependent terms, which will eventually cancel)
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The in‐in formalism

Faces of the in‐in formalism

Factorized form:

1st order:

2nd order:

Euclidean factorized form:

Commutator form:

Mixed form:
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The in‐in formalism

More faces: Two copies of fields (more helpful for formal problems)
(See, e.g. 0707.0842 by van der Meulen & Smit, 1010.4565 by Leblond & Pajer)

Pairs of variations w.r.t.  ܬା and  ିܬ defines four Green’s functions:
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Single field slow roll

Minimal inflation: Minimal non‐Gaussianity (Maldacena 2002)

Steps of calculation:

1. Calculate the gravitational 3rd order Lagrangian

(Need 3pt of ߞ because it is conserved nonlinearly)

Method 1: ߜ߶‐gauge + gauge transformation

Method 2: ߞ‐gauge directly (lots of integration‐by‐parts to do)

2. Redefine fields (i.e. apply EoM) to simplify the Lagrangian

3. Transform to the 3rd order Hamiltonian

4. Use in‐in formalism to calculate 3‐point correlation function

5. Extract non‐Gaussianity from 3pt
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Single field slow roll

The 3rd order gravitational Lagrangian (ߞ‐gauge)

1. Expand the gravitational action

2. Solve the constraints ܰ and  ௜ܰ

To calculate ݊‐th order Lagrangian (݊ ൒ 3), 

need to solve constraint to (݊‐2)‐th order

(last two orders vanish due to first two orders constraint eqs)

Thus for 3rd order Lagrangian, we still only need linear constraints

3. Insert the constraints back

4. Integration by parts
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Single field slow roll

Before inserting the constraints:
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Single field slow roll

After inserting the constraints & integration by parts:

The terms proportional to EoM motivate us to redefine the fields:

Then the ݂ሺߞሻ term is eliminated in ܵଷ
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Single field slow roll

After inserting the constraints & integration by parts:

The inflaton self‐interaction:

ܱሺ߳ଶሻ

About 100 times weaker!
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Single field slow roll

From action to Hamiltonian:

Steps:

1. Write down full Lagrangian up to 3th order (or n‐th needed)

2. Transform to the full Hamiltonian up to same order

Note: Π ൌ డ௅
డథሶ

is defined nonlinearly (precise up to n‐1 order)

3. Split ࣢ሺ߶,Πሻ into free and interaction parts

4. Change into interaction picture ࣢ ൌ ࣢଴ ߶ூ, Πூ ൅ ࣢୧୬୲ ߶ூ, Πூ
Note: the time dependence of ߶ூ & Πூ follow from	࣢଴ instead of ࣢

5. Define ߶ሶ ூ ൌ
డ࣢బ
డஈ಺

and use ߶ሶ ூ	to replace Πூ
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Single field slow roll

From action to Hamiltonian:

Result: 

For 3rd order: ࣢ଷ ൌ െࣦଷ
For 2nd order or 4th order, with derivative coupling: may be different



In‐in Minimal EFT Multi‐F QSFI Soft Limits Non‐BD Precision Era

Single field slow roll

The in‐in‐calculated 3pt:
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Local Non‐Gaussianity

The dominate part of minimal non‐G: local non‐Gaussianity

Minimal non‐G:  ே݂௅	~	ܱ ߟ 	~	ܱሺ0.01ሻ

Planck (2015):  ே݂௅ ൌ 0.8 േ 5.0

Future:  Δ ே݂௅~0.5 at LSS. 

In principle & distant future: 10ିସ for 21cm, CMB distortion
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Beyond the minimal non‐G

Examples of generalizations:

‐ Generalized Lagrangian (K, DBI, Galileons, … ‐> EFT)

‐ Generalized initial conditions (non‐BD)

‐ Generalized  slow roll conditions (ultra‐slow‐roll)

‐ Adding additional light fields

‐ Adding additional heavy fields
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Effective Field Theory

Generalizing the Lagrangian:

rule of game: 

ghost free: plus sign in front of  ሶ߶ߜ ଶ

no kinetic instability: ܿ௦ଶ ൐ 0 (or slow roll suppressed instability)

no tachyonic instability: ݉ଶ ൐ 0 (or slow roll suppressed instability)

Example of generalized Lagrangian:

ࣦ ൌ ܲሺܺ, ߶ሻ, where ܺ ൌ െଵ
ଶ
݃ఓఔ ఓ߲߶߲ఔ߶

A more general form:
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Multi‐field inflation
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Multi‐field: Curvaton
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Multi‐field: Curvaton

Non‐Gaussianity of the curvaton scenario:

In general, non‐G can be large because

‐ Curvature perturbation from subdominant component

(larger fluctuations are more easily non‐linear)

‐ No slow roll constraints at decay of curvaton (no ߳ suppression)
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Multi‐field: Curvaton

Putting in some numbers: Assuming only mass term for curvaton

ݎ ൌ ଷఘ഑
ଷఘ഑ାସఘೝ

,	 ே݂௅ ൌ
ହ
ସ௥
െ ହ

ଷ
െ ଺௥

ହ
(typically >O(1))
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Multi‐field: Curvaton

Putting in some numbers: Assuming only mass term for curvaton

ݎ ൌ ଷఘ഑
ଷఘ഑ାସఘೝ

,	 ே݂௅ ൌ
ହ
ସ௥
െ ହ

ଷ
െ ଺௥

ହ
(typically >O(1))

Super‐horizon → local non‐Gaussianity

(quite general for multi‐field inflation)
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Multi‐field: Modulated reheating
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Multi‐field: Multi‐brid inflation
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Multi‐field: Multi‐stream inflation
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Quasi‐Single Field Inflation (QSFI) 

Single field vs multi‐field: how to define them?

In general, ܯ ൏ ܪߟ (inflaton mass) In general, ܯ ≫ ܪ

Can integrate out → single field EFT
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Quasi‐Single Field Inflation (QSFI) 

Gap between single field and multi‐field:

BG: like single field; Pert: like multi‐field



A toy model of QSFI

(more in Lecture 4)
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Quasi‐Single Field Inflation (QSFI) 

A toy model and rough features of QSFI
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Quasi‐Single Field Inflation (QSFI) 

A toy model and rough features of QSFI
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Quasi‐Single Field Inflation (QSFI) 
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Soft limits of non‐G

3pt with one soft external momentum = scale dependence of 2pt

(assuming single field single mode: change of field = change of background)

Soft limit of external momenta: Maldacena’s consistency relation
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Soft limits of non‐G

Soft limit of external momenta: Maldacena’s consistency relation

To make it explicit:

This is indeed satisfied by single field slow roll inflation.

What about curvaton?
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Soft limits of non‐G

Soft limit of external momenta: Maldacena’s consistency relation

Examples when it breaks down:

‐ Multi‐field inflation

‐ Ultra‐slow‐roll (kinetic term drive inflation for a few e‐folds)

‐ Initial correlation in the UV (?)



In‐in Minimal EFT Multi‐F QSFI Soft Limits Non‐BD Precision Era

Soft limits of non‐G

Soft limit of internal momenta: Suyama‐Yamaguchi’s relation

At an initial time (sub‐Hubble):

For general time:
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Soft limits of non‐G

Soft limit of internal momenta: Suyama‐Yamaguchi’s relation

For single field:

In general:

One can also use ܰߜ‐formalism (when it is applicable) to derive 

this relation from Cauchy Schwarz inequality.
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Non‐G and Non‐Non‐G from Non‐BD

What if the fluctuations do not start from a vacuum state?

Shape:
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Non‐G and Non‐Non‐G from Non‐BD

Why is there a “folded divergence”?

Non‐vacuum → unstable → decay via interaction

Unitarity:

~	୤୤ୣܥ expሾ	െΓ	 ே݂௅ଶ 	 ݇߬ ௡	ሿ , 

where n depends on dimensionality of interaction

e.g. ݊ ൌ 5 for ߞሶଷ interaction

Hongliang Jiang, YW 1507.05193; Hongliang Jiang, YW, Siyi Zhou 1512.07538
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Non‐G and Non‐Non‐G from Non‐BD

Small non‐G is not always “bad”:

At least it enables us to probe a few more e‐folds of inflation.
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The Precision Era of non‐G

(The following is my personal view point, may be biased)
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The Precision Era of non‐G

Non‐G is becoming not‐so‐popular since 2013
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The Precision Era of non‐G

COBE
(1990s)

∆ ே݂௅~2000

WMAP
1yr (2003)
∆ ே݂௅~100
7yr (2010)
∆ ே݂௅~20

Planck
(2013)
∆ ே݂௅~5

LSS
∆ ே݂௅~	0.5

21cm:
∆ ே݂௅~	10ିଷ

CMB distortion:
∆ ே݂௅~	10ିଷ
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The Precision Era of non‐G

In ~ 5‐10 years Δ ே݂௅~0.5 (e.g. SPHEREx)

(And Δ ே݂௅~10ିଷ in the very distant future.)

What is the implication if | ே݂௅| ൏ 1?
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The Precision Era of non‐G

In ~ 5‐10 years Δ ே݂௅~0.5 (e.g. SPHEREx)

(And Δ ே݂௅~10ିଷ in the very distant future.)

What is the implication if | ே݂௅| ൏ 1?

‐ Local: Curvaton will be very unlikely.

‐ Equilateral: ܿ௦~1, up to small corrections.

What is the motivation for future study?
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The Precision Era of non‐G

History of particle physics experiments:

‐ Early stage: studying external particle

‐ α particle scattering

‐ μ from cosmic rays 

‐ deep inelastic scattering

‐ …

‐ Nowadays: study internal particle

‐ Higgs‐ BSM ‐ …
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The Precision Era of non‐G

Era Pre‐Planck Post‐Planck

Observable CMB LSS

NonG size ே݂௅ > O(1) ே݂௅ < O(1)

Physics Curvaton, DBI, … Massive states

Interest External particles Internal particles

Goal Which inflation model What particle physics

Toolkit In‐in formalism + EdS,  ଵܱଶ, nEFT, … 



In‐in Minimal EFT Multi‐F QSFI Soft Limits Non‐BD Precision Era

Summary of This Lecture

General methods:

in‐in (see also ܰߜ)

Many kinds of non‐G:

‐ Minimal

‐ EFT

‐ Multi‐F

‐ QSFI

‐ Non‐BD

Features:

‐ Maldacena’s consistency relation

‐ Suyama‐Yamaguchi relation

A precision era of non‐G ahead!

Thank you 


