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摘要 本文首先回顾数域 K 的 Abel p-分歧理论特别是其 Tp-群,并给出一般 Cohen-Lenstra猜想的

架构. 对于全体实 (虚) 二次域及其几类子族, 本文提出 Tp(K) 的分布满足新的 Cohen-Lenstra 猜想.

后者解释了 Shanks等 (1999)对于 2-进 L函数特殊值的分布猜测,并给出基本单位迹的分布猜想.本

文给出理论结果和计算数据来支持这些猜想.

关键词 Cohen-Lenstra 猜想 二次域 Abel p- 分歧群 类群 基本单位

MSC (2020) 主题分类 11R45, 11R11, 11R37

1 引言

设 p 是素数. 对于数域 K, 令 M = M(K, p) 是 K 的极大 p- 分歧 Abel 射影 -p 扩张. 由类域论

可知 Gal(M/K) 是有限生成 Zp- 模, 它的秩是 r2(K) + δp(K) + 1, 其中 r2(K) 是 K 的复素位的个数

而 δp(K) > 0 是 K 在 p 处的 Leopoldt 缺陷. Leopoldt 猜想即为 δp(K) = 0 对于所有 p 和 K 成立,

它在 K/Q 是 Abel 扩张情形时已经得到证明. 我们称 Gal(M/K) 的 Zp- 扭子群为 K 的 Tp- 群, 记为

Tp(K). 这是一个有限 Abel p 群. 对于 Gal(M/K) 和 Tp(K) 的研究, 即所谓的 Abel p- 分歧理论, 吸引

了很多研究者的注意 (参见文献 [1, 2]).

在此前的研究中 (如文献 [3]), 人们着重研究 p- 有理情形, 即 Tp- 群平凡情形. 特别地, Pitoun

和 Varescon [4] 发展了一套算法计算 Tp- 群并研究 p- 有理二次域的比例. 他们发现所获得的数据与

Cohen-Lenstra猜想很吻合:对于 5 6 p 6 47,在所有二次域 Q(
√
d) (其中 d无平方因子且 0 < d 6 109)

中, Tp- 群平凡的二次域的比值大约是
∏∞
i=1(1− p−i). 在文献 [4] 中, 作者还言及考虑了 Tp- 群的群结

构分布, 但我们并没有在该文献中或者之后文献中发现他们在这方面的任何继续研究.

本文对于所有实或者是虚的二次域的 Tp- 群, 提出 Cohen-Lenstra 猜想 (见猜想 4.1). 具体地, 我

们猜想对于 p > 5, 实二次域 (或者虚二次域) 的 Tp- 群对于权重函数 ω0 (或者 ω1) 是均匀分布的.
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Pitoun 和 Varescon 的观测结果是我们猜想的一个特殊情形. 对于坏的素数 p = 2, 3, 我们需要将 Tp
用 pTp 代替, 如同类群情形的局部 Cohen-Lenstra 猜想. 更进一步地, 在坏素数 p = 2 的情形, 我们给

出了虚二次域的 T2- 群的 4- 秩密度分布公式, 这对于我们的猜想是极大佐证.

在 Shanks 等 [5] 工作的启发下, 对于一些特殊的实或者虚二次域子族, 我们给出扩展的 Cohen-

Lenstra 猜想. 下面描述 Shanks 等在这方面的工作.

对于无平方因子的正整数 m, 令 χm 是 Q(
√
m) 对应的 Dirichlet 特征, L2(s, χm) 是对应的 2- 进

L- 函数. 在文献 [5] 中, 在 Q(
√
−m) 的分圆 Z2- 扩张的岩泽 λ 常数等于 1 的情形, Shanks 等研究了

特殊值 L2(0, χm) 和 L2(1, χm) 的 2- 进表现. 他们给出如下猜想 (参见文献 [5, 第 1253 页]):

猜想 1.1 对于整数 k > 0,

lim
X→∞

#{l 为素数 : l 6 X, l ≡ 9 (mod 16) 且 ν2(L2(0, χl)) = k + 2}
#{l 为素数 : l 6 X 且 l ≡ 9 (mod 16)}

=
1

2k+1
, (1.1)

lim
X→∞

#{l为素数 : l 6 X, l ≡ 9 (mod 16) 且 ν2(L2(1, χl)) = k + 2}
#{l 为素数 : l 6 X 且 l ≡ 9 (mod 16)}

=
1

2k+1
, (1.2)

这里 ν2 是正则加性 2- 进赋值, 即 ν2(2) = 1.

对于其他的一些实二次域子族,如 {Q(
√
2l)}l≡9 (mod 16)、{Q(

√
6l)}l≡3 (mod 8)和 {Q(

√
5l)}l≡5 (mod 8)

等, 他们也发现类似的现象. 我们将证明这个猜想在 k = 0 和 k = 1 情形是正确的.

等式 (1.1) 可以用类群的语言来描述. 设 h(−m) 是 Q(
√
−m) 的类数, χ−4 是模 4 的非平凡

Dirichlet 特征. 若 Q(
√
−m) 既非 Q(

√
−1) 也非 Q(

√
−3), 则

L2(0, χm) = (1− χmχ−4(2))h(−m).

因此 (1.1) 即是说, 在同余类 9 (mod 16) 的素数中, 满足 Q(
√
−l) 的 2- 类群同构于 Z/2k+2Z 的素数 l

的密度是 1/#Aut(Z/2k+2Z) = 1/2k+1. 正如文献 [5, 第 1253 页] 所指出, 这可以认为是关于类群的一

个扩展的 Cohen-Lenstra 猜想.

我们说明 (1.2) 可以认为是关于 T2- 群的扩展 Cohen-Lenstra 猜想. 简记 Tp(Q(
√
m)) 为 Tp(m).

Coates [6] 证明了联系 |Tp(m)| 与 Lp(1, χm) 的下述公式:

|Tp(m)| = (p- 进单位) · p
2[Q(

√
m) ∩Qp,cyc : Q] · Lp(1, χm)

2(p− χm(p)) ·
∏

p | pNp
, (1.3)

这里 Qp,cyc 是 Q 的分圆 Zp- 扩张, 乘积过 Q(
√
m) 中所有位于 p 上的素理想, N 是 Q(

√
m) 到 Q 的

范映射. 对于素数 l ≡ 9 (mod 16), 不难证明 T2(l) 是循环群 (参见命题 2.2). 那么 (1.2) 可以重新解释

为: 对于 k > 0, 总有

lim
X→∞

#{l 为素数 : l 6 X, l ≡ 9 (mod 16) 且 T2(l) ∼= Z/2k+1Z}
#{l 为素数 : l 6 X, l ≡ 9 (mod 16)}

=
1

2k+1
. (1.4)

我们的新解释的优点是, (1.2) 不能直接推广到奇二次特征情形, 因为此时的 p- 进 L- 函数恒为 0, 但

Tp- 群对于所有虚二次域均有定义. 第 4 节将对二次域一些子族的 T2- 群提出扩展 Cohen-Lenstra 猜

想 (猜想 4.2), (1.4) 是它的特殊情形.

这里给出猜想 4.2 另一个有趣推论. 设 l 是素数, al + bl
√
l 是 Q(

√
l) 的基本单位. 对于 l ≡ 1, 3, 7

(mod 8), 熟知 al ∈ 2Z 且 bl ∈ Z. 更进一步地, 若 l ≡ 3 (mod 8), 则 ν2(al) = 1; 若 l ≡ 7 (mod 16), 则

ν2(al) = 3 (参见文献 [5]). 但对于 i > 4, 并不存在同余条件来刻画素数 l 使得 ν2(al) = i. 基于 Coates

的公式, 猜想 4.2 给出如下关于基本单位的猜想:
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猜想 1.2 对于每个非负整数 k, 下列式子均成立:

lim
X→∞

#{l 为素数 : l 6 X, l ≡ 1 (mod 8), ν2(al) = k + 2}
#{l 为素数 : l 6 X, l ≡ 1 (mod 8)}

=
1

2k+1
, (1.5)

lim
X→∞

#{l 为素数 : l 6 X, l ≡ −1 (mod 8), ν2(al) = k + 3}
#{l 为素数 : l 6 X, l ≡ −1 (mod 8)}

=
1

2k+1
. (1.6)

本文余下内容组织如下. 第 2 节回顾 Tp- 群的基本性质. 第 3 节给出局部 Cohen-Lenstra 猜想的

基本知识, 给出类群情形时局部猜想的描述, 并提出几类二次域子族的 2- 类群的扩展 Cohen-Lenstra

猜想. 第 4 节给出 Tp- 群的 Cohen-Lenstra 猜想并证明一些密度结果来支持我们的猜想. 最后一节给

出猜想的数值依据.

本文将使用如下记号:

(1) p 和 l 都是素数, Zp 是 p- 进整数环, µp 是 p- 次单位根群.

(2) 对于无平方因子整数 m, Cl(m)、Clp(m)、h(m)、Tp(m) 和 tp(m) 分别是二次域 Q(
√
m) 的类

群、p- 类群、类数、Tp- 群和 Tp- 群的阶.

(3) A 是离散赋值环, π 是它的一个素元, k = A/πA 是剩余类域且总假设它是有限域. MA 是有

限 A- 模自同构类集合. 对于有限 A- 模 G, rkkG := dimkG/πG, AutA(G) 是 G 的 A- 自同构群.

(4) 对于 A = Zp, 有限 Abel p- 群 H 的 p- 秩定义为 rkpH := dimFp H/pH, 集合 Vj := {Z/2kZ :

k > j} ⊆ MZ2 .

2 数域的 T p- 群

2.1 T p- 群的研究工作概述

回顾数域 Tp-群的相关结果,这里主要是 Coates [6] 和 Gras [1, 7, 8] 等的工作.对于它的研究是 Abel

p- 分歧理论的一部分, 详情参见文献 [1, 7].

设 K 是数域. 令 M = M(K, p) 是 K 的极大 p- 分歧 Abel 射影 -p 扩张. 由类域论知, Gal(M/K)

是有限生成 Zp- 模, 其秩为 r2(K) + δp(K) + 1, 其中 r2(K) 是 K 的复素位的个数而 δp(K) > 0 是 K

在 p 处的 Leopoldt 缺陷. Leopoldt 猜想即为 δp(K) = 0 对于所有 p 和 K 成立, 它在 K/Q 是 Abel 扩

张情形时已经得到证明. 称 Gal(M/K)的 Zp-扭子群为 K 的 Tp-群,记为 Tp(K). 这是一个有限 Abel

p 群.

Coates 和 Gras 等对于 Tp- 群做了很多详细研究工作. Gras [8] 给出如下猜想:

猜想 2.1 (Gras猜想) 任意数域 K 对于充分大的素数 p都是 p-有理的,即当 p充分大时, Tp(K)

是平凡的.

Coates 在 K 是全实域时, 证明了 Tp(K) 的阶的如下公式 (参见文献 [6], [7, III 2.6.5] 和 [8]), 进而

通过 p- 进类数公式建立了 Tp(K) 与 p- 进 zeta 函数的联系.

定理 2.1 (Coates阶公式) 设 K ̸= Q是全实域.若 Leopoldt猜想对于 (p,K)成立,即 δp(K) = 0,

则有

|Tp(K)| = (p- 进单位) · p · [K ∩Qp,cyc : Q] · h(K) ·Rp(K)√
DK ·

∏
p | pNp

, (2.1)

这里 h(K)是 K 的类数, Rp(K)是 p- 进调整子, DK 是 K 的判别式, Qp,cyc 是 Q的分圆 Zp-扩张,而

乘积过 K 中位于 p 上的所有素理想, N 是 K 到 Q 的范映射.
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更进一步地, 文献 [7, III 2.6.1] 还发现了适用于一般数域的更复杂的阶公式, 本文不需要这个

公式.

Gras 给出了一般数域 Tp- 群的 p- 秩公式. 设 Cl(OK(µp)[
1
p ]) 和 Cl+(OK(µp)[

1
p ]) 分别是 K(µp) 的

p- 整数环 OK(µp)[
1
p ] 的常义和狭义类群. 群 Cl(OK(µp)[

1
p ]) ⊗ Fp 是 Fp[Gal(K(µp)/K)]- 模. 设 ψ 是分

圆同态 Gal(K(µp)/K) → F×
p , Cl(OK(µp)[

1
p ])

ψ 是 Cl(OK(µp)[
1
p ])⊗ Fp 的 ψ- 根子空间.

定理 2.2 (Gras p- 秩公式) 设 g(K) 是 K 中位于 p 之上且在 K(µp) 中完全分裂的素理想个数.

若 K ⊇ µp, 记 ν(K) = 1; 否则记 ν(K) = 0, 则

rkpTp(K) = g(K)− ν(K)− δp(K) +


rkp

(
Cl

(
OK(µp)

[
1

p

])ψ)
, 若 p ̸= 2,

rk2

(
Cl+

(
OK

[
1

2

]))
, 若 p = 2.

(2.2)

2.2 Pitoun-Vareson 定理

基于下面的结果, Pitoun 和 Varescon [4] 发展了一套算法来计算 Tp(K) 并研究 p- 有理的数域的

比值:

定理 2.3 (Pitoun-Varescon) 设 Apn(K)是 K 的模 pn 的射影类群的 p部分. 设 e = maxp | p{ep}
是 p 在 K/Q 上的最大分歧次数. 设 Leopoldt 猜想对于 K 在 p 处成立, 则存在整数

n > 2 + νp(e), w, a1, . . . , ar2(K)+1, b1, . . . , bw

使得

Apn(K) ∼=
w∏
i=1

Z/biZ×
r2(K)+1∏
j=1

Z/ajZ

满足条件 min(νp(aj)) > max(νp(bi)) + 2, 且

Apn+1(K) ∼=
w∏
i=1

Z/biZ×
r2(K)+1∏
j=1

Z/pajZ.

更进一步地, 有

Tp(K) ∼=
w∏
i=1

Z/biZ.

2.3 二次域的 T 2- 群

对于无平方因子整数 m, 记 Tp(m) = Tp(Q(
√
m)). 如引言所述, T2- 群与实二次域基本单位的迹联

系密切.

命题 2.1 设 l ≡ ±1 (mod 8) 是素数, εl = al + bl
√
l 是 Q(

√
l) 的基本单位, 则

ν2(|T2(l)|) = ν2(L2(1, χl))− 1 = ν2(al)− 1.

证明 设 K = Q(
√
l). 此时 2-进调整子 R2(K)等于 log2(εl). 由 2-进类数公式 (参见文献 [9, 定

理 5.24]) 可得

2h(K) log2(εl)√
DK

=

(
1− χl(2)

2

)−1

· L2(1, χl),
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又由于 2 - h(K), 因此有 ν2(L2(1, χl)) = ν2(log2(εl)). 这样第一个等式由定理 2.1 即得. 接下来需要证

明 ν2(log2(εl)) = ν2(al).

若 l ≡ 1 (mod 8), 容易看出 al 和 bl 是整数. 又由于此时 N(εl) = εlε̄l = −1, 即 a2l − lb2l = −1, 因

此 4 | al 且 bl 是奇数. 故 ν2(ε
2
l − 1) = ν2(ε

2
l + εlε̄l) = 1 + ν2(al) > 3. 这说明

ν2(log2(ε
2
l )) = ν2(ε

2
l − 1) = 1 + ν2(al).

若 l ≡ −1 (mod 8), 此时 2 | al 且 bl 是奇数 (参见文献 [10]). 这样有

ν2(ε
4
l − 1) = ν2(ε

4
l − ε2l ε̄l

2) = 2 + ν2(a).

因此对于 l ≡ ±1 (mod 8), 也有 ν2(log2(εl)) = ν2(al).

由 Gras 的 p- 秩公式, 可得二次域 T2- 群的 2- 秩.

命题 2.2 设 m 是有 t 个奇素因子的无平方因子整数, 则

rk2T2(m) =

t, 若 m 的所有奇素因子 ≡ ±1 (mod 8),

t− 1, 若存在 m 的奇素因子 ≡ ±3 (mod 8).

证明 设 S 是 K = Q(
√
m) 中位于 2 上的素理想集合. 记 Cl+(K) 是 K 的狭义理想类群. 由于

Leopoldt 猜想于对二次域成立, 由定理 2.2, 可得

rk2T2(m) = |S| − 1 +

∣∣∣∣ Cl+(K)

2Cl+(K) + ⟨S⟩

∣∣∣∣,
这里 ⟨S⟩ 是 Cl+(K) 中由 S 生成的子群. 考虑正合列

0 −→ ⟨S⟩
2Cl+(K) ∩ ⟨S⟩

−→ Cl+(K)

2Cl+(K)
−→ Cl+(K)

2Cl+(K) + ⟨S⟩
−→ 0.

首先由亏格理论可知, 中间项的 2- 秩是分歧素数的个数 −1. 故第三项的 2- 秩由第一项的 2- 秩给出.

为计算第一项的 2- 秩, 我们使用 Gauss 的一个定理: 理想 a 在 Cl+(K) 中是平方元当且仅当

Na := |OK/a| ∈ N(K×). (证明: ⇒是平凡的. 反过来假设 Na = N(x), x ∈ K. 由于 Na > 0, x全正或

者全负.将 x由 sgn(x)x代替,可以假设 x全正. 由于 H1(Gal(K/Q), IK)平凡,这里 IK 是 K 的分式理

想群, 故 (x)−1a = bσ/b 对于某个 b ∈ IK 成立, 其中 1 ̸= σ ∈ Gal(K/Q). 再由 Cl+(K)
1−σ

= 2Cl+(K)

即得结论.) Gauss 的定理给出

[⟨S⟩ : 2Cl+(K) ∩ ⟨S⟩] =

1, 若 m ≡ 5 (mod 8) 或 2 ∈ N(K×),

2, 其他情形.

这样 2- 秩公式只需对 m 的所有奇素因子 p 讨论 p (mod 8) 即得.

推论 2.1 (1) 若素数 l ≡ ±1 (mod 8), 则 rk2(T2(±l)) = rk2(T2(±2l)) = 1;

(2) 若 m 是无平方因子正整数且 Q(
√
−m) 的分圆岩泽不变量 λ(−m) 等于 1, 则 rk2(T2(m)) = 1.

证明 (1) 由命题 2.2 直接给出.

(2)由木田公式 (参见文献 [5,推论 1])可知, λ(−m) = 1当且仅当m或 m
2 要么是素数 p且 p ≡ ±7

(mod 16), 要么是素数 p 和 q 的乘积 pq 且 p = q ≡ ±3 (mod 8). 故由命题 2.2 即得推论成立.
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3 Cohen-Lenstra 猜想

Cohen-Lenstra猜想,泛而言之,即预测某些自然产生的算术对象序列在某个权重空间中是均匀分

布的,而且算术对象的权重应该反比于它的自同构群的阶. 这方面最初思想源自 Cohen和 Lenstra [11].

他们使用这样类型的猜想来预测虚二次域和素数阶全实域的类群的分布.现在, Cohen-Lenstra猜想已

经被推广到其他新的算术对象, 如椭圆曲线的 Selmer 群和 Shafarevich-Tate 群 (参见文献 [12,13]). 由

于对于 Tp- 群缺乏整体刻画, 我们将着眼于局部版本的 Cohen-Lenstra 猜想.

3.1 局部设定

令 A 是离散赋值环, π 是它的素元. 假设它的剩余类域 k = A/πA 是 q 元有限域. 令MA 是所有

有限 A- 模自同构类的集合, 在直和作为加法意义下, 它是一个含幺半群.

定义 3.1 对于有限 A- 模 G, 记 AutA(G) 为 G 的 A- 自同构群. 对于任意正整数 i, 记

rkπiG := dimk π
i−1G/πiG

是 G 的 πi- 秩.

由主理想整环上有限生成模的结构定理, 可得

G ∼=
∏
i

(A/πiA)ai , ai = 0 对于几乎所有的 i 成立.

此时有

|G| = q
∑

i iai , rkπG =
∑
i

ai. (3.1)

定义 3.2 MA 上的一个权重函数即映射 ω : MA −→ R>0.

例 3.1 对于非负整数 u, 权重函数 ωu 如下定义:

ωu(G) :=
1

|G|u · |AutA(G)|
. (3.2)

对于类群和 Tp- 群的 Cohen-Lenstra 猜想, 我们将着重使用 ω0 和 ω1.

定义 3.3 固定MA 上的权重 ω. MA 的子集合 V 上的复值函数 f 称为关于权重 ω 的 L1- 函

数是指

lim
N→∞

∑
G∈V,
|G|6N

|f(G)|ω(G) <∞

成立. 对于这样的 f , 它的 ω- 加权均值定义为

M(f, V, ω) := lim
N→∞

∑
G∈V,|G|6N f(G)ω(G)∑

G∈V,|G|6N ω(G)
.

例 3.2 特征函数 1V 是 V 上关于权重 ωu 的 L1- 函数. 由命题 3.1(2) 可知∑
G∈V

ωu(G) 6
∑

G∈MA

ωu(G)

总是有限值.
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命题 3.1 设Mr 和M0 分别是MA 中秩为 r 的模和非平凡模构成的同构类构成的子集合. 定

义 η0(q) = 1 且对于 i > 1,

ηi(q) = ηi−1(q)(1− q−i) =
i∏

j=1

(1− q−j),

则极限 η∞(q) = limi→∞ ηi(q) 收敛且有

(1)

M(1Mr ,MA, ωu) =
η∞(q)

qr(r+u)ηr(q)ηr+u(q)
;

(2) ∑
G∈MA

ωu(G) =
ηu(q)

η∞(q)
且 M(1M0 ,MA, ωu) = 1− η∞(q)

ηu(q)
;

(3) 若 1G 是有限 A- 模 G 的特征函数, 则

M(1G,MA, ωu) =
η∞(q)

ηu(q)
ωu(G).

证明 (1) 参见文献 [11, 定理 6.3]. (2) 和 (3) 由 (1) 立得.

命题 3.2 若 A = Zp, 则MZp 是有限 Abel p- 群的同构类集合.

(1) 对于有限 Abel p- 群 G, 有

M(1G,MZp , ωu) =
η∞(p)

ηu(p)
ωu(G);

(2) 设 Vj = {Z/2kZ : k > j} ⊆ MZ2 , 则对于 k > 0 且 j > 1, 有

M(1Z/2k+jZ, Vj , ω0) =
1

2k+1
.

证明 (1) 是前述命题 (3) 的特殊情形. (2) 由直接计算即得.

定义 3.4 设 ω 是 MA 的权重函数. MA 中的序列 {Mi}i>1 称为关于 (V, ω) 均匀分布是指

V =
∪
{Mi} ⊆ MA 是它的上域, 且等式

lim
n→∞

∑n
i=1 f(Mi)

n
=M(f, V, ω)

对于 V 上所有关于 ω 的 L1 函数 f 均成立.

我们以两个注记来结束本小节.

注 3.1 与 Cohen 和 Lenstra [11] 的原始设定比较而言, 我们的设定有两处不同.

(1) 对于均匀分布的原始设定, Cohen 和 Lenstra 使用的是 “合理的” 函数, 而不是 L1 函数, 但在

他们原始文章中并没有给出 “合理的” 的确切定义. Cohen 和 Lenstra 建议 “合理的” 函数可能包括所

有非负值函数, 但这可能会引起一些收敛性的问题. Friedman 和 Washington 在文献 [14, 注 3] 中建议

“合理的” 函数可能就是所有 L1 函数, Bhargava 等 [12] 的一个想法是所有实值 L1 函数是 “合理的”.

Bartel 和 Lenstra Jr 在最新的文献 [15] 中, 建议考虑满足对于任意 j > 1, f j 都是 L1 函数的 f .

(2) Cohen 和 Lenstra 最开始的猜想是整体性的, 即 A 是 Dedekind 环而不是离散赋值环. 一般而

言,对于权重函数 ωu,局部猜想比整体猜想要弱一些. 对于有限 A-模 G和 A的任意素理想 p, G的 p-

准素部分 G(p)是有限 Ap-模,并且 |G| =
∏

p |G(p)|和 |AutA(G)| =
∏

|AutAp
(G(p))|. 如果 f 是MAp
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上的 ωu 相关的 “合理的”函数, 则可将 f 视为MA 上关于 ωu 的 “合理的”函数 f̃ : G 7→ f(G(p)). 由

文献 [11, 命题 5.7] 知,

M(f̃ ,MA, ωu) =M(f,MAp
, ωu).

因此, 如果序列 {Gi} 在 (MA, ωu) 上均匀分布, 那么 {Gi(p)} 在 (MAp
, ωu) 上也是均匀分布.

注 3.2 对于 Shafarevich-Tate 群的情形 (参见文献 [12, 16]), 上述设定需要做一些变化. 有限

Abel p- 群称为辛 p- 群 (辛 Zp- 模), 是指 G 上具备非退化反对称配对 [·, ·] : G × G → Qp/Zp. 所
有辛 p- 群的同构类 Ms

A (此处同构须保持辛结构) 是一个含幺半群. G 的 u- 权重函数现在定义为

ωsu(G) =
1

|G|u·|Auts(G)| , 这里 Auts(G) 是 G 保持辛结构的自同构群. 这样同样有关于 (V, ωsu) 均匀分布

的概念.

3.2 类群的局部 Cohen-Lenstra 猜想

本小节回顾类群的局部 Cohen-Lenstra 猜想. 设 Fim 是所有虚二次域组成的集合族, 由它们的

判别式的绝对值排序. 对于素数 ℓ, 记 Fre,ℓ 是有理数域的 ℓ- 次循环全实扩张组成的集合族, 由判

别式排序. 特别地, Fre = Fre,2 是全体实二次域构成的集合族. 令 Cl+p (K) 是 K 的狭义类群的 p-

部分. 对于 K ∈ Fre,ℓ, 令 σ 是 Gal(K/Q) 的一个生成元. 狭义类群 Cl+(K) 作为 Z[Gal(K/Q)]-

模, NG := 1 + σ + · · · + σℓ−1 在其上作用平凡, 因此它可以看作 Z[Gal(K/Q)]/(NG)- 模. 注意到

Z[Gal(K/Q)]/(NG) ∼= Z[ζℓ], 其中 σ 7→ ζℓ. 若 p 是 Z[ζℓ] 中位于 p 上的一个素理想, 记 Cl+p (K) 为

Cl+(K) 的 p- 准素部分, 则它是 Z[ζℓ]p- 模, 此处 Z[ζℓ]p 是 Z[ζℓ] 在 p 处的完备化.

猜想 3.1 (Cohen-Lenstra-Gerth III, 局部版本) (1) 虚二次域情形: Zp- 模序列 {2Clp(K)}K∈Fim

关于 (MZp
, ω0) 均匀分布.

(2) 实二次域情形: Zp- 模序列 {2Cl+p (K)}K∈Fre 关于 (MZp , ω1) 均匀分布.

(3) 全实奇素数扩张情形: 设 ℓ 和 p 是奇素数. 设 p 是 Z[ζℓ] 中位于 p 上的一个素理想, 则 Z[ζℓ]p-
模序列 {(1− ζℓ)Cl

+
p (K)}K∈Fre,ℓ

关于 (MZ[ζℓ]p , ω1) 均匀分布.

最初形式的 Cohen-Lenstra猜想是关于狭义类群的与 ℓ互素部分的一个整体性的猜想,对于 ℓ-部

分的改进参见文献 [17]. 当 ℓ是奇数时, Malle [18] 发现了位于 2上的素理想也是坏的,并在 Gerth III [19]

的结果的启发下提出了改进的预测. 接下来, Cohen 和 Martinet [20–22] 将猜想推广到基域是一般数域

的情形. 这里不考虑一般情形,因为需要剔除更多坏的素理想,并作出更多改进. 粗略地,对于基域 K,

实验数据揭示所有满足 p | [K : Q] 或 µp ⊆ K 的素数 p 都是坏的, 而大家普遍相信几乎所有的素数都

是好的.

Park 等 [13] 及 Friedman 和 Washington [14] 在有限域上曲线 Jacobi 簇类似结果的激励下, 使用随

机矩阵理论重新解释了上面猜想的一些情形.

对于类群的局部 Cohen-Lenstra 猜想, 近年来有 3 个突破性的工作. 对于命题 3.1 中的函数 1Mr ,

Fouvry 和 Klüners 证明了下面的结论.

定理 3.1 [23] 对于任意整数 r > 0, 有

lim
X→∞

#{K ∈ Fim, |DK | 6 X, rk2 2Cl2(K) = r}
#{K ∈ Fim, |DK | 6 X}

=
η∞(2)

2r2ηr(2)2
,

lim
X→∞

#{K ∈ Fre, |DK | 6 X, rk2 2Cl+2 (K) = r}
#{K ∈ Fre, |DK | 6 X}

=
η∞(2)

2r(r+1)ηr(2)ηr+1(2)
.

对于任意 G 的特征函数 1G 的加权均值, Smith 和 Koymans-Pagano 分别给出如下结果:
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定理 3.2 [24] 对于任意有限 Abel 2- 群 G, 总有

lim
X→∞

#{K ∈ Fim, |DK | 6 X, 2Cl2(K) ∼= G}
#{K ∈ Fim, |DK | 6 X}

=
η∞(2)

|Aut(G)|
.

注 3.3 (1) 事实上, Smith 得到了关于 2- 类群秩的随机分布结果, 这个定理是自然推论.

(2) 正如 Wood [25] 所言, 由于涉及求和与求极限的次序交换, 单纯从定理 3.2 的叙述不能直接推

导出 Fouvry-Klüners 的定理 3.1.

定理 3.3 [26] 假设广义 Riemann 假设 (GRH) 成立. 设 ℓ 是奇素数, 则对于有限 Zℓ[ζℓ]- 模 G, 有

lim
X→∞

#{K ∈ Fre,ℓ, rad(DK) < X, (1− ζℓ)Cl
+
(1−ζℓ)(K) ∼= G}

#{K ∈ Fre,ℓ, rad(DK) < X}
=

η∞(l)/η1(l)

|G||AutZℓ[ζℓ](G)|
,

这里 rad(DK) 是 DK 的所有素因子的乘积.

3.3 虚二次域 2- 类群的扩展 Cohen-Lenstra 猜想

本小节给出类群在虚二次域子集合族上的扩展猜想. 这些猜想的隐性形式在文献 [5, 27–31] 可以

找到, 特别地, 文献 [5, 第 1253页]将它视为 Cohen-Lenstra猜想的扩展形式. 我们将给出明确的形式,

并在下节对于 Tp- 群提出类比的扩展形式.

首先回忆记号.对于无平方因子整数 m, Cl2(m)、h2(m)和 h(m)分别是 Q(
√
m)的 2-类群、2-类

数和类数. 集合 Vj = {Z/2kZ : k > j} 是MZ2 的子集合. 注意到, 如果 G 是 2- 循环群, G ∈ Vj 即为

|G| > 2j .

由 Gauss 的亏格理论和 Rédei 矩阵理论 (参见文献 [32], 特别是文献 [33], Cl2(−2l) 的证明参见文

献 [34, 定理 4.2]), 我们有下面的命题.

命题 3.3 设 l 是奇素数. Cl2(−l) 和 Cl2(−2l) 均是循环群.

(1) 若 l ≡ 3 (mod 4), 则 h2(−l) = 1; 若 l ≡ 5 (mod 8), 则 h2(−l) = 2; 若 l ≡ 1 (mod 8), 则

h2(−l) > 4. 更进一步地, 若 l ≡ 1 (mod 8), 设 l = 2g2 − h2, 则 h2(−l) = 4 当且仅当 g ≡ 3 (mod 4),

h2(−l) = 8 当且仅当 ( 2hg )( gl )4 = −1.

(2) 若 l ≡ ±3 (mod 8), 则 h2(−2l) = 2; 若 l ≡ ±1 (mod 8), 则 h2(−2l) > 4. 更进一步地,

(i) 若 l ≡ 1 (mod 8), 设 l = u2 − 2v2 且 u ≡ 1 (mod 4), 则 h2(−2l) = 4 当且仅当 u ≡ 5 (mod 8),

h2(−2l) = 8 当且仅当 (ul )4 = −1.

(ii) 若 l ≡ 7 (mod 8), 则 h2(−2l) = 4 当且仅当 l ≡ 7 (mod 16), h2(−2l) = 8 当且仅当 l ≡ 15

(mod 16) 且 (−1)
l+1
16 ( 2uv ) = −1, 这里 (u, v) ∈ Z2

>0 满足条件 l = u2 − 2v2.

猜想 3.2 序列 {Cl2(−l)}l≡1 (mod 8)、{Cl2(−2l)}l≡1 (mod 8)和 {Cl2(−2l)}l≡−1 (mod 8)关于 (V2, ω0)

都是均匀分布.

特别地, 对于非负整数 k, 取特征函数 1Z/2k+2Z, 则有

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 8) 且 Cl2(−l) ∼= Z/2k+2Z}
#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 8)}

=
1

2k+1
, (3.3)

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 8),Cl2(−2l) ∼= Z/2k+2Z}
#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 8)}

=
1

2k+1
, (3.4)

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ −1 (mod 8),Cl2(−2l) ∼= Z/2k+2Z}
#{l 6 X : l ≡ −1 (mod 8)}

=
1

2k+1
. (3.5)
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注 3.4 Milovic [29] 首先猜测等式 (3.3) 成立. 猜想中的 3 个等式在 k = 0 和 k = 1 情形已得

到证明. Stevenhagen [30,31] 的工作说明类群 Cl2(−l) 和 Cl2(−2l) 的 8- 秩只依赖于 l 在对应的监管域

(governing field) 上的分裂情形 (参见定理 3.4 的证明), 这样就得到 k = 0 的情形. 基于文献 [33] 中

Cl2(−l) 和 Cl2(−2l) 的 16- 秩的结果, 文献 [27–29] 证明了 k = 1 的情形.

猜想 3.3 序列 {Cl2(−l)}l≡9 (mod 16) 和 {Cl2(−2l)}l≡9 (mod 16) 关于 (V2, ω0) 是均匀分布.

注 3.5 猜想 3.2和 3.3一起说明序列 {Cl2(−l)}l≡1 (mod 16)和 {Cl2(−2l)}l≡1 (mod 16)关于 (V2, ω0)

也是均匀分布.

取特征函数 1Z/2k+2Z, 猜想 3.3 说明下面两个等式成立:

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16),Cl2(−l) ∼= Z/2k+2Z}
#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16)}

=
1

2k+1
, (3.6)

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16),Cl2(−2l) ∼= Z/2k+2Z}
#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16)}

=
1

2k+1
. (3.7)

根据文献 [27, 29] 的方法, 我们有下面的定理.

定理 3.4 猜想 1.1 中的等式 (1.1) 与 (3.6) 等价. 在 k = 0 和 k = 1 情形, 两等式成立.

证明 等价性如引言所述.

Koymans [27] 证明了 (3.3) 的 k = 1 情形, 即

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 8) 且 8 | h(−l)}
#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 8)}

=
1

4
.

由文献 [31], l ≡ 9 (mod 16) 且 h2(−l) > 8 当且仅当 l 在 Gal(Q(ζ16,
√
1 + i)/Q) 的 Frobenius 限制在

Q(ζ8,
√
1 + i) 上平凡且将 ζ16 映到 −ζ16. 由 Chebatarev 密度定理, k = 0 得证, 即

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16), 8 | h(−l)}
#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16)}

= lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 16), 8 | h(−l)}
#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 16)}

=
1

2
.

如果

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16), 8 ∥h(−l)}
#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16)}

= lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16), 16 |h(−l)}
#{l 6 X : l ≡ 9 (mod 16)}

=
1

4
, (3.8)

则

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 16), 16 |h(−l)}
#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 16)}

= lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 16), 8 ∥h(−l)}
#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 16)}

=
1

4
.

即 k = 1 的情形得证. 因此只需证 (3.8).

令

el =


1, 若 16 | h(−l),

−1, 若 8 ∥h(−l),

0, 若 4 ∥h(−l).

文献 [27] 证明了 ∑
l6X, l≡1 (mod 8)

el ≪
X

exp((logX)0.1)
. (3.9)
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对于所有 Z[ζ8] 中的全正元 w, 如果将文献 [27, 引理 4.1 和 4.2] 中的旋量符号 [w] 由扭曲旋量符号

[w]′ := [w] · λ(w) 代替, 其中若 Nw ≡ 1 (mod 8), 则定义 λ(w) = (−1)
Nw−1

8 , 否则 λ(w) = 1. 按照文献

[27] 中的论证即得 ∑
l6X, l≡1 (mod 8)

(−1)
l−1
8 el ≪

X

exp((logX)0.1)
. (3.10)

因此 ∑
l6X, l≡1 (mod 8)

(el − (−1)
l−1
8 el) = 2

∑
l6X, l≡9 (mod 16)

(116 |h(−l) − 18 ∥h(−l)) ≪
X

exp((logX)0.1)
.

若 X → +∞, 则 logX = o(exp((logX)0.1)), Dirichlet 密度定理告诉我们

#{l 6 X, l ≡ 9 (mod 16), 8 ∥h(−l)} ∼ #{l 6 X, l ≡ 9 (mod 16), 16 | h(−l)} ∼ X

32 logX
.

故 (3.8) 得证.

注 3.6 由同样的方法, Li 和 Xu [34] 证明了如下结果:

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 15 (mod 32) 且 Cl2(−2l) ∼= Z/8Z}
#{l 6 X : l ≡ 15 (mod 32)}

= lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 31 (mod 32) 且 Cl2(−2l) ∼= Z/8Z}
#{l 6 X : l ≡ 31 (mod 32)}

=
1

2
.

4 二次域 T - 群分布的 Cohen-Lenstra 猜想

本节将对虚二次域族和实二次域族的 Tp- 群分布提出 Cohen-Lenstra 猜想. 对于二次域族的一些

子集族, 我们对于它们的 T2- 群分布提出扩展 Cohen-Lenstra 猜想. 我们还给出这些猜想的一些理论

依据.

猜想 4.1 (Tp- 群分布的 Cohen-Lenstra 猜想) 设 p 是素数.

(1) 虚二次域情形: Zp- 模序列 {6Tp(K)}K∈Fim 关于 (MZp , ω1) 均匀分布;

(2) 实二次域情形: Zp- 模序列 {6Tp(K)}K∈Fre 关于 (MZp , ω0) 均匀分布.

特别地, 对于有限 Abel p- 群 G, 有

lim
X→∞

#{K ∈ Fim | −DK 6 X, 6Tp(K) ∼= G}
#{K ∈ Fim : −DF 6 X}

=
η∞(p)/η1(p)

#G ·#Aut(G)
, (4.1)

lim
X→∞

#{K ∈ Kre | DF 6 X, 6Tp(K) ∼= G}
#{K ∈ Kre : DK 6 X}

=
η∞(p)

#Aut(G)
. (4.2)

注 4.1 注意到这里的权重函数与类群的权重函数恰好相反. 实际上, 如文献 [11, 第 8 节] 所说,

对于二次域的类群, 权重函数 ωu 中出现的 u 恰好是单位群的 Z- 秩. 根据 Gras 秩公式, Tp- 群与
Cl(OK(µp)[1/p])

ψ 关联, 因此我们的 u 应该是 (OK(µp)[1/p])
× 的 ψ 部分的 p- 秩. 对于二次域 K 且

p > 3, 根据文献 [35, 命题 8.1], 可得

u(K, p) := rkp((OK(µp)[1/p])
×)ψ =

0, 若 K 是实二次域,

1, 若 K 是虚二次域.
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这恰好与我们的数据一致.

对于这个猜想, 我们有几点说明:

(1) 对于 p > 5, 第 5 节关于 p = 5 和 p = 7 的数据以及 Pitoun 和 Varescon [4] 给出的数据都与猜

想很吻合.

(2)对于 p = 2和 p = 3 的情形, 在界是 5× 107 时, 2T2(K)与 3T3(K)的分布其实不是很理想, 但

这与 2-类群分布的 Cohen-Lenstra猜想出现的情形一样,是可以预见的: 我们能够计算的界尚不够高,

还不能展现收敛情形. 至于更高的界, 需要更强的计算机. 我们的信心, 首先来自于 Smith [24] 关于 2-

类群的工作 (定理 3.2). 其次,我们收集的数据表明,对于 p = 2或者 p = 3,满足 pTp(D) ∼= G的基本判

别式 D的密度与 ω1(G) (或者 ω0(G))的比值只与 G的 p-秩有关,尽管与猜想略微不同,但同样的现象

在 2-类群的数值中也会出现,所以并非是某种反例. 最后,对于虚二次域的 T2-群,基于 Gerth III [36]、

Fouvry 和 Klüners [23] 以及 Yue 和 Yu [37] 的结果, 我们在文献 [38] 中证明了如下的秩密度公式, 这也

是一个有力佐证.

定理 4.1 对于整数 t > 1 和 r > 0 以及实数 x > 0, 令

Nx := {m ∈ Z>0 | m 6 x 无平方因子},

Nt;x := {m ∈ Nx | 恰好 t 个素数在 Q(
√
−m) 中分歧},

T rt;x := {m ∈ Nt;x | rk2(2T2(Q(
√
−m))) = r},

则对于 r > 0, 如下定义的极限 dT∞,r:

dT∞,r := lim
t→∞

lim
x→∞

#T rt;x
#Nt;x

(4.3)

存在并且

dT∞,r =

∏∞
i=r+2(1− 2−i)

2r(r+1)
∏r
i=1(1− 2−i)

=
η∞(2)

2r(r+1)ηr(2)ηr+1(2)
, (4.4)

这里 ηs(q) :=
∏s
i=1(1− q−i), 其中 s ∈ Z>0 ∪ {∞} 且 q > 1 以及 η0(q) := 1.

注 4.2 同类群情形一样, 正如 Wood [25] 所言, 暂时也不能由 2T2(K) 关于特征函数分布的猜

想 4.1 给出我们的 T2- 群的密度公式.

由 2- 秩公式 (推论 2.1(1)) 知, 若 l 是素数, 则 T2(±l) 和 T2(±2l) 当 l ≡ ±3 (mod 8) 时是平凡的,

而当 l ≡ ±1 (mod 8) 时是非平凡循环群. 假设 l ≡ ±1 (mod 8) 是素数. 记 T2(m) 的阶是 t2(m). 我们

有如下扩展的 Cohen-Lenstra 猜想:

猜想 4.2 设所有出现的 l 都是素数.

(1)序列 {T2(−l)}l≡1 (mod 16) 关于 (V3, ω1)均匀分布,序列 {T2(−2l)}l≡1 (mod 16) 关于 (V2, ω1)均匀

分布.

(2) 序列 {T2(l)}l≡1 (mod 8)、{T2(2l)}l≡1 (mod 8) 和 {T2(2l)}l≡7 (mod 8) 都关于 (V1, ω0) 均匀分布, 而

序列 {T2(l)}l≡7 (mod 8) 关于 (V2, ω0) 均匀分布.

特别地, 对于 k > 0 且 e ∈ {0, 1}, 有

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 16), t2(−l) = 2k+3}
#{l 6 X : l ≡ 1 (mod 16)}

=
3

4k+1
, (4.5)

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ (−1)e (mod 8), t2(l) = 2k+1+e}
#{l 6 X : l ≡ (−1)e (mod 8)}

=
1

2k+1
, (4.6)

1646



中国科学 : 数学 第 51 卷 第 10 期

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ (−1)e (mod 8), t2(2l) = 2k+1}
#{l 6 X : l ≡ (−1)e (mod 8)}

=
1

2k+1
. (4.7)

关于此猜想, 我们在文献 [38] 中证明了如下结果, 其中关键点是证明同余式 t2(l) ≡ 2t2(2l) ≡
h2(−2l) (mod 16)对于所有 l ≡ 7 (mod 8)成立 (故它们小于 16时必相等), 并应用虚二次域的 2-类群

相关结果:

定理 4.2 对于 k ∈ {0, 1} 且 e ∈ {0, 1}, 有

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ (−1)e (mod 8), t2(l) = 2k+1+e}
#{l 6 X : l ≡ (−1)e (mod 8)}

=
1

2k+1
, (4.8)

lim
X→∞

#{l 6 X : l ≡ (−1)e (mod 8), t2(2l) = 2k+1}
#{l 6 X : l ≡ (−1)e (mod 8)}

=
1

2k+1
. (4.9)

命题 4.1 (1) 猜想 1.2 等价于等式 (4.6);

(2) 猜想 1.1 的等式 (1.2) 在 k = 0 和 k = 1 的情形成立.

证明 (1) 设 al + bl
√
l 是 Q(

√
l) 的基本单位, 则命题 2.1 说明 ν2(t2(l)) = ν2(al) − 1 对于素数

l ≡ ±1 (mod 8) 成立. 故猜想 1.2 等价于 (4.6).

(2) 对于 l ≡ 9 (mod 16), 文献 [38] 说明 t2(l) = 2 当且仅当 h2(−l) = 4, t2(l) = 4 当且仅当

h2(−l) > 16, 这样, 等式 (1.2) 与它的等价形式 (1.4) 在 k = 0 和 k = 1 的情形实际上等价于等式 (1.1)

在 k = 0 和 k = 1 的情形, 我们在定理 3.4 对此已经证明.

注 4.3 事实上, 关于 T2- 群的分布, 我们也可以给出更多的扩展猜想. 例如, 我们还猜测序列

{T2(l)}l≡9 (mod 16) 和 {T2(l)}l≡1 (mod 16) 均关于 (V1, ω0)均匀分布.上面的命题 (2)即是 l ≡ 9 (mod 16)

情形时的理论证据. 我们的数值结果也支持这些猜想.

5 数值依据

本节给出数值证据来支持我们的猜想.注意到本文新给出的猜想包括关于 Tp-群的猜想 4.1和 4.2

以及关于类群的猜想 3.2 和 3.3.

5.1 Pitoun-Varescon 算法

我们应用定理 2.3 来计算二次域的 Tp- 群. 这里计算使用 PARI/GP (参见文献 [39]). 算法如下.

算法 1 Pitoun-Varescon 算法

1: 固定素数 p, 输入无平方因子整数 d, 使用 PARI/GP 里的函数库里的函数 bnfinit 生成域 K = Q(
√
d).

2: for n = 3 to N do

3: 使用 PARI/GP 里的函数库里的函数 bnrinit 计算 Apn (K) 和 Apn+1(K), K 关于模 pn 和 pn+1 的射影类群的

p- 部分.

4: if 存在 a1, . . . , ar2(K)+1, b1, . . . , bw 使得 Apn (K) 和 Apn+1 (K) 满足定理 2.3 中的条件 then

5: 输出 Tp(K) =
∏

Z/biZ
6: n = n+ 1

7: end if

8: end for
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5.2 实二次域情形

在表 1–4 中, p = 5 或 p = 7, f 是MZp 上的 L1- 函数, B 是界, 而表中间的值是
∑

D f(Tp(D))∑
D 1 , 其

中 D < B. 如果 f = 1G, 则这个值是区间 [1, B] 内所有满足条件 Tp(D) ∼= G 的判别式的密度. 加权均

值 M(f,MZp , ω0) 由命题 3.1 和 3.2 给出.

5.3 虚二次域情形

在表 5–8 中, p = 5 或 p = 7, f 是MZp 上的 L1- 函数, B 是界, 而表中间的值是
∑

D f(Tp(D))∑
D 1 , 其

中 |D| < B. 如果 f = 1G, 则这个值是区间 [−B,−1] 内所有满足条件 Tp(D) ∼= G 的判别式的密度. 加

权均值 M(f,MZp , ω1) 由命题 3.1 和 3.2 给出.

表 1 实二次域的 T 5 群同构于 G 的情形

B G

Z/5Z Z/25Z (Z/5Z)2 Z/5Z× Z/25Z (Z/5Z)3

1× 107 0.1876 0.03694 1.375E−3 3.277E−4 0

2× 107 0.1880 0.03712 1.396E−3 3.463E−4 1.645E−7

3× 107 0.1880 0.03727 1.416E−3 3.439E−4 2.193E−7

4× 107 0.1880 0.03739 1.438E−3 3.447E−4 3.290E−7

5× 107 0.1882 0.03740 1.453E−3 3.430E−4 2.632E−7

M(f,MZ5
, ω0) 0.1901 0.03802 1.584E−3 3.802E−4 5.110E−7

表 2 实二次域的 T 5 群, f 不是特征函数的情形

B f

1M1 1M2 1M3 5rk5(G) 52rk5(G)

1× 107 0.2336 1.791E−3 0 1.977 7.723

2× 107 0.2343 1.832E−3 1.645E−7 1.981 7.768

3× 107 0.2345 1.847E−3 2.193E−7 1.982 7.785

4× 107 0.2347 1.871E−3 3.290E−7 1.984 7.806

5× 107 0.2348 1.883E−3 2.632E−7 1.985 7.815

M(f,MZ5
, ω0) 0.2376 2.063E−3 6.707E−7 2 8

表 3 实二次域的 T 7 群同构于 G 的情形

B G

Z/7Z Z/49Z (Z/7Z)2 (Z/7Z)3

1× 107 0.1377 0.01950 3.622E−4 0

2× 107 0.1382 0.01956 3.622E−4 0

3× 107 0.1383 0.01963 3.713E−4 0

4× 107 0.1385 0.01966 3.764E−4 0

5× 107 0.1385 0.01968 3.833E−4 5.483E−8

M(1G,MZ7
, ω0) 0.1395 0.01992 4.151E−4 2.477E−8
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表 4 实二次域的 T 7 群, f 不是特征函数的情形

B f

1M1 1M2 1M3 7rk7(G) 72rk7(G)

1× 107 0.1604 4.257E−4 0 1.983 9.722

2× 107 0.1610 4.293E−4 0 1.987 9.760

3× 107 0.1612 4.373E−4 0 1.988 9.786

4× 107 0.1613 4.429E−4 0 1.989 9.804

5× 107 0.1614 4.519E−4 0 1.990 9.833

M(f,MZ7
, ω0) 0.1627 4.953E−4 2.959E−8 2 10

表 5 虚二次域的 T 5 群同构于 G 的情形

B G

Z/5Z Z/25Z (Z/5Z)2 Z/5Z× Z/25Z (Z/5Z)3

1× 107 0.04558 1.767E−3 6.185E−5 6.580E−7 0

2× 107 0.04584 1.789E−3 6.004E−5 1.645E−6 0

3× 107 0.04604 1.801E−3 6.152E−5 2.084E−6 0

4× 107 0.04613 1.809E−3 6.424E−5 2.385E−6 0

5× 107 0.04618 1.915E−3 6.659E−5 2.237E−6 0

M(1G,MZ5
, ω1) 0.04752 1.901E−3 7.920E−5 3.802E−6 5.110E−9

表 6 虚二次域的 T 5 群, f 不是特征函数的情形

B f

1M1 1M2 1M3 5rk5(G) 52rk5(G)

1× 107 0.04741 6.251E−5 0 1.191 2.177

2× 107 0.04769 6.168E−5 0 1.192 2.183

3× 107 0.04790 6.360E−5 0 1.193 2.189

4× 107 0.04801 6.662E−5 0 1.194 2.194

5× 107 0.04807 6.882E−5 0 1.194 2.197

M(f,MZ5
, ω1) 0.04950 8.317E−5 5.374E−9 1.2 2.24

表 7 虚二次域的 T 7 群同构于 G 的情形

B G

Z/7Z Z/49Z (Z/7Z)2 (Z/7Z)3

1× 107 0.02287 0.00043 3.619E−6 0

2× 107 0.02297 0.00045 5.263E−6 0

3× 107 0.02302 0.00045 5.593E−6 0

4× 107 0.02307 0.00045 6.827E−6 0

5× 107 0.02307 0.00045 7.435E−6 0

M(1G,MZ7
, ω1) 0.02324 0.00047 9.883E−6 8.425E−11
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表 8 虚二次域的 T 7 群, f 不是特征函数的情形

B f

1M1 1M2 1M3 7rk7(G) 72rk7(G)

1× 107 0.02331 3.619E−6 0 1.140 2.128

2× 107 0.02342 5.264E−6 0 1.141 2.137

3× 107 0.02348 5.702E−6 0 1.141 2.141

4× 107 0.02352 6.909E−6 0 1.141 2.146

5× 107 0.02353 7.567E−6 0 1.142 2.148

M(f,MZ7
, ω1) 0.02373 1.012E−5 8.629E−11 1.143 2.163

5.4 关于 T 2- 群的扩展猜想

在表 9–14 中, (i) m = −l 或 m = −2l, l ≡ 1 (mod 16) 是素数或 (ii) m = l 或 m = 2l, l ≡ ±1

(mod 8) 是素数. 对于函数 f 和界 B, 表中间值是
∑

l<B f(T2(m))∑
l<B 1 . 由命题 3.2, 我们有如下引理.

引理 5.1 设 Vj = {Z/2kZ : k > j}, k 是函数 Vj → Z, k(G) = log2(|G|).
(1) 若 k > 0 且 j > 1, 则

M(1Z/2k+jZ, Vj , ω0) =
1

2k+1
.

(2)

M(2k, V3, ω1) = 12, M(k, V3, ω1) =
10

3
, M((−2)k, V3, ω1) = −4,

M(2k, V2, ω1) = 6, M(k, V2, ω1) =
7

3
, M((−2)k, V2, ω1) = 2,

M

(
2k

k2
, V1, ω0

)
=
π2

6
, M(k, V1, ω0) = 2, M

(
(−2)k

k2
, V1, ω0

)
= −π

2

12
,

M

(
2k

k2
, V2, ω0

)
=
π2

3
− 2, M(k, V2, ω0) = 3, M

(
(−2)k

k2
, V2, ω0

)
= 2− π2

6
.

5.5 关于 2- 类群的扩展猜想

表 15 和 16 分别用来支持猜想 3.2 和 3.3. 由于特征函数情形已经被考虑过, 此处只考虑非特征

函数. 这里 m = −l 或 m = −2l, l 是 ±1 (mod 8) 或者 1 (mod 16) 中的素数. 对于函数 f 和界 B, 表

中间值是
∑

l<B f(Cl2(m))∑
l<B 1 .

表 9 T 2(−l), l ≡ 1 (mod 16) 且为素数

B f

1Z/8Z 1Z/16Z 1Z/32Z 1Z/64Z 1Z/128Z 2k k (−2)k

1× 107 0.7508 0.1867 0.04704 0.01172 2.905E−3 11.90 3.332 −3.992

2× 107 0.7501 0.1872 0.04708 0.01170 3.062E−3 11.96 3.333 −4.015

3× 107 0.7501 0.1878 0.04658 0.01169 2.977E−3 11.95 3.333 −3.978

4× 107 0.7498 0.1881 0.04666 0.01166 2.910E−3 11.96 3.333 −3.979

5× 107 0.7496 0.1880 0.04694 0.01160 2.934E−3 11.97 3.333 −3.986

M(f, V3, ω1) 0.7500 0.1875 0.04688 0.01172 2.930E−3 12.00 3.333 −4.000
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表 10 T 2(−2l), l ≡ 1 (mod 16) 且为素数

B f

1Z/4Z 1Z/8Z 1Z/16Z 1Z/32Z 1Z/64Z 2k k (−2)k

1× 107 0.7508 0.1876 0.04611 0.01144 3.134E−3 5.977 2.331 2.049

2× 107 0.7501 0.1886 0.04604 0.01142 3.075E−3 5.969 2.331 2.008

3× 107 0.7501 0.1885 0.04611 0.01140 3.029E−3 5.974 2.332 2.011

4× 107 0.7498 0.1885 0.04633 0.01153 3.032E−3 5.981 2.333 2.008

5× 107 0.7496 0.1883 0.04655 0.01157 3.051E−3 5.998 2.333 2.016

M(f, V2, ω1) 0.7500 0.1875 0.04688 0.01172 2.930E−3 6.000 2.333 2.000

表 11 T 2(l), l ≡ 1 (mod 8) 且为素数

B f

1Z/2Z 1Z/4Z 1Z/8Z 1Z/16Z 1Z/32Z 1Z/64Z
2k

k2 k
(−2)k

k2

1× 107 0.5002 0.2499 0.1245 0.06236 0.03169 0.01553 1.609 2.001 −0.8054

2× 107 0.5000 0.2499 0.1245 0.06255 0.03163 0.01567 1.634 2.003 −0.7914

3× 107 0.5005 0.2496 0.1246 0.06278 0.03115 0.01560 1.835 2.000 −0.5900

4× 107 0.5003 0.2496 0.1247 0.06278 0.03115 0.01564 1.780 2.001 −0.6481

5× 107 0.5001 0.2497 0.1247 0.06281 0.03116 0.01567 1.746 2.001 −0.6812

M(f, V1, ω0) 0.5000 0.2500 0.1250 0.06250 0.03125 0.01563 1.645 2.000 −0.8225

表 12 T 2(l), l ≡ 7 (mod 8) 且为素数

B f

1Z/4Z 1Z/8Z 1Z/16Z 1Z/32Z 1Z/64Z 1Z/128Z
2k

k2 k
(−2)k

k2

1× 107 0.5000 0.2484 0.1260 0.06361 0.03103 0.01518 1.179 3.001 0.3596

2× 107 0.5000 0.2494 0.1255 0.06265 0.03123 0.01534 1.209 3.001 0.3827

3× 107 0.4998 0.2497 0.1252 0.06278 0.03109 0.01557 1.198 3.002 0.3749

4× 107 0.4999 0.2497 0.1254 0.06246 0.03112 0.01570 1.196 3.001 0.3663

5× 107 0.5001 0.2497 0.1254 0.06237 0.03116 0.01570 1.214 3.000 0.3435

M(f, V2, ω0) 0.5000 0.2.500 0.1250 0.06250 0.03125 0.01563 1.290 3.000 0.3551

表 13 T 2(2l), l ≡ 1 (mod 8) 且为素数

B f

1Z/2Z 1Z/4Z 1Z/8Z 1Z/16Z 1Z/32Z 1Z/64Z
2k

k2 k
(−2)k

k2

1× 107 0.5006 0.2515 0.1237 0.06214 0.03100 0.01564 1.601 1.996 −0.8120

2× 107 0.5004 0.2511 0.1239 0.06219 0.03105 0.01576 1.597 1.998 −0.8238

3× 107 0.5001 0.2506 0.1245 0.06256 0.03093 0.01572 1.595 1.999 −0.8237

4× 107 0.5001 0.2505 0.1249 0.06233 0.03090 0.01564 1.619 1.999 −0.8513

5× 107 0.5000 0.2503 0.1252 0.06236 0.03083 0.01572 1.615 1.999 −0.8506

M(f, V1, ω0) 0.5000 0.2500 0.1250 0.06250 0.03125 0.01563 1.645 2.000 −0.8225
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表 14 T 2(2l), l ≡ 7 (mod 8) 且为素数

B f

1Z/2Z 1Z/4Z 1Z/8Z 1Z/16Z 1Z/32Z 1Z/64Z
2k

k2 k
(−2)k

k2

1× 107 0.5000 0.2484 0.1253 0.06378 0.03129 0.01565 1.600 2.004 −0.8315

2× 107 0.5000 0.2.494 0.1253 0.06258 0.03137 0.01565 1.602 2.001 −0.8189

3× 107 0.4998 0.2497 0.1254 0.06258 0.03116 0.01575 1.598 2.001 −0.8198

4× 107 0.4999 0.2497 0.1252 0.06267 0.03129 0.01569 1.598 2.001 −0.8251

5× 107 0.5001 0.2497 0.1250 0.06268 0.03126 0.01573 1.597 2.001 −0.8265

M(f, V1, ω0) 0.5000 0.2500 0.1250 0.06250 0.03125 0.01.563 1.645 2.000 −0.8225

表 15 Q(
√
−l) 和 Q(

√
−2l) 的 2- 类群, l ≡ ±1 (mod 8) 为素数

B f

2k

k2 k
(−2)k

k2

I II III I II III I II III

1× 107 1.118 1.123 1.131 2.989 2.990 3.000 0.3550 0.3544 0.3569

2× 107 1.127 1.128 1.133 2.994 2.991 2.999 0.1245 0.3524 0.3574

3× 107 1.131 1.132 1.136 2.994 2.992 2.999 0.3542 0.3544 0.3579

4× 107 1.133 1.136 1.140 2.985 2.994 2.998 0.3528 0.3566 0.3575

5× 107 1.134 1.139 1.141 2.996 2.996 2.998 0.3534 0.3562 0.3576

M(f, V2, ω0) π2/3− 2 3.000 2− π2/6

注: I. Q(
√

−l), l ≡ 1 (mod 8); II. Q(
√

−2l), l ≡ 1 (mod 8); III. Q(
√

−2l), l ≡ 7 (mod 8)

表 16 Q(
√
−l) 和 Q(

√
−2l) 的 2- 类群, 其中 l ≡ 9 (mod 16) 为素数

B f

2k

k2 k
(−2)k

k2

Cl2(−l) Cl2(−2l) Cl2(−l) Cl2(−2l) Cl2(−l) Cl2(−2l)

1× 107 1.116 1.125 2.991 2.996 0.3502 0.3540

2× 107 1.124 1.130 2.993 2.995 0.3490 0.3511

3× 107 1.130 1.133 2.993 2.995 0.3520 0.3520

4× 107 1.133 1.138 2.995 2.997 0.3506 0.3540

5× 107 1.135 1.140 2.995 2.998 0.3530 0.3542

M(f, V2, ω0) π2/3− 2 3.000 2− π2/6
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李加宁等: Abel p- 分歧扭子群和新 Cohen-Lenstra 猜想

Abelian p-ramification groups and new Cohen-Lenstra heuristics

Jianing Li, Yi Ouyang & Yue Xu

Abstract In this paper, we first review the Tp-groups in the abelian p-ramification theory of general number
fields. We also review a general setting of the Cohen-Lenstra heuristic. Then we propose various new Cohen-
Lenstra heuristics for distributions of Tp-groups of quadratic fields, which in particular explains the speculation
of Shanks et al. (1999) on the distributions of zeros of 2-adic L-functions and also reveals the distribution of
fundamental units in certain real quadratic fields. Theoretical and numerical evidences of our conjectures are also
presented.

Keywords Cohen-Lenstra heuristic, quadratic field, Abelian p-ramification group, class group, fundamental

unit
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