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形状图理论的定理证明
张昱　陈意云　李兆鹏

（中国科学技术大学计算机科学与技术学院　合肥　２３００２６）
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摘　要　验证操作易变数据结构的指针程序仍面临很多挑战．数据结构中严重的指针别名显著地复杂化对操作这
些结构的程序的推理．为分析和验证操作易变数据结构的指针程序，文中提出了形状图逻辑．形状图是描述程序中
静态声明的堆指针变量和动态分配的结构体中指针域变量的指向的一种有向图，能准确表达指针的有效性和指针
之间的相等性，可用于判断两个访问表达式是否是别名．形状图逻辑是Ｈｏａｒｅ逻辑的一种扩展，是一种直接将形状
图作为程序中指针断言集的程序逻辑．该文研究形状图的等价理论和蕴含理论以及它们的判定方法和应用．首先，
把形状图及其等价规则和蕴含规则分别类比为代数项及其等式规则和重写规则，像研究代数规范的理论那样来研
究形状图理论．该文定义了形状图的语法理论和语义理论，定义了形状图重写系统及其终止性、局部合流性和合流
性，然后得到基于形状图重写的形状图等价判定和蕴含判定的方法．其次，提出循环不变形状图和递归函数前后形
状图的自动推断方法．借助形状图理论的判定方法，该文把一个基于抽象解释的推断循环不变式的一般方法改编
成推断循环不变形状图的方法．由于计算终止的递归函数总有非递归的出口，可以先通过非递归路径得到函数的
后形状图的初值，然后再在递归路径上迭代求解．从而，可以像推断循环不变形状图那样来推断递归函数的前后形
状图．第三，参照ＮｅｌｓｏｎＯｐｐｅｎ框架，提出形状图理论和整数理论组合的一种判定方法．对易变数据结构，除了关
心数据结构各节点是否连成预定的形状外，往往还关心数据在这些节点间的排列等特性，它们不能脱离易变数据
结构的形状特征而单独验证．为此，所提出的组合判定方法针对这类程序的验证条件的特点，利用程序分析阶段得
到的形状图对验证条件的前件中的符号断言按形状图的节点分组；然后运用整数理论为各节点推导出尽可能多的
性质；最后才交由定理证明器Ｚ３去自动验证．这种方式有效地避免验证条件证明过程的不终止．基于形状图逻辑
以及文中的工作，我们所开发的程序验证系统原型减轻了自动定理证明器的负担，并且能验证易变数据结构上较
为复杂的程序，如有序循环双向链表、二叉排序树、伸展树、树堆、二叉平衡树和ＡＡ树的插入和删除函数．
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ｔｈｅＺ３ｔｈｅｏｒｅｍｐｒｏｖｅｒｆｏｒａｕｔｏｍａｔｉｃｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ．Ｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄｃａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙａｖｏｉｄｆａｉｌｕｒｅｓｔｏ
ｐｒｏｖｅｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｓｈａｐｅｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙａｎｄｔｈｅｗｏｒｋｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｏｕｒ
ｐｒｏｔｏｔｙｐｅｏｆｐｒｏｇｒａｍｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍａｌｌｅｖｉａｔｅｓｔｈｅｂｕｒｄｅｎｏｆａｕｔｏｍａｔｅｄｔｈｅｏｒｅｍｐｒｏｖｅｒｓ，ａｎｄ
ｃａｎｖｅｒｉｆｙｐｒｏｇｒａｍｓｍａｎｉｐｕｌａｔｉｎｇｍｏｒｅｃｏｍｐｌｅｘｍｕｔａｂｌｅｄａｔａｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，ｓｕｃｈａｓｉｎｓｅｒｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ａｎｄｄｅｌｅｔｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｓｏｒｔｅｄｃｉｒｃｕｌａｒｄｏｕｂｌｙｌｉｎｋｅｄｌｉｓｔ，ｂｉｎａｒｙｓｅａｒｃｈｔｒｅｅ，ｓｐｌａｙｔｒｅｅ，ｔｒｅａｐ，
ｂａｌａｎｃｅｄｂｉｎａｒｙｔｒｅｅａｎｄＡＡｔｒｅｅ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｓｈａｐｅｇｒａｐｈｌｏｇｉｃ；ｓｈａｐｅａｎａｌｙｓｉｓ；ｐｒｏｇｒａｍｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ；ａｕｔｏｍａｔｅｄｔｈｅｏｒｅｍｐｒｏｖｉｎｇ；
ｌｏｏｐｉｎｖａｒｉａｎｔｉｎｆｅｒｅｎｃｅ

１　引　言
形式验证（包括抽象解释、模型检测和演绎验证

等途径）是提高软件可信程度的重要方法，并在工业
界已经逐步得到应用，尤其是抽象解释和模型检测．
例如，空客公司在Ａ４００Ｍ军用运输机以及Ａ３８０和
Ａ３５０客机的开发上，已经用形式验证取代了部分安

全攸关嵌入式软件的测试．和单元测试相比，单元证
明降低了投入，主要是因为它方便了维护［１］．演绎验
证在工业界的应用虽有限但也在拓展，达索航空公
司在健壮性的形式验证方面，已有约１５％的断言是
用演绎验证方式证明的［１］．

在演绎验证方法中，有关自动程序验证的大部
分研究按这样的途径开展：程序员提供函数前后条
件和循环不变式，系统对程序采用某种正向或逆向
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的演算来产生验证条件（即把对程序满足某些性质
的证明转化为对一些验证条件的证明），然后用自动
定理证明器来证明验证条件，如Ｙｎｏｔ［２］、Ｓｐｅｃ＃［３］

和ＥＳＣ／Ｊａｖａ［４］．有些研究依靠符号计算及其过程中
的定理证明来避免验证条件的生成，如ｓｍａｌｌｆｏｏｔ［５］
和ｊＳｔａｒ［６］．无论用哪种策略，演绎验证方法都使用
严谨的方式对软件系统进行数学推理，并且都借助
定理证明软件，如定理证明器Ｉｓａｂｅｌｌｅ／ＨＯＬ［７］、定
理证明辅助工具Ｃｏｑ①、ＳＭＴ（ＳａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙＭｏｄｕｌｏ
Ｔｈｅｏｒｉｅｓ）求解器Ｚ３［８］．

基于演绎推理的自动形式验证方法对自动定理
证明器的能力有较高期待．首先，定理证明器在程序
验证过程中频繁使用．大到验证条件的证明和循环
不变式的推断，小到下标变量的别名判断和数组边
界检查，都需要或可以使用定理证明器．其次，需要
能够应对各种领域专用逻辑的定理证明．应用程序
的代码中可能涉及多种数据类型，操作系统的代码
依赖于硬件特性，为完成对这些程序的验证，需要定
理证明器能够覆盖这些领域专用逻辑的定理证明．
第三，需要定理证明器能处理各种理论的组合．例如
面向数组类型的数组逻辑，它由下标逻辑和元素逻
辑组成．对于操作数组的程序的验证，定理证明器要
能证明这两种逻辑的相应理论（可能还包括等式理
论和未解释函数理论）组合后形成的组合理论上的
定理．组合理论的问题复杂性在于：即使两个理论分
别可判定，其组合理论未必可判定［９］．数组理论就是
这样的例子．

本文研究操作易变数据结构（包括单／双向链
表、循环单／双向链表②和二叉链表示的二叉树）的
指针程序的自动验证中的一些定理证明问题．这类
程序的验证非常困难．首先，难以给出表达程序性质
的函数前后条件，尤其是循环不变式．因为它们涉及
所操作的数据结构的结构性质（常使用带量词的命
题和可达性谓词来表达）以及在数据结构中各节点
内的数据的性质，而后者的描述可能紧密依赖于数
据结构的结构性质，例如平衡二叉树节点的平衡因
子和ＡＡ树节点的ｌｅｖｅｌ值．其次，难以证明这类程
序的验证条件，因为在验证条件中经常出现对数据
结构所有节点的某种全称量化．这导致不能使用像
ＮｅｌｓｏｎＯｐｐｅｎ框架［９］这样仅适用于无量词理论的
传统的理论组合．Ｚ３虽然通过使用Ｅｇｒａｐｈ匹配技
术能够处理量化公式，但也难以适应复杂的量化公
式．除了要用量词刻画性质以及涉及的理论组合之
外，验证条件的证明可能还要用到数据结构的归纳

理论．例如，对于用根节点的中序前驱（其左子树中
最右下的节点）代替根节点的、删除二叉排序树根节
点的函数，若要证明结果仍然是二叉排序树，则需要
用到二叉排序树的两个性质：左子树中任何节点的
值一定小于右子树中各节点的值，左子树中最右下
节点的值大于左子树中其他节点的任何值．它们都
是二叉排序树的归纳性质，但是基于演绎推理的自
动定理证明器不可能从二叉排序树的归纳定义推导
出这些性质，因而无法证明依赖这些性质的验证
条件．

为验证操作易变数据结构的指针程序，我们提
出了形状图逻辑［１０］．形状图是描述程序所操作的静
态声明的指针型变量（简称声明指针）和动态分配的
结构体中指针型域变量（简称域指针）的指向的一种
有向图．它准确表达了指针的有效性（指针有效是说
该指针指向已分配且尚未释放的内存块）和指针的
相等性，因而可作为指针程序中指针有效性和相等
性的断言．形状图逻辑就是一种直接把形状图作为
程序中指针断言集的程序逻辑．它是Ｈｏａｒｅ逻辑的
一种扩展，为指针操作语句设计了专门的推理规则，
这些规则用图形方式描述指针操作语句引起的形状
图上被关注部分的变化．利用形状图还可以方便地
消除访问路径别名，使易变数据结构上数据性质的
验证仍可用Ｈｏａｒｅ逻辑的规则进行推理．

本文补足文献［１０］所缺少的部分理论和算法．
文献［１０］主要围绕程序逻辑层面，提出把形状图作
为指针断言，并在此基础上设计了推理指针程序的
形状图逻辑和检查形状合法性的形状系统．本文围
绕作为指针断言的形状图，研究形状图的等价理论
和蕴涵理论以及它们的判定方法和应用．本文的贡
献有如下３点：

（１）提出形状图理论的一种判定方法．
本文把形状图及其等价规则和蕴涵规则分别类

比为代数项及其等式规则和重写规则，像研究代数
规范的理论那样来研究形状图理论．本文类似地定
义形状图的语法理论和语义理论，定义形状图重
写系统及其终止性、局部合流性和合流性，最后得到
基于形状图重写的形状图等价判定和蕴涵判定的
方法．

（２）提出循环不变形状图和递归函数前后形状
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①

②

ＴｈｅＣｏｑＤｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔＴｅａｍ．ＴｈｅＣｏｑｐｒｏｏｆａｓｓｉｓｔａｎｔｒｅｆｅｒｅｎｃｅ
ｍａｎｕａｌ（Ｖｅｒｓｉｏｎ８．２），２００９．ＵＲＬｈｔｔｐ：／／ｃｏｑ．ｉｎｒｉａ．ｆｒ
本文用“单／双向链表”表示非循环的单／双向链表，用“（循
环）单／双向链表”表示循环和／或非循环的单／双向链表．



图的自动推断算法．
借助形状图理论的判定方法，本文把一个通过

迭代推断循环不变式的一般方法［１１］改编成一个推
断循环不变形状图的方法；进一步设计该方法的一
个变种来迭代推断递归函数的前后形状图．

（３）提出形状图理论和整数理论组合的一种判
定方法．

对易变数据结构，除了关心数据结构各节点是
否连成预定的形状外，往往还关心数据在这些节点
间的排列特性，它们不能脱离易变数据结构的结构
特点而单独验证．于是需要研究形状图理论和整数
上线性算术理论（假定节点数据是整型）组合的判定
问题．本文针对验证条件的特点，利用程序分析阶段
得到的形状图，参照ＮｅｌｓｏｎＯｐｐｅｎ框架，提出形状
图理论和整数上线性算术理论组合的一种判定方法．

本文第２节简要回顾文献［１０］提出的形状图、
形状图变换规则和形状图逻辑；第３节介绍形状图
理论的判定方法；第４节介绍循环不变形状图的推
断和递归函数前后形状图的推断；第５节介绍形状
图理论和整数理论组合的判定方法；第６节是验证
实例；第７节是和相关研究工作的比较；第８节是
总结．

２　形状图和形状图逻辑
２１　形状图

形状图是描述程序中静态声明指针和动态分配
的结构体中域指针的指向关系的一种有向图．

形状图的顶点（也称节点）有６种，其图形化语
法形式见图１．其中声明节点和结构节点分别表示
静态声明指针和动态分配的结构体．ｎｕｌｌ节点和悬
空节点的用意稍后会提到．

图１　形状图的各种节点
浓缩节点是若干个结构节点和它们之间的有向

边的浓缩表示，其灰色矩形下侧的表达式ｅ和断言
ａ分别表示被浓缩的结构节点的个数以及对ｅ的取
值范围的约束．若灰色矩形下无ｅ和ａ，称为无约束
浓缩节点，它表示被浓缩的结构节点个数任意，可以
是０个．

谓词节点代表满足指定谓词的若干节点和它们
之间的有向边，其矩形节点下侧标有谓词名ｎａｍｅ，

还可能有与浓缩节点含义一致的表达式ｅ和断言
ａ．指向谓词节点的有向边以及该节点下侧的ｅ和ａ
是该节点所代表的谓词的变元，例如图２给出了几
种用形状图定义的数据结构，以单链表为例，图中谓
词节点的变元和左侧的符号谓词ｌｉｓｔ（ｓ，ｅ，ａ）的变元
是一致的．

图２　形状谓词定义的一些例子

形状图中的有向边表示声明指针和域指针的指
向，指向同一个节点（悬空节点除外）的指针相等．有
向边及其连接的节点满足如下语法约束：

（１）声明节点．只有唯一的出边，没有入边，出
边的标记就是声明指针名．

（２）结构节点和浓缩节点．有入边和出边，其中
出边的条数与结构节点所代表的结构体的域指针个
数一致，各出边的标记分别是各域指针名．

（３）ｎｕｌｌ节点、悬空节点和谓词节点．有入边，没
有出边．ｎｕｌｌ节点和悬空节点分别用来表示指向它
们的有向边代表ｎｕｌｌ指针和悬空指针．

形状图的定义：（１）节点和有向边满足上述语
法约束，各声明节点出边标记相异，且边被视为无向
时则连通的图形是形状图；（２）若形状图犌１，犌２，…，
犌狀的声明节点出边标记集两两相交都为空，则由逻
辑合取符号∧连接的犌１∧犌２∧…∧犌狀也是形状图．

３６４２１２期 张　昱等：形状图理论的定理证明



其中，不含符号∧的形状图犌被称为形状子图；
（３）若形状图犌１，犌２，…，犌狀的声明节点出边标记集
都相同，则逻辑析取符号∨连接的犌１∨犌２∨…∨犌狀
也是形状图．

从文献［１０］有关形状图的语义知道，一个不含
析取符号并且没有浓缩节点和谓词节点的形状图是
程序状态中指针型数据的图形表示，不含析取符号
的一般形状图犌则是程序状态集的图形表示．犌１∧
犌２中的犌１和犌２各代表程序状态的不同部分．犌１∨
犌２中的犌１和犌２则代表不同的程序状态集．若无特
别说明，符号犌仅表示不含符号∨的形状图．

图２给出基于形状图定义的单链表（域指针ｎｔ
是下文ｎｅｘｔ或ｎｘｔ的简称，本文不区分这３个名称）、
双向链表和二叉链表示的二叉树（系统还支持的循
环单链表和循环双向链表的定义见文献［１０］）．在
图２中，定义式最左边的ｄｌｉｓｔ（ｓ，ｅ，ａ）等符号表示是
为了便于在文中引用．可以看出，把ｄｌｉｓｔ（ｓ，ｅ，ａ）的
２个定义中的ｅ和ａ部分略去，再用符号∨连接它
们，就得到ｄｌｉｓｔ（ｓ）的定义．若用符号谓词表示，图２
的二叉树定义相当于ｔｒｅｅ（ｓ）ｓ＝＝ＮＵＬＬ∨ｓ！＝
ＮＵＬＬ∧ｔｒｅｅ（ｓ→ｒ）∧ｔｒｅｅ（ｓ→ｌ）．

一个形状图的某形状子图中用点划线方框标明
并满足下面条件的部分称为窗口，窗口描述形状子
图上被关注的那部分，形状图的其余部分称为窗口
的上下文．

（１）形状图的各节点处于窗口内或上下文中，
不得与窗口的方框边界相交．

（２）窗口内各节点之间的边都位于窗口中．
（３）表达窗口中节点与上下文中节点联系的、

穿越方框边界的边属于窗口，这些边的另一份副本
在上下文中．

窗口犠和上下文犌［］的匹配就是检查穿越犠
边界的边和犌［］中的副本边能否重合，重合后得到
的形状图用犌［犠］表示．

在形状图变换规则中出现的窗口有如下的缩写
约定：对窗口中的某节点而言，若要求从窗口外指向
该节点至少要有一条边（如图３的狆１），则可能还有
的、指向该节点的其他边（可以是０条）用一条标记
为狆犽的边统一表示．
　　窗口用来定义形状图的等价规则和蕴涵规则
（见文献［１０］的２．３节）及形状图逻辑的推理规则
（见文献［１０］的３．１节）．

图３　（循环）单链表的等价规则的３个例子

２２　形状图的等价和蕴涵规则
等价规则是保持形状图语义等价的变换规则．

图３列出了在文献［１０］的２．３节中定义的（循环）单
链表的部分等价规则．第３节还会列举一些等价
规则．

除了等价规则外，形状图还有蕴涵规则，蕴涵规
则是保持形状图语义蕴涵的变换规则．文献［１０］中
２．３节定义的形状图蕴涵规则分成三部分．

（１）从等价规则犠犠１∨犠２可得犠１犠和
犠２犠两条蕴涵规则．例如，从图３（３）的等价规则
可以得到两条蕴涵规则．

（２）若等价规则犠１犠２的副条件是（（ｅ１＝＝
ｅ２∧ａ１）ａ２）∧（（ｅ２＝＝ｅ１∧ａ２）ａ１），则有蕴涵规
则犠１犠２和犠２犠１，其副条件分别是（（ｅ１＝＝

ｅ２）∧ａ１）ａ２和（（ｅ２＝＝ｅ１）∧ａ２）ａ１．例如，从图４
的每条等价规则都可得到两条蕴涵规则．

图４　对浓缩节点的约束数据进行变换的部分等价规则
（３）将等价规则中有约束浓缩节点改成无约束

浓缩节点而得到蕴涵规则．例如，图５中蕴涵规则
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（３）和（４）分别从等价规则（１）和（２）得到．蕴涵方向
的选择（称为定向）取决于规则的左右两边谁蕴涵
谁．以浓缩节点所代表的结构节点的个数狀来直观
解释，（３）和（４）的定向分别基于狀＝＝１狀＞＝１和
狀＞＝１狀＞＝０．

图５　从等价规则得到的蕴涵规则

２３　形状图逻辑的推理规则
在形状图逻辑中，有关指针操作语句的推理规

则都是相应语句操作语义的图形表示．因为推理规
则体现语句执行前后形状图的变化，而形状图是程
序状态的图形表示，因此形状图的变化自然就是相
应语句引起的程序状态变化．

这里以指针赋值语句狌＝狏的部分推理规则为
例，介绍形状图逻辑中指针操作语句的推理规则．其
中狌、狏代表从声明指针名出发、经若干条域指针边
组成的访问路径，如狇或狆→ｎｅｘｔ→ｎｅｘｔ．

图６是狌指向ｎｕｌｌ节点、狏指向（循环）单链表
结构节点时的推理规则（狏指向浓缩或谓词节点的
规则类似）．从赋值前形状图犌到赋值后形状图犌′
的变化就是让狌也指向狏原来指向的节点．图６花
括号中的不是形状图，而只是其中被所关注的若干
个窗口．若图６中的４个窗口自左向右依次用犠１１、
犠１２、犠２１和犠２２表示，则对任意能够使犌［犠１１，犠１２］
成为形状图的上下文犌［］，有推理规则

｛犌［犠１１，犠１２］｝狌＝狏｛犌［犠２１，犠２２］｝
其中犌［犠１１，犠１２］上的窗口犠１１和犠１２无重迭部分．
因此，严格说图６只是规则的窗口而不是规则，简单
起见仍称为规则．

图６　指针赋值语句的一条规则

　　需要注意的是，由于狌、狏代表访问路径，为便于
描述推理规则，图６采用２．１节中窗口概念的一种
扩展表示：将标记狌和狏等放在边的下方，以表示狌
和狏等是访问路径，而不是边的标记（边的标记放在
边的上方）；它们要求在应用规则到某形状图时，形
状图上应有相应的访问路径．例如，使用图６的规则

时，犌［犠１１，犠１２］要有从某声明节点到达犠１１中节点的
访问路径，访问路径上各边的标记顺次连接构成狌．

图７是狌指向（循环）单链表结构节点、狏指向
ｎｕｌｌ节点时的推理规则（狏指向浓缩或谓词节点的
规则也类似）．若赋值前只有狌指向结构节点，则报
告内存泄漏．

图７　指针赋值语句的另一条规则

　　图８是两个表示单链表的形状图．假定ｈｅａｄ指
向的单链表至少有一个表元，程序片段
ｐｔｒ１＝ｈｅａｄ；ｐｔｒ＝ｈｅａｄ→ｎｅｘｔ；
ｗｈｉｌｅ（ｐｔｒ！＝ＮＵＬＬ）｛

　ｐｔｒ１＝ｐｔｒ；ｐｔｒ＝ｐｔｒ→ｎｅｘｔ；
｝

的循环不变形状图就是图８（１）．当ｐｔｒ！＝ＮＵＬＬ为
真进入循环时，利用图３（３）的规则，把ｐｔｒ指向的浓
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缩节点展开成两种情况，其一与ｐｔｒ！＝ＮＵＬＬ矛
盾被略去，另一种情况就是图８（２）的形状图．把语
句ｐｔｒ１＝ｐｔｒ当作语句序列ｄｕｍｍｙ＝ｐｔｒ；ｐｔｒ１＝
ＮＵＬＬ；ｐｔｒ１＝ｄｕｍｍｙ；ｄｕｍｍｙ＝ＮＵＬＬ，按图６和
图７的规则逐步修改图８（２），其中ｄｕｍｍｙ是初值
为ＮＵＬＬ的虚拟局部指针变量．引入ｄｕｍｍｙ主要
是为了避免为某些特殊的指针赋值情况设计复杂的
专用规则，见文献［１０］的３．１节．对ｐｔｒ＝ｐｔｒ→ｎｅｘｔ
也继续用类似的方法修改形状图，再把得到的形状
图用类似图３（３）的规则，把ｐｔｒ１原先指向的结构节
点逆向折叠进左边的浓缩节点，得到图８（１）．

图８　形状图的两个例子

３　形状图理论的判定方法
形状图的等价推理规则集由文献［１０］中２．３节的

形状图等价规则（不包括那些推导形状图析取犌１∨犌２
的规则，例如本文图３（３））和任何等价推理系统都
有的自反、对称和传递规则组成．该规则集可用来证
明形状图之间的等价性．

若等价形状图的集合犈是封闭于可证明的，即
!"犌１犌２蕴涵犌１犌２∈!

，则把
!

叫做形状图的一
个语法等价理论．类似地可以定义形状图相应的语
义等价理论，即

!#犌１犌２蕴涵犌１犌２∈!．由文献
［１０］中２．４节关于等价规则的性质定理，不难证明
!"犌１犌２当且仅当! #犌１犌２．类似地根据形状图
的蕴涵规则，可以定义形状图的语法蕴涵理论和语义
蕴涵理论及证明

!"犌１犌２当且仅当!#犌１犌２．
本节介绍形状图的重写系统和这两种理论的判

定方法．
３１　形状图的等价重写系统

形状图的等价重写系统可比照代数项的重写系
统［１２］来讨论．它用于形状分析和验证过程中对形状
图进行等价化简．

形状图等价规则限制为单向后得到的蕴涵规则
就是一条形状图重写规则．一组形状图重写规则构
成一个形状图重写系统．不能用该系统的规则再进
行归约的形状图称为最简形状图．不存在无穷归约
序列的系统称为具有终止性的系统．可以参照项重
写系统继续定义系统的临界对（ｃｒｉｔｉｃａｌｐａｉｒ）、局部
合流性和合流性．

仿照ＫｎｕｔｈＢｅｎｄｉｘ完备化过程［１３］，可以把文
献［１０］中２．３节的等价规则集变换成一个与之等价
并且终止与合流的形状图重写系统

$．
下面先以一个简单的项重写系统为例来熟悉项

重写系统的一些概念，然后说明项重写和形状图重
写之间的主要异同．例如，代数等式
狓＋０＝狓，狓＋（－狓）＝０，（狓＋狔）＋狕＝狓＋（狔＋狕）
是属于包含０、加和一元减的自然数等式系统中的
等式，把它们从左到右定向，得到３条重写规则
狓＋０→狓，狓＋（－狓）→０，（狓＋狔）＋狕→狓＋（狔＋狕）
项狓＋（狔＋（－狔））的子项狔＋（－狔）与第２条规则
的左部匹配，因此狓＋（狔＋（－狔））可用第２条规则
重写成狓＋０，再依据第１条规则重写为狓．不难证
明这３条规则构成的重写系统是终止的．

要证明合流性，需要考察临界对．第３条规则左
部的子项狓＋狔和该规则左部（狓′＋狔′）＋狕′（加撇号
以便区别）合一，得到临界对

〈（狓′＋狔′）＋（狕′＋狕），（狓′＋（狔′＋狕′））＋狕〉
该临界对中的两个项都能归约到狓′＋（狔′＋（狕′＋狕））．
可以类似地计算该重写系统的其它临界对并证明每
一临界对中的两个项都能归约到同一个项，所以该
系统具有局部合流性．再由终止性可得该系统具有
合流性．

在上述项重写系统中，规则的左部和右部都是
项，被重写的也是项．而形状图系统与项重写系统相
比，最大的区别是：规则的左部和右部都是窗口，被
重写的是形状图．产生该区别的根源在于形状图是
二维的．基于同样的原因，合一和匹配的描述也有区
别．但是两个系统的本质概念和方法是一致的．

下面先给出节点相同和形状图相同的定义．
定义１．　节点狀１和狀２若满足下面两个条件，则

称狀１和狀２相同：
（１）狀１和狀２是同类节点，并且若都是声明节点、

结构节点或浓缩节点，则有同样的出边及其标记；若
都是谓词节点，则谓词名相同．

（２）若狀１和狀２是同类浓缩节点或谓词节点，且
分别带ｅ１与ａ１和ｅ２与ａ２，则必须满足（ｅ１＝＝ｅ２∧
ａ１）ａ２并且（ｅ１＝＝ｅ２∧ａ２）ａ１．其中，无约束浓缩
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节点在此都被视为带犿与犿＞＝０的浓缩节点．下
面讨论判定方法时也作如此假设．

定义２．　形状子图犌１和犌２若满足下面两个条
件，则称犌１和犌２相同．

（１）犌１和犌２的节点一一对应．
（２）犌１和犌２的对应节点都是相同节点，并且若

它们有出边，则标记相同的出边所指向的节点是对
应节点．

定义３．　形状图犌１和犌２若满足下面的条件，
则称犌１和犌２相同．
犌１和犌２的形状子图一一对应并且相同．
在从形状图的等价规则构造重写系统时，可以

忽略如图４那样仅替换浓缩节点的ｅ和ａ的那些等
价规则，因为定义１已把替换前后的浓缩节点定义
为相同．

在完备化过程中，文献［１０］中２．３节的（循环）
单链表、（循环）双向链表和二叉树的等价规则按照
节点数减少的方向定为重写规则，例如图９的等价
规则（１）和（２）定向为从右向左的重写规则．规则（１）
和（２）其实是同一条规则，只要把其中一条规则中边
上的标记ｒ和ｌ对调一下就可看出，这里写成两条

图９　等价规则的一些例子

是为了便于下面理解和讨论临界对．对那些两边节

点数相等的各种等价规则，可按下面的方式之一
定向：

（１）对于１个结构节点和ｅ等于１的浓缩节点
之间的等价规则，定向为向浓缩节点的重写，例如
图９（３）定向为从左向右．按这个方向定向是便于若
干个相邻的结构节点归约成浓缩节点．

（２）对于出自链表定义的等价规则，定向为向
谓词节点的重写，例如图９的规则（４）和（５）定向为
从右向左．

形状图的归约一定会终止，因为每次归约都会
使节点数减少或保持不变，而节点数保持不变的重
写情况受上面两条的限定，因此归约一定会终止．

$

的合流性可以参照项重写系统合流性的证明
方法来证明．首先考虑临界对，例如，由图９的等价
规则（１）和（２）得到两条重写规则犚１和犚２．犚１和犚２
的左部（对应图９等价规则（１）和（２）的右部）经两种
方式合一，得到２个临界对，分别是图１０的（１）和
（２）与图１０的（３）和（４），它们分别都能化简到相同
的窗口．其余的临界对也都是由于规则的窗口中有
（循环）单链表、（循环）双向链表或二叉树的浓缩节
点而产生的，例如对应图３（１）和（２）的相应重写规
则也会产生２个临界对．很容易检查它们都可归约
到同样的窗口，因而证明

$

是局部合流的．再根据$

的局部合流性和终止性可以证明
$

是合流的．

图１０　临界对的两个例子

基于形状图等价重写系统以及图４这样的规
则，参照代数项上的证明方法，不难证明下面的
定理．

定理．　形状图犌１和犌２等价，即犌１犌２，当且
仅当它们化简后的最简形状图犌′１和犌′２相同．
３２　犌１，１∨…∨犌１，犿犌２，１∨…∨犌２，狀的判定方法

抽象地说，判定犌１，１∨…∨犌１，犿犌２，１∨…∨
犌２，狀可以先用３．１节的等价重写系统把两边所有的
形状图分别化简，然后比较两边的各个最简形状图
是否都能在对方找到相同的形状图．但是３．１节的
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等价重写系统并未考虑个数不同的形状图之间的等
价性，为此需要利用文献［１０］中２．３节里的犠
犠１∨犠２等价规则（如图１１）展开形状图，以期建立
个数不同的形状图之间的等价性．结合应用场合的
特点，本文讨论的等价式中各形状图的声明变量集
都相同，等价式的判定方法如下：

图１１　从二叉树定义得到的等价规则

（１）若犌１，１和犌２，１的声明变量集不同则该等价
式不成立．否则继续下面步骤．

（２）将上式中所有的形状图，用３．１节介绍的
形状图重写系统把它们归约到最简形状图．仍用原
来的符号犌１，犻（１犻犿）或犌２，犼（１犼狀）代表各形
状图的最简形状图．

（３）若某个犌１，犻（１犻犿）的某条尽可能长的且
不经过浓缩节点的访问路径是某个犌２，犼（１犼狀）
的某条不经过浓缩节点的访问路径的真前缀，并且
若犌１，犻中的这条访问路径指向的节点可以用犠
犠１∨犠２的等价规则展开，则将其展开．反之亦然．直
到不存在这样的路径或者虽存在但不能展开为止．

为防止滥用犠犠１∨犠２这类等价规则，需要
从访问路径的比较上加以限制．例如，若犌１，犻中有不
能再延长的二叉树访问路径狆→ｌ，犌２，犼中有访问路
径狆→ｌ→ｒ，且在犌１，犻中狆→ｌ指向谓词节点，则可以
根据图１１的二叉树等价规则将犌１，犻展开，其中等价
规则中的ｓ是占位符，可以通配访问路径狆→ｌ中的
ｌ．该规则由图２的二叉树定义得到．

文献［１０］中２．３节里的所有的犠犠１∨犠２都
像图１１这样，右边犠１或犠２中指向谓词节点或浓缩
节点的访问路径比犠的多一个结构体的指针域，因
此不会出现等价式左右两边的形状图不断交替展开
而不终止的情况．

经过这样的展开，原等价式变换成犌′１，１∨…∨
犌′１，犿′犌′２，１∨…∨犌′２，狀′．

（４）对每个犌′１，犻（１犻犿′），若存在某个犌′２，犼
（１犼狀′），使得犌′１，犻和犌′２，犼相同，并且反之亦然，则
犌１，１∨…∨犌１，犿犌２，１∨…∨犌２，狀，否则该式不成立．

显然，若上述方法中涉及的由整型线性表达式
之间的关系式所构成的断言都可判定，则犌１，１∨…∨
犌１，犿犌２，１∨…∨犌２，狀可判定．

３３　犌１，１∨…∨犌１，犿犌２，１∨…∨犌２，狀的判定方法
该判定方法用于程序分析和验证过程中对形状

图蕴涵关系的判定，例如第４节的循环不变形状图
和递归函数前后形状图的推断算法需要用到该方
法．先定义节点相容和形状图相容．

定义４．　节点狀１和狀２若满足下面的条件，则
狀１相容于狀２（与定义１的区别仅在条件（２））．

（１）狀１和狀２是同类节点．并且若都是声明节点、
结构节点或浓缩节点，则有同样的出边及其标记；若
都是谓词节点，则谓词名相同．

（２）若狀１和狀２是同类浓缩节点或谓词节点，且
分别带ｅ１与ａ１和ｅ２与ａ２，则必须满足（ｅ１＝＝ｅ２∧
ａ１）ａ２．

定义５．　形状子图犌１和犌２若满足下面３个条
件，则称犌１相容于犌２．

（１）犌１的节点集犖１到犌２的节点集犖２有一对一
的函数犳，使得犖２－犳（犖１）若非空，则其中只有浓
缩节点并且每个浓缩节点的（ｅ＝＝０）∧ａ可满足，
即这些浓缩节点可以有ｅ等于０的情况．

（２）对任何狀∈犖１，狀相容于犳（狀）．
（３）对任何狀∈犖１，若狀和犳（狀）的某标记相

同的出边分别指向节点狀１和狀２，则狀２经过犿个
（犿０）属于犖２－犳（犖１）的浓缩节点后所到达的狀′２
和狀１满足犳（狀１）＝狀′２．

对于图１２的犌１和犌２，犌１的那个浓缩节点经犳
函数映射到犌２最右边的那个浓缩节点．因为犌２左
边两个浓缩节点的犿和犽都可以等于０，所以犌１相
容于犌２．

图１２　帮助理解定义５的两个形状图

定义６．　形状图犌１和犌２若满足下面的条件，
则称犌１相容于犌２．
犌１和犌２的形状子图一一对应并且犌１的每个形

状子图相容于犌２中对应的形状子图．
在证明形状图之间的蕴涵时，需要考虑在用等
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本处应修改为：
   若n1和n2是分别带e1与a1和e2与a2的同类节点，则应有a1 => \exists y1,…, yn. e1 == e2 /\ a2)，其中y1, …, yn是e2和a2中有而e1和a1中无的变量。若没有这样的变量y，则可简化为应有a1 => (e1 == e2 /\ a2)




价重写系统化简形状图后，适当地使用形状图的蕴
涵规则．所使用的蕴涵规则是２．２节中第（１）类蕴涵
规则，即由犠犠１∨犠２得到的犠１犠和犠２犠；
而对于第（２）和（３）类蕴涵规则，由于它们都是针对
浓缩节点的ｅ和ａ的规则，其效果已体现在节点相
容的定义中，因而不必作为重写规则．
犌１，１∨…∨犌１，犿犌２，１∨…∨犌２，狀的判定方法可

通过略微修改３．２节的等价式判断方法中的（３）和
（４）两点即可得到：

（３）若某个犌２，犼（１犼狀）的某条尽可能长的且
不经过浓缩节点的访问路径是某个犌１，犻（１犻犿）
的某条不经过浓缩节点的访问路径或其真前缀，但
不是指向同类节点，则尝试使用上面提到的蕴涵规
则对犌１，犻进行重写．

例如，若图１１规则右部两个窗口之一和左部窗
口分别出现在犌１，犻和犌２，犼中的上述位置，则使用相应
蕴涵规则重写犌１，犻，把窗口中内容归约成谓词节点．

（４）对每个犌１，犻（１犻犿），若存在某个犌２，犼
（１犼狀），使得犌１，犻相容于犌２，犼，则犌１，１∨…∨犌１，犿
犌２，１∨…∨犌２，狀，否则该蕴涵式不成立．

４　循环不变形状图和递归函数前后
形状图的推断

　　本节应用第３节的形状图理论判定方法来推断
循环不变形状图．该推断方法的一个变种可用来推
断递归函数的前后形状图．

形状图是指针有效性和指针相等性断言的集合
的图形表示，循环不变形状图就是循环不变式中有
关指针断言的那部分不变式，函数前后形状图就是
函数前后条件中有关指针的那部分断言．

对易变数据结构的处理，循环语句通常完成下
面功能之一：

（１）寻找数据结构中的操作位置或依次对各节
点上数据进行操作．这时，除了某些声明指针的指向
在节点间移动外，形状图没有其他变化．

（２）循环体的每次迭代都在对数据结构进行节
点插入或删除．循环体执行过程中虽然破坏了数据
结构的形状，但每次到达循环体结束点时，形状得到
恢复，仅节点个数发生变化．

（３）循环体的每次迭代都在对数据结构某些节
点的边的指向进行调整，并且有可能出现这样的情
况：每次迭代结束时形状并未得到恢复，但在整个循
环执行结束时形状得到恢复．例如文献［１０］中例２

使用的双向链表倒置算法．
对于这类循环，在循环体的每条执行路径上，声

明指针在形状图上的移动引起的形状图变化主要体
现在浓缩节点所代表的节点个数的变化上．
４１　循环不变形状图推断算法的框架

根据基于抽象解释的循环不变式推断框架［１１］，
循环不变形状图的推断算法框架如图１３．为表达简
单起见，本节用字母

%

表示可以出现形状图析取的
形状图．

对于循环ｗｈｉｌｅ（犅）犛
　（１）计算循环前条件%０＝%狆狉犲．犻＝０．
　（２）根据形状图逻辑的规则计算%′犻＋１，使得

｛
%犻∧犅｝犛｛%′犻＋１｝．

　（３）应用抽象规则计算%犻＋１，使得%′犻＋１%犻＋１．
　（４）若%犻＋１%０∨…∨%犻，则%０∨…∨%犻是循环不变形状

图；否则，犻＝犻＋１，转（２）．

图１３　循环不变形状图推断的算法框架

下面对图１３的算法框架做一些解释：
（１）算法第（２）步根据形状图逻辑的规则计算

%′犻＋１，%犻∧犅代表形状图%犻和符号断言犅的合取［１１］．
若碰到引起内存泄漏的操作、悬空指针或ｎｕｌｌ指
针脱引用（ｄｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅ）操作，则无规则可用，报告
错误．

（２）算法第（３）步的抽象是指：对形状图上随循
环迭代次数变化而变化的浓缩节点（指其代表的结
构节点数随迭代次数变化而变化），把其代表结构节
点数的表达式换成能概括多次（甚至全部）迭代情况
的表达式．应用的抽象规则是采用文献［１０］中第
２．３节的蕴涵规则．

（３）算法第（４）步%犻＋１%０∨…∨%犻的证明是采
用３．３节的判定方法．

以２．３节的那段单链表代码（假定至少有一个
表元）的循环不变形状图（图８（１））的推断为例．各
程序点的形状图见图１４，图中犼是形状分析系统引
入的虚拟变量．第１次迭代后犌１犌０不成立，但第２
次迭代后能证明犌２犌０∨犌１，因此犌０∨犌１是循环
不变形状图．由于犌０犌１，因此犌０∨犌１可简化为
犌１．由于没有程序变量可以替代犌１中的虚拟变量犼，
则略去犼，得到结果就是图８（１）．
４２　算法终止的讨论

图１３算法终止取决于下面３点：
（１）算法第（３）步的抽象能够成功．
（２）算法第（４）步的蕴涵式的证明因得到结果

而终止或因形状检查发现错误而终止．
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图１４　推断循环不变式的迭代过程
（３）若形状检查没有发现错误，算法第（４）步的

蕴涵式最终会成立．
该算法终止的理由概述如下：
（１）本文为循环体犛的每条执行路径都安排累

计该路径执行次数的虚拟变量．选择一种合适的虚
拟变量命名方式，能应对出现并列和嵌套循环的情
况以及循环体中出现并列和嵌套条件语句的情况．
在增加虚拟变量时，还要把表达虚拟变量之间关系
的等式或不等式加到相关形状图中．

通过增设虚拟变量，结合下面（２）有关浓缩节点
的ｅ表达式为线性的讨论，算法第（３）步的抽象就能
够成功，即可以把浓缩节点所概括的节点数抽象为

用含相应虚拟变量的线性表达式来表示．
（２）从第３节知道，形状图蕴涵关系判定方法的

终止性依赖于判断浓缩节点之间蕴涵与否的（ｅ＝＝
ｅ′∧ａ）ａ′的证明的终止性．下面是相关的分析．

对于循环体犛的任意一条执行路径，对于除第
１次迭代计算以外的其他各次迭代计算的结果形状
图，若与上次迭代计算的结果形状图相比，某浓缩节
点所代表的节点数发生变化，则再次迭代计算引起
的变化与本次迭代计算的变化相同．若循环前某浓
缩节点代表犪狓＋犫个节点，第１次迭代时，个数变化
是犱，随后各次迭代的个数变化是犮，则该路径执行
狔（狔＞１）次结束时，该浓缩节点代表的节点数是（犪狓＋
犫）＋（犮狔＋犱），由于（犪狓＋犫）在循环执行过程中不
变，因此在图１３算法中证明形状图之间的蕴涵时可
当成常量．这样，在每次迭代计算过程中，浓缩节点
所代表节点的个数本质上可用该路径的虚拟变量的
线性表达式来表示，这就保证了该浓缩节点的表达
式ｅ维持为线性．类似的分析可知ａ中的整型表达
式也是线性．这就保证（ｅ＝＝ｅ′∧ａ）ａ′的证明会终
止．图１４例子的迭代过程体现了这里所说的对浓缩
节点的抽象．

另一方面，在有狆＝狆→ｎｅｘｔ这样指针赋值的
情况下，除第１次迭代计算外，若一次迭代计算的结
果形状图中出现无声明节点指向的结构节点，但又
不能折叠成（或并入相邻）浓缩节点．则表明该结构
节点的出边的指向不符合数据结构定义的要求，先
前关于循环语句的３种用法中不会出现这样的情
况．因此，若经抽象后，相邻２个声明指针所指向的
节点之间的结构和浓缩节点的个数大于３（简称节
点个数约束），则在循环体结束点的形状检查［１０］会
报告错误并终止迭代．

例如，对于各节点都有指针域ｌ和ｒ的双向非
空链表，用循环依次将各节点的ｌ域置为ＮＵＬＬ且
ｒ域的指向不变．代码如下：

狆＝ｈｅａｄ；
ｗｈｉｌｅ（狆→ｒ！＝ＮＵＬＬ）｛
　狆＝狆→ｒ；狆→ｌ＝ＮＵＬＬ；
｝

这相当于废弃ｌ域，用ｒ来构成一个单链表．图１５
（１）是循环入口的形状图，图１５（２）是经过３次迭代
的形状图．本算法无法把已经遍历过的结构节点折
叠为浓缩节点，因为双向链表没有相应的规则．形状
检查会因两个相邻声明节点超出节点个数约束而报
告错误．
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图１５　循环不变形状图推断过程报告错误的例子

（３）由于声明指针的个数有限，再加上（２）提到
的节点个数约束，在循环体结束点能形成的不等价
形状图有限．若未见报告程序错误，则一定存在犻，
使得

%犻＋１%０∨…∨%犻成立．
４３　递归函数前后形状图的推断

对于非递归函数，可以从函数前形状图自动推
断函数后形状图．但该方法难以用到有指针型形参
且返回值是指针的递归函数，因为推断递归函数前
后形状图时要用到该函数的前后形状图．

若仅有指针型的形参，或仅有指针型的返回值，
根据形状系统对函数调用点和返回点的形状约束，
函数的递归性并没有给形状分析带来困难．倘若形
参和返回值都是指针型，则虽有形状系统的约束，在
函数返回点也不能确定实参指针和返回指针之间的
关系，因而不能确定函数后形状图．关注实参指针是
因为它的值在被调用函数中虽不变，但其指向的节
点在数据结构中的位置可能会变．为此，函数的前形
状图增设虚拟变量来表示实参指针，它与形参指针
指向同一个节点，并据此来推断函数后形状图．

可以像推断循环不变形状图那样迭代推断函数
后形状图．因为计算会终止的递归函数总有非递归
的出口，可以先通过非递归路径得到函数后形状图
的初值，然后再在递归路径上迭代求解．

对于直接递归函数，若函数体中的循环语句里
面没有递归调用（通常如此），则函数前后形状图的
推断方法概述如下：

（１）通过程序分析，确定函数体中非递归执行
路径和递归执行路径的语句序列．这里所说的执行
路径把无递归调用的循环语句看成一个语句，把两
个分支都有（或都无）递归调用的条件语句也看成一
个语句，以减少要考虑的路径数．为叙述方便，假定
非递归和递归的执行路径各一条，语句序列分别是

犛狀狅狀和犛狉犲犮．
（２）从函数前形状图%犲狀狋狉狔和犛狀狅狀通过形状图逻

辑的规则得到
%０，使得｛%犲狀狋狉狔｝犛狀狅狀｛%０｝．令犻＝０．

（３）根据形状图逻辑的规则计算%　′犻＋１，使得
｛
%犲狀狋狉狔｝犛狉犲犮｛%　′犻＋１｝．其中%犲狀狋狉狔和%犻作为犛狉犲犮中出现的
递归函数调用的前后形状图．

（４）应用抽象规则计算%犻＋１，使得%　′犻＋１%犻＋１．
（５）若%犻＋１%０∨…∨%犻，则%０∨…∨%犻是函数

后形状图；否则，犻＝犻＋１，转（３）．
除了推断递归函数的函数前后条件需先分析函

数的非递归和递归的执行路径外，本算法与图１３算
法没有本质上的区别，把本算法的第（２）到（５）步与
图１３算法的第（１）到（４）步比较就可以看出这一点．

５　形状图理论和整数理论组合的
判定方法

　　在程序验证器原型中，验证条件生成器所产生
的验证条件的一般形式是：

　（犌１，１∧犙１，１）∨…∨（犌１，犿∧犙１，犿）
　　　（犌２，１∧犙２，１）∨…∨（犌２，狀∧犙２，狀）

其中犙代表符号断言的合取，并且其中没有指针相
等性断言和有效性断言．

验证条件的证明是形状图理论和整数线性算术
理论的组合的判定问题．首先，形状图之间蕴涵的证
明要根据形状图理论．其次，犙中像狆→犱＜狇→ｎｘｔ→
犱这样的断言，需要根据形状图来判断狆→犱和狇→
ｎｘｔ→犱分别是属于哪个节点的数据．

注意，在形状图中，浓缩节点和谓词节点可能附
带ｅ和ａ．这表明形状图理论内部涉及线性整数算
术理论．它与本节讨论的理论组合的判定问题没有
联系，因为系统原型限定ｅ和ａ只依赖整型声明变
量，不依赖于节点的数据．因为ｅ和ａ是决定该浓缩
节点或谓词节点所代表的链表（段）的长度、或者所
代表的二叉树片段的高度的表达式和断言，通常在
实际编程中不会把决定某种数据结构的长度或高度
的信息存放在该数据结构节点的域中．

本节讨论组合理论的两种证明方式．
５１　易变数据结构上被关注性质的描述

通常关注易变数据结构３个层次的性质：
（１）各个节点是否连接成预定的形状
该性质的验证在形状分析阶段完成，程序员只

要像声明类型那样声明形状即可．这仅是形状图理
论上的问题．
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（２）与形状有关的性质
例如链表的长度、树的高度、二叉树的两边是否

平衡和节点之间的可达性等．这些性质很容易归纳
定义，虽然循环链表的长度的归纳定义会略显复杂．

（３）与各节点上数据排列有关的性质
当数据需按序排列时，一个数据存放到哪个节

点依赖于对数据结构上节点的定序．线性链表上节
点之间的定序比较简单，二叉树上节点之间有多种
定序方式．这样，数据是否有序的比较必定涉及数据
所属节点在数据结构上的位置．

在定义上述性质时，比较简单的方式是用以指
针为参数（可能还有其他参数）的归纳谓词．另一种
方式是先定义节点之间的可达关系，然后基于此再使
用量词来定义所需的性质．用这两种方式描述性质都
比较有利于对操作易变数据结构的递归程序的验证．

本文的系统原型针对形状图上浓缩节点的特
点，还提供使用量词来概括数据性质的方式，以方便
操作易变数据结构的循环程序的验证．例如有序单
链表可定义为
ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔ（Ｎｏｄｅ狆）
犿：&&&．（狆（→ｎｘｔ）犿＝＝ＮＵＬＬ∧
　犻：１．．犿－１．狆（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝狆（→ｎｘｔ）犻→犱）
其中Ｎｏｄｅ类型由ｔｙｐｅｄｅｆｓｔｒｕｃｔｎｏｄｅ｛ｉｎｔ犱；ｓｔｒｕｃｔ
ｎｏｄｅｎｘｔ｝Ｎｏｄｅ给出，其中狆（→ｎｘｔ）犻代表狆→ｎｘｔ…
→ｎｘｔ，共犻个“→ｎｘｔ”．在该定义中，量词的约束变
元出现在访问路径的上角标中．这种直接基于编程
语言中访问路径语法的定义显得比较直观．
５２　符号断言语言

为便于下面的讨论，将系统原型所使用的断言
语言的抽象语法描述在图１６．几点说明如下：

　　犻犱∈犐犱犲狀狋犻犳犻犲狉（程序中的标识符集）
　　狋狀∈犛犻犱犲狀狋犻犳犻犲狉（程序中结构体类型的名字集）
ｐｒｅｄｉｃａｔｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ
　　狆犱∷＝狆狉犲犱犻犮犪狋犲犻犱（狆狆１，…，狆狆犽）＝犪
ｐｒｅｄｉｃａｔｅｐａｒａｍｅｔｅｒ
　　狆狆∷＝狋犻犱
ｐａｒａｍｅｔｅｒｔｙｐｅ
　　狋∷＝犻狀狋｜狋狀
ｐｒｏｐｅｒｔｙｔｈｅｏｒｅｍ
　　狆狋∷＝狋犺犲狅狉犲犿犪１犪２｜狋犺犲狅狉犲犿犪１犪２
ａｓｓｅｒｔｉｏｎ（犫狅狅犾犲狓狆是布尔表达式，其产生式略去）
　　犪∷＝犫狅狅犾犲狓狆｜犻犱：犱．犪｜犻犱：犱．犪｜（犪）
ｄｏｍａｉｎ（犻狀狋犲狓狆是整型表达式，其产生式略去）
　　犱∷＝'｜&｜&

＋｜犻狀狋犲狓狆１…犻狀狋犲狓狆２
ｌｖａｌｕｅ
　　犾狏∷＝…｜犾狏（→犻犱）犻狀狋犲狓狆

（左值犾狏是各类型犲狓狆的一种选择）

图１６　符号断言语言的抽象语法

　　（１）图１６前一部分是自定义谓词以及这些谓
词之间性质定理的语法，后一部分是断言的语法．谓
词应用可出现在布尔表达式中，因而可出现在断
言中．

（２）程序员用图１６的文法编写的断言中出现
的变量，若不是程序变量，则称之为逻辑变量．

（３）量词约束变元的论域只能是整数域或它的
某个区间，因而禁止使用指针型约束变元．在需要由
存在量词来约束指针型变元的地方，可以用指针型
逻辑变量来代替．
　　下面用有序单链表来解释为什么需要提供性质
定理．有序单链表的归纳定义如下：
ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔ（Ｎｏｄｅ狆）
　狆＝＝ＮＵＬＬ∨狆→ｎｘｔ＝＝ＮＵＬＬ∨
　　狆→犱＜＝狆→ｎｘｔ→犱∧ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔ（狆→ｎｘｔ）
在一个子句中，若出现以狆为前缀的访问路

径，则默认有断言狆！＝ＮＵＬＬ．ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔ的定义从
表尾向表头方向归纳．但是，在遍历有序单链表时，
例如图１７单链表插入函数中的循环代码（暂且不关
心图１７中的断言），其遍历方向是从表头向表尾，因
此还需要用下述表段谓词和性质定理．
　　ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔＳｅｇ（Ｎｏｄｅ狆，Ｎｏｄｅ狇）

　狆＝＝狇∧狇！＝ＮＵＬＬ∨
　　狆→犱＜＝狆→ｎｘｔ→犱∧
　　ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔＳｅｇ（狆→ｎｘｔ，狇）
和
ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔＳｅｇ（狆，狇）∧狇→犱＜＝狇→ｎｘｔ→犱
　ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔＳｅｇ（狆，狇→ｎｘｔ）

这个性质定理保证已扫描过的表段再加入下一个被
扫描的节点，结果仍然是表段．
ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔ和ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔＳｅｇ两个谓词之间的

如下性质定理也是验证时不可缺的：
ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔＳｅｇ（狆，狇）∧ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔ（狇）
　ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔ（狆）

上述２个性质定理都需要程序员提供，因为它们的
证明需要基于表段的长度进行归纳，基于演绎推理
的自动定理证明器难以发现这样的性质．
ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔ谓词出现在函数的前后断言中，而

ＳｏｒｔｅｄＬｉｓｔＳｅｇ谓词出现在循环不变式中．后者的定
义只要能支持函数前后条件的证明就足矣，没有必
要选择最一般的定义，即把被验证函数中不会出现
的情况也囊括在内，以免给验证增添不必要的麻烦．

在断言文法及其类型系统的基础上，还要限制
断言中的整型表达式必须是线性表达式．
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ｔｙｐｅｄｅｆｓｔｒｕｃｔｎｏｄｅ｛ｓｔｒｕｃｔｎｏｄｅｎｘｔ；ｉｎｔ犱；｝Ｎｏｄｅ；／ｓｉｎｇｌｙｌｉｎｋｅｄｌｉｓｔ／
／＠ａｓｓｅｒｔｉｏｎ犿＝＝ｌｅｎｇｔｈ（ｈｅａｄ，ｎｘｔ）∧ｏｌｄｈｅａｄ＝＝ｈｅａｄ∧犻：１．．犿－１．（ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻→犱）
　ｏｌｄｈｅａｄ是为记住实参指针的值而引入的逻辑变量／
Ｎｏｄｅｉｎｓｅｒｔ（Ｎｏｄｅｈｅａｄ，ｉｎｔｄａｔａ）｛
　Ｎｏｄｅｐｔｒ；Ｎｏｄｅｐｔｒ１；Ｎｏｄｅ狆；ｉｎｔ犼；
　狆＝ｍａｌｌｏｃ（Ｎｏｄｅ）；狆→犱＝ｄａｔａ；狆→ｎｘｔ＝ＮＵＬＬ；
　ｉｆ（ｈｅａｄ＝＝ＮＵＬＬ）｛ｈｅａｄ＝狆；
　｝ｅｌｓｅｉｆ（狆→犱＜＝ｈｅａｄ→犱）｛狆→ｎｘｔ＝ｈｅａｄ；ｈｅａｄ＝狆；
　｝ｅｌｓｅ｛
　　ｐｔｒ１＝ｈｅａｄ；ｐｔｒ＝ｈｅａｄ→ｎｘｔ；犼＝１；
　　／＠ｌｏｏｐ＿ｉｎｖａｒｉａｎｔｐｔｒ！＝ＮＵＬＬ∧犻：１．．犼－１．（ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻→犱）∧ｐｔｒ１→犱＜＝ｐｔｒ→犱∧
　　　　　ｐｔｒ１→犱＜狆→犱∧犼＞＝１∧ｏｌｄｈｅａｄ＝＝ｈｅａｄ∧犻：１．．犿－犼－１．（ｐｔｒ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｐｔｒ（→ｎｘｔ）犻→犱）∨
　　　ｐｔｒ＝＝ＮＵＬＬ∧犻：１．．犼－１．（ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻→犱）∧ｐｔｒ１→犱＜狆→犱∧犼＞＝１∧ｏｌｄｈｅａｄ＝＝ｈｅａｄ／
　　ｗｈｉｌｅ（（ｐｔｒ！＝ＮＵＬＬ）＆＆（ｐｔｒ→犱＜狆→犱））｛ｐｔｒ１＝ｐｔｒ；ｐｔｒ＝ｐｔｒ→ｎｘｔ；犼＝犼＋１；｝
　　狆→ｎｘｔ＝ｐｔｒ１→ｎｘｔ；ｐｔｒ１→ｎｘｔ＝狆；
　｝
　ｒｅｔｕｒｎｈｅａｄ；
｝／＠ａｓｓｅｒｔｉｏｎｌｅｎｇｔｈ（ｈｅａｄ，ｎｘｔ）＝＝犿＋１∧犻：１．．犿．（ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻→犱）∧ｏｌｄｈｅａｄ＝＝ＮＵＬＬ∨
　ｈｅａｄ→犱＜＝ｏｌｄｈｅａｄ→ｎｘｔ→犱∧ｏｌｄｈｅａｄ＝＝ｈｅａｄ→ｎｘｔ∧ｌｅｎｇｔｈ（ｏｌｄｈｅａｄ，ｎｘｔ）＝＝犿∧
　　　　　　　　　　　　　　　　　　犻：１．．犿－１．（ｏｌｄｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｏｌｄｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻→犱）∨
　ｌｅｎｇｔｈ（ｈｅａｄ，ｎｘｔ）＝＝犿＋１∧犻：１．．犿．（ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻→犱）∧ｏｌｄｈｅａｄ＝＝ｈｅａｄ　／

图１７　单链表的插入函数

５３　验证条件的证明方法
对于验证条件
（犌１，１∧犙１，１）∨…∨（犌１，犿∧犙１，犿）
　（犌２，１∧犙２，１）∨…∨（犌２，狀∧犙２，狀），

在形状分析阶段已经证明了
犌１，１∨…∨犌１，犿犌２，１∨…∨犌２，狀，

即对每个犌１，犻（１犻犿），存在犌２，犼（１犼狀），使得
犌１，犻犌２，犼．现在仅需要证明：对每个犌１，犻∧犙１，犻，存在
犌２，犼∧犙２，犼（其中犌１，犻犌２，犼已经证明），使得犌１，犻∧
犙１，犻犙２，犼．可把犌１，犻看成犙１，犻犙２，犼的证明环境，写
成犌１，犻犙１，犻犙２，犼．实际证明时，还有程序员提供的
谓词定义和性质定理可用，用字母犜表示，因此下
面仅关注犌，犜犙犙′的证明方法．
犌，犜犙犙′的证明有两种方式：第１种是常

规的方式，把形状图理论和整数理论组合的判定转
换为整数理论上的判定．它通过引入一些未解释函
数，把犌转换成符号断言犘，然后把!（犘∧犜∧犙
犙′）交给Ｚ３．具体把形状图转换为符号断言的方法
见文献［１４］．这种方式的缺点是，在推理犙中涉及
节点数据的断言时，指针符号断言犘不能像形状图
犌那样提供对形状的全局把握，从而某些验证条件
用Ｚ３证不出．举例说明如下：

例１．　单链表的插入函数，代码和断言见图１７．
该例的循环不变形状图是根据４．１节的算法自动
推断的．为可读起见，断言都出现在注释中．图１８是
ｒｅｔｕｒｎ语句之前程序点形状图犌１，１∨犌１，２∨犌１，３∨

图１８　ｒｅｔｕｒｎ语句前形状图的一种情况

犌１，４（分别对应只有新插入节点、插在表头、插在表
中和插在表尾４种情况）中的犌１，３，其中ｈｅａｄ′是为
表示实参指针而增设的虚拟变量，对应的犙１，３是下
述符号断言，其中有序性用全称量化断言表示：
犻：１．．犼－１．（ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻→
　犱）∧ｐｔｒ１→犱＜狆→犱∧狆→犱＜＝ｐｔｒ→犱∧犼＞＝１∧
　　犻：１．．犿－犼－１．（ｐｔｒ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝
　　　ｐｔｒ（→ｎｘｔ）犻→犱）
犌１，３转换成的符号断言如下：
ｈｅａｄ＝＝ｈｅａｄ′∧ｐｔｒ１＝＝ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犼－１∧
　狆＝＝ｐｔｒ１→ｎｘｔ∧ｐｔｒ＝＝狆→ｎｘｔ∧
　ｐｔｒ（→ｎｘｔ）犿－犼＝＝ＮＵＬＬ∧
　ｌｅｎｇｔｈ（ｈｅａｄ，ｎｘｔ）＝＝犼－１＋２＋犿－犼
由犌１，３转换得到的断言是一些有关有效指针相

等、指针等于ＮＵＬＬ和链表长度的断言，它们是形
状图所包含信息的符号表示．其他信息，例如狆＝＝
ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犼可以从这些断言推导．显然，这些断言
和犙１，３的合取能蕴涵函数后条件中的第３种情况
（即图１７中的最后一行，记为犙２，３）．把这些符号断
言转换成Ｚ３能接受的形式的转换方法见文献［１４］．
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用Ｚ３证明不了这样的蕴涵．原因是在符号断
言中，Ｚ３难以发现犙１，３中４个断言的前后衔接次
序．若有图１８的形状图，通过把这４个断言分别标
注到相关节点上，则很容易发现它们合并后就是
犙２，３中的全称断言．

采用第１种方式的另一个问题是，若与某个归
纳谓词定义相对应的某条展开规则对验证来说是需
要的，则容易引起Ｚ３不停地用该展开规则去展开
断言中出现的谓词应用，导致证明不终止．

第２种证明方式是把形状图直接用于犌，犜
犙犙′的证明．参照ＮｅｌｓｏｎＯｐｐｅｎ框架［１０］，本文提
出的犌，犜犙犙′的证明方法概述为如下３步：

（１）将犙（形式为犙１∧…∧犙犿）中所有与节点相
关的犙犼（１犼犿）都标注在犌中相关的节点上．

①相关的节点是指断言中的指针型访问路径
（包括整型访问路径的最长指针型前缀）所到达的节
点．例如，例１中犙１，３的断言ｐｔｒ１→犱＜＝狆→犱标注
在图１８中ｐｔｒ１和狆指向的节点上，断言狆→犱＜
ｐｔｒ→犱标注在图１８中狆和ｐｔｒ指向的节点上．

②全称断言经常标注在某个浓缩节点上．若
在一个全称断言中，约束变元的取值集合使得该
断言与多个节点相关，则把该断言同时标注在这些
节点上．例１中犙１，３的全称断言犻：１．．犿－犼－１．
（ｐｔｒ（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｐｔｒ（→ｎｘｔ）犻→犱）标注在
图１８中ｐｔｒ指向的节点上，断言犻：１．．犼－１．（ｈｅａｄ
（→ｎｘｔ）犻－１→犱＜＝ｈｅａｄ（→ｎｘｔ）犻→犱）标注在图１８
中ｈｅａｄ和ｐｔｒ１指向的两个节点上．对于有两个指
针变元的谓词应用，情况与全称断言的类似．

（２）把能推导出的性质继续标注在犌的相关节
点上，一直到犌的节点都不会再增加新的性质
为止．

①新性质的相关节点若都不在犌中，则无须标
注这类新性质，这有利于保证推导过程的终止．

②对于标注有全称断言的浓缩节点，注意它与
相邻节点之间是否可以利用（（犻：犿．．狀－１．犘（犻））∧
犘（狀））犻：犿．．狀．犘（犻）等等价性来使得全称断言
的约束变元的取值范围扩大．

（３）对犙′（形式为犙′１∧…∧犙′犽）中的每个犙′犼（１
犼犽），检查犙犙′犼是否成立．

①若犙′犼是节点相关的断言．不论是谓词应用、
全称断言还是整数断言，若犙′犼从相关节点的断言以
及犙中与节点无关的断言可推导，则犙犙′犼成立，
否则不成立．节点数据之间的关系可能通过与节点无
关的断言来传递，因此这里强调包括犙中与节点无关

的断言．例如，若狆→犱＝＝犿且狆→ｎｘｔ→犱＝＝狀且
犿＜狀，则狆→犱＜狆→ｎｘｔ→犱．

②若犙′犼是节点无关的断言．若犙′不能从犙推
导，则犙犙′犼不成立．

若对每个犙′犼（１犼犽），犙犙′犼都可证，则犌，
犜犙犙′得证．

可以证明，若整数域上断言的证明都可终止，则
该证明过程终止并且可靠．

这个方法专用于面向操作易变数据结构的程序
的验证．与ＮｅｌｓｏｎＯｐｐｅｎ框架不同的是，这里没有
交错使用两个理论不断推出新性质并进行传播的过
程，而是在形状分析阶段先用形状图理论完成形状
图蕴涵关系的证明．这里只是利用形状图来把符号
断言分组，一方面便于推导更多对验证有用的性质，
另一方面防止出现无止尽地推导．

另一个不同是，ＮｅｌｓｏｎＯｐｐｅｎ框架限定被组合
的理论为无量词的一阶理论，而这里允许量词断言
出现在操作易变数据结构的程序的规范中．

６　实例分析
基于形状图逻辑所实现的程序验证器原型（可

从ｈｔｔｐ：／／ｋｙｈｃｓ．ｕｓｔｃｓｚ．ｅｄｕ．ｃｎ／ＳＧＬ下载）［１４］的流
程分成下面３个阶段．

（１）预处理阶段．该阶段为源代码生成抽象语
法树并像编译器那样完成通常的静态检查；

（２）形状分析阶段．生成各程序点的形状图，包
括推断循环不变形状图和递归函数的前后形状图；

（３）程序验证阶段．该阶段通过正向演算生成
验证条件，并用Ｚ３证明它们．

程序员在编程时，需要提供有关节点数据的函
数前后条件和循环不变式．程序员可以定义一些归
纳谓词，用以描述递归数据结构的数据特点，以方便
写函数前后条件和循环不变式．程序员需要提供这
些谓词之间的、与程序有关的归纳性质，供自动定理
证明器使用．因为基于演绎推理的证明器推导不出
这类性质．

该原型可以验证易变数据结构上较为复杂的程
序，如有序循环双向链表、二叉排序树、伸展树、树堆
（ｔｒｅａｐ）、二叉平衡树和ＡＡ树的插入和删除函数．
有关这些例子的统计数据见表１．其中的验证时间
是在Ｗｉｎｄｏｗｓ７ＰＣ，ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５２４００３．１ＧＨｚ
ＣＰＵ和４ＧＢ内存的机器上实测获得．这些程序大
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多包括插入和删除函数，以及被它们调用的函数．操
作二叉平衡树的程序的函数最多，因为除了插入和

删除函数外，还有左旋、右旋、左平衡和右平衡等
函数．

表１　有关形状图和验证条件的统计数据
数据结构与程序功能 函数／个 递归函数／个 验证条件／个 循环／个 验证时间／ｍｓ

有序单链表：插入、倒置、合并 ３ ０ １１ ４ ５９４２
有序双向链表：倒置 １ ０ ５ ２ １１７９０

有序循环双向链表：插入 １ ０ ３ １ ５３９
二叉排序树：递归和非递归插入、删除 ４ ２ １５ ３ １８６８

ＡＡ树：插入 ３ １ ８ ０ ２４２７４
二叉平衡树：插入、删除 ８ ３ ３２ ０ ９６５５６
树堆：插入、删除 ７ ３ １８ ０ ５９１２
伸展树：插入、删除 ６ ０ １６ ２ １２２４２４

　　表１各例的循环不变形状图都是用本文方法自
动推断的．其中有序双向链表的倒置函数虽只有两
个循环，但验证时间明显高于其他链表程序．这是因
为在用循环代码倒置双向链表过程中，链表被分成
正向和逆向两部分，需要多次迭代才能得到循环不
变形状图，并且循环不变形状图是８种情况的析取．

表１各例的递归函数的前后形状图也都是用本
文方法自动推断的．二叉排序树插入函数的前后形
状图分别在图１９的（１）和（２）中，其中函数后形状图
分成插入前实参指向非空表和空表两种情况．从此
例可以看出形状图上出现对应形参指针狆的实参
指针狆′的必要性．其他二叉树的插入函数的后形状
图也都这样．

图１９　二叉排序树插入函数的前后形状图

表１中二叉排序树的验证时间远低于列在其后
的４种二叉树，这是因为二叉排序树仅需要验证有
序性，而其他几种二叉树还需要验证平衡性或类似
平衡性的性质．伸展树的代码没有递归，函数个数和
验证条件也不算多，但验证时间远高于其他二叉树．
这是因为其ｓｐｌａｙ函数的循环不变形状图是２０多
种情况的析取，形状分析阶段和程序验证阶段的耗
时都大大增加．

下面再介绍１个规模不大但能帮助理解本文的

例子．
例２．　二叉排序树的递归插入函数，代码和断

言见图２０，程序断言中的狔和狕是整型逻辑变量．
本例引入的谓词定义如下：

（１）ｓｏｒｔｅｄ（Ｎｏｄｅ狆）狆＝＝ＮＵＬＬ∨
　ｓｏｒｔｅｄ（狆→ｌ）∧ｓｏｒｔｅｄ（狆→ｒ）∧
　　ｇｔ（狆→ｄ，狆→ｌ）∧ｌｔ（狆→ｄ，狆→ｒ）

（２）ｇｔ（ｉｎｔ犿，Ｎｏｄｅ狆）狆＝＝ＮＵＬＬ∨
　犿＞狆→犱∧ｇｔ（犿，狆→ｌ）∧ｇｔ（犿，狆→ｒ）

（３）ｌｔ（ｉｎｔ犿，Ｎｏｔｅ狆）狆＝＝ＮＵＬＬ∨
　犿＜狆→犱∧ｌｔ（犿，狆→ｌ）∧ｌｔ（犿，狆→ｒ）

其中Ｎｏｄｅ的定义见图２０．在函数前后条件中分别
有狔＞ｄａｔａ∧ｇｔ（狔，狆）和ｇｔ（狔，狆），它们是说：若狔大
于被插入的数据并大于参数树上的所有数据，则狔
大于结果树上的所有数据．狕的含义与狔类似．
ｔｙｐｅｄｅｆｓｔｒｕｃｔｎｏｄｅ｛ｓｔｒｕｃｔｎｏｄｅｌ；
　　　　　　　ｓｔｒｕｃｔｎｏｄｅｒ；ｉｎｔ犱；｝Ｎｏｄｅ；
／＠ａｓｓｅｒｔｉｏｎｓｏｒｔｅｄ（狆）∧狔＞ｄａｔａ∧ｇｔ（狔，狆）∧狕＜ｄａｔａ∧ｌｔ（狕，狆）／
Ｎｏｄｅｉｎｓｅｒｔ（Ｎｏｄｅ狆，ｉｎｔｄａｔａ）｛
　　ｉｆ（狆＝＝ＮＵＬＬ）｛
　　　狆＝ｍａｌｌｏｃ（Ｎｏｄｅ）；狆→ｌ＝ＮＵＬＬ；
　　　狆→ｒ＝ＮＵＬＬ；狆→ｄ＝ｄａｔａ；
　　｝ｅｌｓｅｉｆ（狆→ｄ＞ｄａｔａ）｛狆→ｌ＝ｉｎｓｅｒｔ（狆→ｌ，ｄａｔａ）；
　　｝ｅｌｓｅｉｆ（狆→ｄ＜ｄａｔａ）｛狆→ｒ＝ｉｎｓｅｒｔ（狆→ｒ，ｄａｔａ）；
　　｝
　　ｒｅｔｕｒｎ狆；
｝／＠ａｓｓｅｒｔｉｏｎｓｏｒｔｅｄ（狆）∧ｇｔ（狔，狆）∧ｌｔ（狕，狆）／

图２０　二叉排序树的插入函数

引入的性质定理有：
（１）狓＜狔∧ｌｔ（狔，狆）ｌｔ（狓，狆）
（２）狓＞狔∧ｇｔ（狔，狆）ｇｔ（狓，狆）
在函数出口点产生的验证条件包括下述蕴涵

式，它表示图２０中第１个递归调用后的断言蕴涵函
数后条件：
ｓｏｒｔｅｄ（狆→ｒ）∧ｌｔ（狆→ｄ，狆→ｒ）∧狔＞狆→ｄ∧
ｇｔ（狔，狆→ｒ）∧狕＜狆→ｄ∧ｌｔ（狕，狆→ｒ）∧
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狔＞ｄａｔａ∧狕＜ｄａｔａ∧狆→ｄ＞ｄａｔａ∧
　ｓｏｒｔｅｄ（狆→ｌ）∧ｇｔ（狔，狆→ｌ）∧ｌｔ（狕，狆→ｌ）∧
　ｇｔ（狆→ｄ，狆→ｌ）
ｓｏｒｔｅｄ（狆）∧ｇｔ（狔，狆）∧ｌｔ（狕，狆）
其中蕴含式的前件中的前三行断言是从调用点

前延续到调用点后，后两行断言是从函数后条件得
到．在递归调用结束后，能得到第５行ｇｔ（狆→ｄ，
狆→ｌ）的原因是：在递归调用点前，有狆→ｄ＞ｄａｔａ与
ｇｔ（狆→ｄ，狆→ｌ），因此狆→ｄ可与被调用的递归函数
的前、后条件中的逻辑变量狔匹配．

图１９（２）两种情况分别都属于该蕴涵式的证明
环境．按照第５节所提出的直接把形状图用于证明
犌，犜犙犙′的方法，把该蕴涵式前件的断言分别
对图１９（２）两种情况的形状图标注如下：

（１）根节点：ｇｔ（狆→ｄ，狆→ｌ），ｌｔ（狆→ｄ，狆→ｒ），
狔＞狆→ｄ，狕＜狆→ｄ，狆→ｄ＞ｄａｔａ

（２）左子节点：ｓｏｒｔｅｄ（狆→ｌ），ｇｔ（狆→ｄ，狆→ｌ），
ｇｔ（狔，ｐ→ｌ），ｌｔ（狕，狆→ｌ）

（３）右子节点：ｓｏｒｔｅｄ（狆→ｒ），ｌｔ（狆→ｄ，狆→ｒ），
ｇｔ（狔，狆→ｒ），ｌｔ（狕，狆→ｒ）

再把利用谓词定义和性质定理能推导出的断言
增加到这些节点上：

（１）根节点：ｓｏｒｔｅｄ（狆），ｇｔ（狔，狆），ｌｔ（狕，狆）；
（２）左子节点：无增加；
（３）右子节点：无增加．
该蕴涵式在这两种情况下都得证，因为其后件

的断言都已经标注在根节点上了．
Ｚ３在未能得出待证断言有效或不可满足时，总

试图继续推导出更多的性质．一种情况是它不断地
把归纳谓词展开，导致证明过程不终止．针对操作易
变数据结构的程序的验证，直接把形状图用于验证
条件的证明可以有效地阻止这种不终止．从例２可
以看出，在生成验证条件的演算过程中，符号断言中
的谓词断言的展开和形状图上谓词节点的展开本质
上是同步的．从例１也可以看出，全称断言的展开
（指从狓：犿．．狀．φ（狓）（犿＜＝狀）变换成φ（犿）∧狓：
犿＋１．．狀．φ（狓）（犿＜＝狀）等情况）和形状图上浓缩节
点的展开也是同步的．由此可知，在证明验证条件
时，在把断言按节点分组和推导新性质的过程中，若
谓词展开式中与节点有关的断言在形状图上没有可
挂靠的节点，则该谓词展开也不会给证明带来什么
帮助，因而不必展开．

本文并没有把第５节所提出的形状图理论和整
数理论组合的证明方法实现到Ｚ３中，而是在验证

器原型中根据该方法的思想对验证条件进行预处理
后再交给Ｚ３，扩大了可证的范围，并减少了Ｚ３不终
止的情况．

７　相关工作比较
分离逻辑是验证堆操作程序（操作易变数据结

构的指针操作程序是其重要部分）的最流行的手工
或半自动推理的程序逻辑［１５］．除了分离逻辑外，还
存在一些其它逻辑，如匹配逻辑［１６］，也是用于手工
或半自动的推理．

分离逻辑引入一种专用的分离符号（），用它
把不能混淆到一起推理并且不能被忽略的断言分离
开来．分离逻辑的优点和缺点都源自其引入的分离
概念．分离的好处之一是避免了访问路径别名给程
序验证带来的困难；其缺点是分离切断了不同堆块
之间的信息联系，给需要全局信息才能推断的程序
性质的验证带来困难．例如，分离逻辑难以发现对某
堆块的一个指针域的赋值引起另一个堆块的泄漏．
对于堆操作程序的验证，通常允许用户定义的归纳
谓词．在分离逻辑的环境下，必须另行设计归纳谓词
的展开或折叠策略，否则因归纳谓词的展开没有控
制而导致验证条件的证明可能不终止．因此，分离逻
辑的证明辅助工具经常是启发式且不完备的［１７］．最
近也出现了一些小的判定片断［１８２１］．其中文献［２０］
提出了一种有效、可靠和完备的自动定理证明器，用
于检查带表段谓词的分离逻辑公式之间蕴涵的有效
性，但它只能用于操作单链表的程序．文献［２１］提出
分离逻辑一个较小的可判定片段与其他可判定的一
阶理论的组合理论的判定方法．

形状图逻辑的最大特点是，形状图既是机器状
态中有关堆部分的抽象表示，又是指针相等性断言
和有效性断言等的图形表示，它总揽了分离性和整
体性［１０］，至少带来下面的好处：

（１）形状图逻辑无须使用分离合取算符，避免
了引入分离合取算符给定理证明带来的复杂性．在
形状图上，关联到不同节点的断言，就是分离逻辑中
用分离合取算符隔开的断言．

（２）形状图提供了全局信息．
①用形状图逻辑很容易发现对某堆块的一个

指针域的赋值引起另一个堆块的泄漏．
②形状图可用来指导验证条件证明过程中与

易变数据结构有关的归纳性质的展开，以避免证明
过程的不终止．
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分离逻辑优于形状图逻辑的重要一点是它适用
于汇编语言级的程序推理［２２］．

使用分离逻辑，但验证条件的证明策略类似本
文方法的是Ｃｈｉｎ等人的论文［２３］．他们设计了一个
蕴涵检查过程，该过程使用展开和折叠推理，能够处
理可能是归纳定义的良基谓词．其中的创新点是他
们找到了一种在有用户定义归纳谓词情况下，保证
过程可靠和终止的充分条件．该过程把验证条件简
化到标准的逻辑理论．该过程能够处理的易变数据
结构超越了树．

用符号堆也是把握程序状态中的指针信息
以避免使用分离逻辑，从而可自动推理的办法．
Ｍａｄｈｕｓｕｄａｎ等人［２４］使用节点集合和声明变量集
合，还有代表有向边集、节点到值的映射和声明变量
到值的映射的若干函数来描述程序状态．该文的内
存印迹（ｆｏｏｔｐｒｉｎｔ）由符号堆和ＤＲＹＡＤ公式组成，
它们分别对应到本文的形状图犌和数据结构所需
满足的除了形状以外的性质犙．ＤＲＹＡＤ是分离逻
辑的一种方言，本质上是堆上无量词一阶逻辑，并用
多个类型的归纳定义来增强，这些类型是为其下有
树结构的存储单元定义的．它用一个可靠且终止的
过程，来证明用命令式语言编写的树结构上很多递
归算法的功能完全正确性．Ｑｉｕ等人［２５］使用集合
论，把ＤＲＹＡＤ翻译成带递归的经典逻辑，并提出
一种自然证明技术来证明验证条件．这种技术提供
在手工证明中常用的证明策略来帮助验证，并把这
些策略自动部署到代码中．Ｐｅｋ等人［２６］为利用ＶＣＣ
框架［２７］，把自然证明策略翻译成嵌在ＶＣＣ标注中
的幽灵代码，促成ＶＣＣ获得采用可判定理论的自
然证明．经过这些努力，他们的工具能够验证多种常
见的、包括用递归或迭代方式实现的、操作易变数据
结构的程序．

本文与Ｑｉｕ和Ｅｄｇａｒ等方法的主要区别有３点．
首先，有关易变数据结构的形状的验证，本文是基于
形状图蕴涵理论，直接在形状图上而不是在符号断
言上验证．其次，有关归纳谓词的展开策略，他们采
用由程序员提供证明策略的方式，而本文所设计的
方法是利用已经建立的形状图来指导归纳谓词的展
开和折迭．最后，他们的方法必须由程序员提供完整
的循环不变式，而我们的方法自动推断有关形状部
分的循环不变式．

研究全自动推理的逻辑的目标是研发快速、可
靠和完备的判定过程．为达到该目标，这些逻辑的表
达力通常受到严重的限制．对于堆操作程序的验证

逻辑来说，使用可达性谓词是一种避开分离逻辑的常
用简便方式，但表达能力上受到较大限制．具体例子
有在一阶逻辑上扩展可达性的若干逻辑、ＬＩＳＢＱ［２８］、
ＣＳＬ［２９］及组合树逻辑和整数逻辑的ＳＴＲＡＮＤｄｅｃ［３０］．
ＬＩＳＢＱ逻辑提供一种带受限的可达性谓词和量化
的推理．这种逻辑有完全自动、可靠、完备和终止
的判定过程．虽然这是一个高效的判定过程，但是
在描述归纳数据结构性质时表达力上非常有限．
ＳＴＲＡＮＤｄｅｃ也是一种这样的逻辑，它能够应对某些
数据结构的性质，并且通过组合可判定的树理论和
算术理论，容许可判定的片断．然而它在表达力上极
其有限．这些逻辑都不足以描述诸如平衡二叉树的
平衡性和堆中的一组键值在通过一段程序后没有改
变等复杂性质．

在有关指针性质的循环不变式推断上，Ｍａｇｉｌｌ
等人［３１］提出了一种用分离逻辑推断单链表操作程
序的循环不变式的方法．他们使用符号执行机制，并
且给出一组重写规则来交互地计算不动点．所实现
的原型仅完成了计算表长、求各节点数据的和、以及
链表的删除、倒置、合并和拆分这几种简单的单链表
操作函数的循环不变式的推断．Ｄｉｓｔｅｆａｎｏ等人［３２］

提出了一种类似的基于分离逻辑的形状分析方法．
和文献［３１］一样，它使用了专为单链表的展开和折
叠而设计的单链表谓词，也需要关于易变数据结构
形状的先验知识，并且也使用符号执行机制．但是它
的单链表谓词和文献［３１］的不同，与文献［２８］相比，
它还能计算循环单链表操作函数的循环不变式，例
如循环单链表的删除函数和过滤器函数．Ｇｕｏ等
人［３３］提出了一种基于分离逻辑的过程间形状分析，
它执行归纳的递归综合，以自动推断有类似树骨架
的任意递归形状不变式．其主要特点是从循环体的
固定迭代次数的符号执行中抽取循环不变式，但是
只能用于树骨架的形状．对于单链表、循环单链表和
二叉树，Ｑｉｎ等人［３４］不仅能推断有关形状的循环不
变式，而且能推断有关相邻节点数值数据的循环不
变式，推进了他们先前的工作［２３］，也使得他们的结
果优于其他人的结果．他们也采用符号执行机制，对
循环体进行迭代计算，其特点是使用专门设计的最
小上界算子和加宽算子来保证收敛到不动点．

本文和文献［３４］相比，两者循环不变式的推断
算法都是基于文献［１１］．我们的特点是采用本文的
形状图蕴涵理论，在形状图上直接推断循环不变形
状图，文献［３４］的特点是还能推断有关相邻节点数
值数据的循环不变式．在保证收敛到不动点上，我们
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采用形状图上的蕴涵规则［１０］，并且用该文的形状系
统来保证算法的终止．就推断有关形状的循环不变
式而言，文献［３４］能推断操作单链表、循环单链表和
二叉查找树的代码的循环不变式，而我们还能推断
操作双向链表、循环双向链表和伸展树的代码的循
环不变形状图．

从第６节及表１可知，本文推断循环不变形状
图的能力远胜于上面几项工作．这是由于本文的推
断得到形状系统的支持．也正是由于形状系统的支
持，本文还能推断递归函数的前后形状图．据我们所
知，尚未有这方面论文的发表．

图逻辑或形状逻辑一般是指推导图（或有向图、
形状图）性质的空间逻辑［３５３６］．其中图是用符号公
式来描述而符号公式的语法由简单文法来定义，要
推导的图上的性质也用符号公式来表示，推导规则
也还是基于符号公式的．超边替换文法（ｈｙｐｅｒｅｄｇｅ
ｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔｇｒａｍｍａｒ）［３７］是一个实例．它用超图为
堆状态建模，把双向的图规则用于超图的变换．但是
该文法只是作为动态数据结构建模的一种直观的形
式方法，超图和规则等还是用符号公式来表示的．本
文所用的形状图逻辑与它们有根本的区别：形状图
直接作为逻辑公式，出现在程序逻辑的推理规则中，
并且还可以和符号公式一起演算．

从规范语言的综述［３８］和工业界的使用［８］看，迄
今为止尚无像本文这样采用形状图或采用其他非符
号方式来表达程序的部分性质，并与表达程序其余
性质的符号断言一起作为程序的规范并一起演
算的．

８　总　结
随着面临越来越复杂系统的定理证明，逻辑系

统也面临逻辑公式复杂、推理规则复杂和自动定理
证明困难等问题．为降低难度，从本文的经验看，把
其中适合于用图形表示的领域专用逻辑图形化，形
成符号逻辑和图形逻辑的组合，是一条可以尝试的
途径．

下一步将考虑怎样在目前基础上设计实用性大
大提高的形状图逻辑和形状系统．首先，充实基本形
状集，并分成单态基本形状和多态基本形状．单态基
本形状的特点是，易变数据结构中各节点的类型相
同，各节点所含指针数相同并且它们指向的类型都
是节点本身的类型．本文谈及的单链表等５种形状
都属于单态基本形状．多态基本形状的特点是，易变

数据结构中各节点的类型相同，各节点所含指针数
可以不同但它们指向的类型都是节点本身的类型．
节点的多态性依靠节点类型中的共用体域来体现．
例如编译器中常用的抽象语法树就可以设计成多态
基本形状．

其次，规定复杂形状的构造方式，并相应地修改
形状系统中的形状推断规则和形状检查规则．复杂
形状至少有嵌套形状、含内部附加指针的形状和含
外来附加指针的形状这样三类，它们在构造方式上
的特点分别是：各节点都有指向同种内嵌形状的指
针（例如双向链表的节点都有指针指向各自的单链
表）、各节点都有指向本形状节点的附加指针（例如
带父节点指针的二叉树）、来自形状外部的附加指针
（例如队列可以看成带一个这种附加指针的单链表，
附加指针指向链表的最后一个节点）．

用基本形状集加上复杂形状的几种构造方式，
可以控制住易变数据结构的复杂性，并满足大部分
应用对易变数据结构的需求，同时也使得扩展形状
图逻辑来自动验证操作复杂易变数据结构的程序成
为可能．
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