
第八章 �  � 磁场的能量 �  � 
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回顾和猜测 

n  � 静电能：介质已经固定于给定位置，电场从无到有建立过程中 
                    外界抵抗静电力做功�

   
W = 1

2
!
D ⋅
!
E⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

dV∫∫∫ = 1
2
ε0E2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

dV + 1
2

P
"!
⋅
!
E⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

dV∫∫∫∫∫∫

n   外界在单位体积上做的功�

n  极化功密度�   δ ′a =
!
E ⋅δ
!
P

n  极化能密度(线性介质) �
   �
w� = 1

2
!
P ⋅
!
E

   
δa =

!
E ⋅δ

!
D dV∫∫∫ = ε0

!
E ⋅δ
!
E dV∫∫∫ +

!
E ⋅δ
!
P dV∫∫∫
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回顾和猜测 

n  � 磁能：介质已经固定于给定位置，磁场从无到有建立过程中 
                 外界抵抗涡旋电场力做功�

   
W = 1

2
!

H ⋅
!
B

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dV∫∫∫ = 1
2
µ0H 2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

dV + 1
2
µ0

!
H ⋅
!

M
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dV∫∫∫∫∫∫

n  外界在单位体积上做的功�

n  磁化功密度�    δ ′a = µ0

!
H ⋅δ

!
M

n  磁化能密度(线性介质) �
   �
w� = 1

2
µ0

!
H ⋅
!

M

   
δa =

!
H ⋅δ

!
B dV∫∫∫ = µ0

!
H ⋅δ

!
H dV∫∫∫ + µ0

!
H ⋅δ

!
M dV∫∫∫
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RC 回路中的能量分析 
n  � 撤去电源 (放电) 

2
2 20

2
tQdQ RI dt R e dtτ

τ
−= =热

0
0 ,   t tQQ Q e I eτ τ

τ
− −= = −

ε
K

a

b

CR

Ι

Q+ Q−

RCτ ≡
能量从何而来 

可见电阻上产生的焦耳热来源于电容器中的电能， 
电容器是一个储能元件。 

2 2 2
20 0 0

2
0 2 2

tRQ RQ QQ dQ e dt
C

τ

τ τ

∞
−= = = =∫ ∫热 热
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RC 回路中的能量分析 
n  � 接通电源 (充电) 

22 2
2

2S
IQ Q dQ dP I I R I R
C C

Q
Cdt t

I
d

Rε ⎛ ⎞
= = + = + = + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

n  � 电源做功功率 

电源提供的能量， 
一部分转化为焦耳热，一部分克服电场力做功。 

,   Q dQIR I
C dt

ε ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟⎝ ⎠
ε K

a

b

CR

Ι

Q+ Q−

RCτ ≡
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RL 回路中的能量分析 
n  � 撤去电源 � (放磁) 

( ) 0
tI t I e τ−=

ε
Ka

b

LR

Ι

L Rτ ≡
2 2 2

0
tdQ RI dt RI e dtτ−= =热

能量从何而来 

可见电阻上产生的焦耳热来源于线圈中的磁能， 
电感线圈是一个储能元件。 

2 2 2 2
0 0 0
0

1
2 2

tQ dQ RI e dt RI LIτ τ∞
−= = = =∫ ∫热 热
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RL 回路中的能量分析 
n  � 接通电源 � (充磁) 

dIL IR
dt

ε = +

2 2 21
2S IdI dP I I R LI

dt d
LIR

t
ε ⎛ ⎞= = + = + ⎜ ⎟⎝ ⎠

n  � 电源做功功率 

电源提供的能量， 
一部分转化为焦耳热，一部分克服自感线圈电动势做功。 

ε
K

a

b

LR

Ι

L Rτ ≡
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磁能 

问题：什么是磁能 

回答：电流从无到有（或曰磁场从无到有） 
            无限缓慢的建立过程中， 
            外界抵抗感应电动势（或曰抵抗涡旋电场力）所做的功。 � 

n  该功仅与电流分布(或磁场)分布有关，⽽而由过程⽆无关 

n  感应电动势 0d
dt

ε Φ= − →

0dP I I
dt

ε Φ= − = + →n  抵抗感应电动势做功功率 

 A Pdt Id= = Φ∫ ∫ 有限n  抵抗感应电动势做功 
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单个载流线圈的磁能 
n  � 线圈中 � I � 从 � 0 � → � I0 的过程中，外界抵抗感应电动势做功 

0 0
2 2

0
0 0

1 1
2 2

I I

A I dt Id ILdI d LI LIε ⎛ ⎞= − = Φ = = = +⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫

n  � 载流线圈通有电流 � I � 时，其磁能为 

21  
2

W LI=

1  
2

W I= Φ

 LIΦ =
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例：一电容 � C 蓄有电量 � Q0，在 � t＝0 时
刻接通 �  K，经自感为 �  L 的线圈放电，
求： (1) L 内磁场能量第一次等于 � C 内
电场能量的时刻 �  t1； �  (2) L 内磁场能量
第二次达到极大值的时刻 � t2。 

Q+

Q−
ΙC L

K

利用初始条件                                   得到 ( ) ( )00 , 0 0Q Q I= =

  Q t( ) = Q0 cosωt,  I t( ) = −ωQ0 sinωt

应用回路定律 
1
LC

ω ≡0dI QL
dt C

+ =
2

2
2 0d Q Q

dt
ω+ =

解：约定图示电流 I 和 Q ：�
dQI
dt

= +
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0+Q

0−Q
0=ΙC L

0

0
  Ι = −ωQ0C L

0+Q

0−Q
0=ΙC L

0

0
  Ι = +ωQ0C L
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C 与 L 内的能量 

  Q t( ) = Q0 cosωt,  I t( ) = −ωQ0 sinωt
1
LC

ω ≡

  
We =

Q2

2C
=

Q0
2

2C
cos2ωt

  
Wm = 1

2
LI 2 =

Q0
2

2C
sin2ωt

任⼀一时刻 t 时的总能量 

  �
W =We +Wm =

Q0
2

2C
cos2ωt + sin2ωt( ) = Q0

2

2C
 � 

能量在 � C � 与 � L � 之间相互交换，但总能量保持不变 
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eW

2
0

2
Q
C

mW

2
0

2
Q
C

2
0

2
Q
C

π 3π2π 4π
tω

eW

mW
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载流线圈系统 
n  � 穿过第 � i 个线圈中的磁通量 

( )
1 1

,   
N N

i ij ij j
j

ij
j

jiM MM I
= =

Φ = Φ ==∑ ∑

n  � 电流变化时，第 � i 个线圈上的感应电动势 

1

N
ji

i ij
j

dId M
dt dt

ε
=

Φ= − = −∑

n  � 外界抵抗感应电动势做功功率 
1

N
j

i i i ij i
j

dI
P I M I

dt
ε

=

= − =∑

n  � 总的功率 
1 1

N N
j

ij i
i j

dI
P M I

dt= =

=∑∑
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载流线圈系统 

1 1

1   
2

N N
j i

ij i ji j
i j

dI dIP M I M I
dt dt= =

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑∴

1 1 1 1 1 1

   
N N N N N N

j i i
ij i ji j ij j

i j j i i j

dI dI dIM I M I M I
dt dt dt= = = = = =

= =∑∑ ∑∑ ∑∑∵

n  � 总的功率 
1 1

N N
j

ij i
i j

dI
P M I

dt= =

=∑∑

, 1

1
2

N

ij i j
i j

dP M I I
dt =

⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ 设线圈保持不动， 

从而 � Mij � 为常数 
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载流线圈系统的磁能 

, 1

1  
2

N

ij i j
i j

W M I I
=

= ∑

1

1  
2

N

i i
i

W I
=

= Φ∑

n  � 载流线圈系统的磁能为 

1 1
 

N N

i ij j ij
j j
M I

= =

Φ = = Φ∑ ∑ 穿过第 � i 个线圈 
的总磁通量 
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自能与互能 

  
W  = 1

2
Mij Ii I j

i, j=1

N

∑  = 1
2

Li Ii
2

i=1

N

∑ + Mij Ii I j
i< j
∑

2 2
1 2 12 21

1 1
2 2
L I IW IL MI= ++

n  � 由于 �  �  �  �  �  �  �  �  �  �  �  � ，因此  Li = Mii

n  � 对于两个线圈情形 

n  � 互感磁能即为两个线圈之间的相互作用能 

自感磁能 �  互感磁能 � 

   
W12 = MI1I2 = I1Φ12 = I1

!
B2 ⋅d

!
S

S1

∫∫
12 2 1Φ  : 	
  在	
   	
  中产生的磁通
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线圈在外场中的磁能 
n  � 一般地，载流线圈处在外场中的磁能为 

  
W = IΦe = I

!
Be ⋅d

!
S

S
∫∫

  �

 
!
Be  : ��

 Φe  : ��	 �
����

n  对于均匀外场中的线圈或非均匀外场中的小线圈 

  
W = I

!
Be ⋅ d

!
S

S∫∫ = I
!
Be ⋅
!
S = !m ⋅

!
Be

n  N 个线圈在外磁场中的磁能 

   
W = Ik

!
Be ⋅d

!
S

Sk
∫∫

k=1

N

∑
   
W = !mk ⋅

!
Be

k=1

N

∑ = !m ⋅
!
Be

外场均匀 

  � 
!m : �� 
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功与能 

2 2
0 1 1 2 2
1 1
2 2

A L I L I= +

(1) 在 � ∞ � 处分别建立电流 � I1 � 和 � I2， 
      外界抵抗感生电动势做功 

  
W = 1

2
L1I1

2 + 1
2

L2I2
2 + MI1I2 如果解读各个能量 

(2) 维持电流 � I1 � 和 � I2 �  � 不变，将线圈1 由 � ∞ � 移至给定位置， 
      外界无需做功 

(3) 维持电流 � I1 � 和 � I2 �  � 不变，将线圈2 由 � ∞ � 移至给定位置， 
     外界需要抵抗什么力做功？做多大功？ 



2018年6月19日星期二 电磁学A，2018年春 27 

功与能 

   �
A1� = I1

!Φ12 dt
0

∞

∫ = I1 dΦ12
0

MI2

∫ = MI1I2

   �
A2� = I2

!Φ21 dt
0

∞

∫ = I2 dΦ21
0

MI1

∫ = MI1I2

  �A2 = −A2� = −MI1I2

(3) 维持电流 � I1 � 和 � I2 �  � 不变，将线圈2 由 � ∞ � 移至给定位置时， 
     两线圈之间的互感系数会变化 

n  维持线圈1 电流不变，外接电源需抵抗感⽣生电动势做功 

n  维持线圈2 电流不变，外接电源需抵抗动⽣生电动势做功 

n  移动线圈2，外界需抵抗安培⼒力做功 

WHY 
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外场中的势能 

结论1：维持各电流不变，移动线圈过程中电源做功 
              等于安培力做功两倍， 
              等于互能或磁能增量的两倍 

结论2：维持各电流不变，移动线圈过程中安培力做功 
              等于互能或磁能的增量 

  �A1� = MI1I2 = A2 = −A2�

n  � 载流线圈处在外场中的(力学)势能等于在维持电流不变的情形
下，移动线圈的过程中外界抵抗安培力做功 

eU I W= − Φ = − 互

n  安培⼒力   
!
F = −∇U
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小载流线圈的势能 

n  � 小载流线圈处在外场中的势能   U = − !m ⋅
!
Be

n  安培⼒力   
!
F = −∇U = ∇ !m ⋅

!
Be( )

n  对于微观粒⼦子，⽆无需电源维持磁矩不变，因⽽而在外场中
的磁能指的就是(⼒力学)势能，即 

  U = − !m ⋅
!
Be
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任意电流分布的磁能 

1

1
2

N

i i
i

W I
=

= Φ∑

   
W = 1

2
jΔσ⊥

!
A ⋅d
!
l

Ci

"∫
i=1

N

∑ = 1
2

!
j ⋅
!
AdlΔσ⊥

Ci

"∫
i=1

N

∑

  d
!
S

C σ⊥Δ

  d
!
l

Ιn  � 载流线圈系统的磁能为 

   
 W = 1

2
!
j ⋅
!
AdV

V
∫∫∫  n  � 对于一般电流分布，磁能为 

   

Ii = jΔσ⊥

 Φ i =
!
B ⋅d
!
S

Si

∫∫ =
!
A ⋅d
!
l

Ci

"∫
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磁场的能量 
n  � 螺线管长 � l，面积 � S，体积 � V＝lS，总匝数 � N＝ln，电流 � I 

n  � 磁场的能量密度 
2

0

  
2e
Bw
µ

=

2
0 0NBS NnIS n IlSµ µΦ = = =

2 2
0

1 1
2 2

W I n I Vµ= Φ =

2

02
BW V
µ

=

0B nIµ=
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磁场能量 
C

S⊥Δ   d
!
l

  
!
B

I

n  � 考察某根很细的 � B 管 � C 

n  由Ampere环路定理�

0 C
I Bdlµ = ∫

n  通过每⼀一(横)截面的磁通量相同�

B S⊥ΔΦ = Δ
2

0

1
2 2C

BI S dl
µ ⊥ΔΦ = Δ∫

n  对所有 B管求和得到�
2

0

1
2 2V

BW I dV
µ

= Φ = ∫∫∫



五、磁介质存在时的磁能 
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磁介质存在时的磁能 
n   �  同一载流线圈在真空中与处在介质中产生的磁场是不同的，
所以电流变化时感应电动势是不同的，因而磁能与磁介质有关。
存在磁介质时，自感与互感电动势仍为： 

n  � 介质存在对磁场的影响反映在自感和互感系数中。 
n 例如：无限长螺线管中充满磁介质， � 

 
ε = −L dI

dt

n  能量密度�
   
w = 1

2
!
B ⋅
!
H

0, rH nI B nIµ µ= = 2
0 0r rNBS NnIS n IlSµ µ µ µΦ = = =

2
0 rL n V

I
µ µΦ= =

  
W = 1

2
LI 2 = 1

2
µ0µrn

2I 2V = 1
2

BHV
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线性、各向同性介质中磁场的能量 
n  � 考察某根很细的H管 � C 

n  由Ampere环路定理�

C
I Hdl= ∫

n  通过每⼀一(横)截面的磁通量相同�

B S⊥ΔΦ = Δ
1 1
2 2C
I BH S dl⊥ΔΦ = Δ∫

n  对所有H管求和得到�

   
W = 1

2
IΦ = 1

2
BH dV

V∫∫∫ = 1
2
!
B ⋅
!

H dV
V∫∫∫

C

S⊥Δ   d
!
l

  
!

H

I
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例：计算一个同轴电缆，中心是半径为 �  a 的实心导线，外部是
内半径为 �  b、外半径为 �  c 的导体圆筒，内外导体之间充满相对
磁导率为 �  µr 的介质，电流在内外筒中等大反向且均匀分布，求
该电缆单位长度上的电感。 

I

b
a

c
I

µr
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解：分4个区域计算磁能：�

  
H1 =

I
2πs

s2

a2 = Is
2πa2 ,  B1 = µ0H11 0 , 1rs a µ≤ ≤ =: 区域	
  

  
w1 =

1
2
µ0H1

2 =
µ0I 2s2

8π 2a4

2 , ra s b µ≤ ≤: 区域	
   2 2 0 2,  
2 r
IH B H
s

µ µ
π

= =

  
w2 =

1
2
µ0µr H2

2 =
µ0µr I 2

8π 2s2

  
W1 = dz dφ w1sds

0

a

∫0

2π

∫0

l

∫ =
µ0

16π
lI 2

  
W2 = dz dφ w2sds

a

b

∫0

2π

∫0

l

∫ =
µ0µr

4π
lI 2 ln b

a
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H3 =

I
2πs

c2 − s2

c2 − b2
3 , 1rb s c µ≤ ≤ ≈: 区域	
  

  

w3 =
1
2
µ0H3

2 =
µ0I 2

8π 2 c2 − b2( )2

c4

s2 − 2c2 + s2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

4 , 1rs c µ≥ =: 区域	
   4 0H =

4 0W =

  

W3 = dz dφ w3sds
b

c

∫0

2π

∫0

l

∫
=

µ0

4π c2 − b2( )2 lI 2 c4 ln c
b
− 1

4
c2 − b2( ) 3c2 − b2( )⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
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2
1 2 3 4

1
2

W W W W W LI= + + + = 2

2WL
I

=

  

L0 =
L
l
= 2W

lI 2

=
µ0

2π
1
4
+ µr ln b

a
+ 1

c2 − b2( )2 c4 ln c
b
− 1

4
c2 − b2( ) 3c2 − b2( )⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

单位长度的自感：�
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计算自感系数的方法 

n  在回路中通以已知变化率的电流，能准确测出回路中的感应
电动势时，以这⼀一⽅方法⼀一般适用于⼯工程中。�

n  可能出错的⽅方法！�

n  不会出错的⽅方法！�

n  � 由感应电动势求自感 �  L
dIL
dt

ε = − LL
dI dt
ε= −

n  � 由磁通量求自感 �  LIΦ = L
I
Φ=

n  � 由磁能求自感 �  21
2mW LI= 2

2 mWL
I

=
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线性介质的磁能密度和磁化功 
n  � H 矢量可由Ampere环路定理直接得到 � 

  
!

H ⋅d
!
l

C"∫ = Hl = NI H NI l=

n  � 当电流或者磁场增加时 � 
n  全磁通的改变为�  dΨ = NdΦ = NSdB
n  电源抵抗感应电动势做功为�

 δ ′A = − Iεdt = IdΨ = NISdB = HdB( )V
n  电源对单位体积的介质做功�

  
δ ′a = δ ′A

V
= HdB =

!
H ⋅d
!
B

   
δ ′a = d 1

2
µ0H 2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
+ µ0

!
H ⋅d

!
M

宏观静磁能密度�

磁化功密度�



2018年6月19日星期二 电磁学A，2018年春 42 

线性、无损耗介质 

电源所做功全部转化为了路线管内磁场的能量！�

   
δ ′a = d 1

2
µ0H 2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
+ µ0

!
H ⋅d

!
M

ij jiχ χ=

   
µ0

!
H ⋅d

!
M = d 1

2
µ0

!
M ⋅
!

H
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

   
δ ′a = d 1

2
!
B ⋅
!
H

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= dw

  
!
H ⋅d

!
M =

!
M ⋅d

!
H

3

1
i ij j

j
M Hχ

=

=∑n  � 对于线性无损耗介质 � 
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非线性磁介质的磁滞损耗 

⼀一个周期内电源对单位体积介质做功�

   

′a = δ ′a
C!∫

= d 1
2
µ0H 2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟C!∫ + µ0

"
H ⋅d

"
M

C!∫

= µ0

"
H ⋅d

"
M

C!∫

a′ =磁滞回线所围面积

磁滞损耗� 热量�
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谢谢！ 


