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n  � 斯托克斯(Stokes)定理：�

  

!
F ⋅d
!
l

C=∂S
"∫ = ∇×

!
F( ) ⋅d !S

S
∫∫

n  面积法向与其边界绕⾏行⽅方向：右⼿手法则 

n  � 矢量场的旋度： � 
   
n̂ ⋅ ∇ ×

!
F( ) ≡ lim

S→0

!
F ⋅d
!
l

C=∂S"∫
S

   
!
S = Sn̂

C

C S= ∂

  d
!
S

S

n  � 拉普拉斯(Laplace)算子： � 
   
∇2 ≡ ∇ i∇ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2
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n  � 静电势�
  
ϕ !r( ) ≡ !

E ⋅d
!
l

!r

P

∫ = −
!
E ⋅d
!
l

P

!r

∫

   
V12 ≡

!
E ⋅d
!
l

1

2

∫ =ϕ 1( )−ϕ 2( )n  � 起点1 与 � 终点2 的电势差�

n  � 静电场的环路定理�
   
!
E ⋅d
!
l

C"∫ = 0    ⇔     ∇×
!
E = 0

n  电场与电势：�  
!
E = −∇ϕ

n  对于局域电荷分布，参考点约定为∞�

n  电荷与电势：�

 ∇
2ϕ = −ρ ε0Ø  Poisson ⽅方程(有源区域)：�

Ø  Laplace⽅方程(⽆无源区域)：�  ∇
2ϕ = 0
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电势的平均值 

q O

dS
R

r

a

S
    

ϕ ≡ 1
S

ϕ R( )dS
S!∫∫

= 1
4πa2

q
4πε0R

dS
S!∫∫

P O

dSσ
R

r

a

S

n  � 总电量为 � q 的均匀带电球壳在 � P 点的电势： � 

    

′ϕ r( ) = σ dS
4πε0RS!∫∫

= 1
4πa2

q
4πε0R

dS
S!∫∫

n  � 求点电荷 � q � 产生的电势在半径为 � a � 的球面 � S 上的平均值。 � 
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电势的平均值续 

  

ϕ
r=a

=

q
4πε0r

, r ≥ a( )
q

4πε0a
, r ≤ a( )

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

q O

dS
R

r

a

S

q 在球面外，电势平均值等于 q 在球⼼心处产⽣生的电势； 
q 在球面内，电势平均值等于球⼼心处的 q 在球面上产⽣生的电势。�

n  � 点电荷电势的平均值 � 

n  � 任意电荷分布产生的电势在球面上的平均值 � 

( )
04r a

Q
O

a
ϕ ϕ

πε=
= + 内

外

( )Oϕ外 	
  	
  为球外电荷

在球心处产生的电势

n  在没有电荷区域，球面上电势平均值等于球⼼心处电势 
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静电势的平庸性及恩肖定理 
n  � 推论：在无电荷的区域内，电势
没有局部极小值/极大值。 � 
n  极值只能在区域边界上取得。 
证明： (反证) 

若P为极小值点 

无电荷区域 � V � 

边界 � S � 

P 点电势小于邻近点电势 
以P为中⼼心的⽆无限小球面上
电势平均值⼤大于P点电势 

n  � 恩肖(Earnshaw)定理：只受静电力作用
的电荷，不可能处于静止稳定平衡状态。 � 

P
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§1.7 电场对于带电体的作用 
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带电体之间的力 

  ρ
∗ !r( )dV

A∗

  
!′r

  
!r

O

  ρ
!′r( )d ′V

  
!
R

P

  
!
E

An  � 带电体 � A 产生的电场： � 

    

!
E !r( ) = 1

4πε0

!
R
R3 ρ

!′r( )d ′V∫
n  � 带电体 � A 对带电体 � A* 施加的力： � 

    

!
F ∗ =

!
E !r( )ρ∗ !r( )dV∫

= 1
4πε0

ρ∗ !r( )dV ρ !′r( )d ′V
!
R
R3∫∫

n  � 带电体 � A 受到带电体 � A* 的力： � 

  
!
F =

!
E∗ !′r( )ρ !′r( )dV∫

n  带电体之间的相互作用满⾜足Newton III 

n  带电体对自身所施加的⼒力为零 
   
!
F =
!
F ∗ !r ↔ !′r ,ρ ↔ ρ∗( ) = −

!
F ∗
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带电体之间的力矩 

  ρ
∗ !r( )dV

A∗

  
!′r

  
!r

O

  ρ
!′r( )d ′V

  
!
R

P

  
!
E

An  � 带电体 � A 对带电体 � A* 施加的力矩 
（相对于 � O 点） � 

    

!τ ∗ = !r ×
!
E !r( )ρ∗ !r( )dV∫

= 1
4πε0

ρ∗ !r( )dV ρ !′r( )d ′V
!r ×
!
R

R3∫∫

n  � 带电体 � A 受到带电体 � A* 的力矩： 
（相对于 � O 点） � 

   
!τ = !τ ∗ !r ↔ !′r ,ρ ↔ ρ∗( ) = − !τ ∗

n  带电体对自身所施加的⼒力矩为零 
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电场中的带电体受力 
设某个带电体处在(其他电荷产生的)外场 � E外＝Ee (external) 中 � 
n  � 点电荷系统受力 � 

  

!
F = qi

!
Ee
!ri( )

i
∑

n  � 线电荷受力 � 

  
!
F = λ !r( ) !Ee

!r( )dl
C∫

n  � 面电荷受力 � 

  
!
F = σ !r( ) !Ee

!r( )dS
S∫∫

n  � 体电荷受力 � 

  
!
F = ρ !r( ) !Ee

!r( )dV
V∫∫∫

  
!
Ee

思考： 
可以把外电场替换成总电场吗？ 



2019年3月13日星期三 电磁学A 10 

外场中的电偶极子受到的力 

  
!
Ee

q+
q−

  
!
l

  
!r−

O

  
!r+  

!r

   
Fx = qEe,x

!r+( ) + −q( )Ee,x
!r−( )

   
= q Ee,x

!r +
!
l 2( )− Ee,x

!r −
!
l 2( )⎡⎣ ⎤⎦

   
≈ q
!
l ⋅∇Ee,x

!r( )

n  � 电偶极子受力在的 � x 方向的分量 � 

   
= !p ⋅∇Ee,x

!r( )

   �
� 

!p ⋅∇Ee,x ≡
!p ⋅ ∇Ee,x( ) ≡ !p ⋅∇( )Ee,x

n  � 电偶极子受力 � 

   

!
F = !p ⋅∇( ) !Ee =

!p ⋅∇Ee,x( ) x̂ + !p ⋅∇Ee,y( ) ŷ + !p ⋅∇Ee,z( ) ẑ

                     = px ∂x

!
Ee + py ∂ y

!
Ee + pz ∂z

!
Ee

   

!r+ =
!r +
!
l 2

!r− =
!r −
!
l 2
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外场中的电偶极子受到的力 

   

!
F = !p ⋅∇( ) !Ee = px ∂x

!
Ee + py ∂ y

!
Ee + pz ∂z

!
Ee

                     = !p ⋅∇Ee,x( ) x̂ + !p ⋅∇Ee,y( ) ŷ + !p ⋅∇Ee,z( ) ẑ

n  � 均匀外场中的电偶极子不受力 � 
n  � (整体) � 电中性的物体也会有电的效应 � 

n  对其他电荷施加⼒力(产⽣生场) 

n  在非均匀外场中会受⼒力作用 
                         (梯度⼒力) 

   
ϕ =

!p ⋅ !r
4πε0r

3 ,   
!
E = −∇ϕ =

3 !p ⋅ r̂( ) r̂ − !p
4πε0r

3
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点电荷附近的电偶极子 

QQ   
!
F   

!
F

  
!
F+

  
!
F−



2019年3月13日星期三 电磁学A 13 

外场中的电偶极子受到的力矩 
E
v
外

q+
q−

  
!
l

  
!r−

O

  
!r+  

!r

  
!τ = !r+ × q

!
Ee
!r+( )− !r− × q

!
Ee
!r−( )

n  � 电偶极子受到的力矩 � (相对于 � O 点)： � 

   

= !r × q
!
Ee
!r+( )− !Ee

!r−( )⎡⎣ ⎤⎦

+ 1
2
!
l × q

!
Ee
!r+( ) + !Ee

!r−( )⎡⎣ ⎤⎦

n  � 相对于电偶极子中心的力矩 � 

n   此式也是均匀外场的电偶极⼦子受
到的⼒力矩(与原点⽆无关) 
n  p 有沿着外场⽅方向排列的趋势 

E
v
外   

!
F+

  
!
F−

θ  
!p

  
!τ = !r ×

!
F + !p ×

!
Ee

  
!τ = !p ×

!
Ee   τ = pEe sinθ
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体电荷受力 

n  � 体电荷受力 �   
!
F = ρ

!
Ee dV

V∫∫∫

   �
!
Ee
 �⎯ →⎯⎯  

!
′En  由Newton III，积分中： 

n 总电场 E 等于 ρΔV 产⽣生的电场 EV 
以及其他电荷产⽣生的电场 E′ 之叠加：�   

!
E =
!
EV +

!
′E

n  由于 ρΔV 在自身附近产⽣生的电场趋于
零，⽽而积分区域有限，所以 

   � 
!
′E  �⎯ →⎯⎯  

!
E

n  � 体电荷受力 � 
  
!
F = ρ

!
Ee dV

V∫∫∫ = ρ
!
E dV

V∫∫∫
n  静电⼒力密度(单位体积受到的静电⼒力)   

!
f = ρ

!
E
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半球体之间的相互作用 
例：对于均匀带电球体，试求北半球
受到南半球的静电力。 � 

解：球内总电场 �     
!
E = ρ!r 3ε0( )

由对称性知： �    
!
F = Fẑ

   
F = ẑ ⋅

!
F = ẑ ⋅ ρ

!
E dV∫∫∫ = ρ 2

3ε0

r 2 cosθ dV∫∫∫

  

F = ρ 2

3ε0

r 4 dr
0

a

∫ cosθ sinθ dθ
0

π 2

∫ dφ
0

2π

∫ = πρ 2a4

12ε0

=
Q 2( )2

4πε0 2a 3( )2

θ
O

z

a

  
Q = ρ 4πa3 3( )

  dV = r 2 sinθdrdθdφ
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面电荷受力 

n  � 面电荷受力 �   
!
F = σ

!
Ee dS

S∫∫    
!
E2

   
!
E1

SΔ

   �
!
Ee
 �⎯ →⎯⎯  

!
′En  由Newton III，积分中： 

n 总电场 E 等于 σΔS 产⽣生的电场 ES 以及其
他电荷产⽣生的电场 E′ 之叠加：�  

!
E =
!
ES +

!
′E

n  由于E′在σΔS 附近连续，因⽽而    
!
′E =
!
′E ≡

!
′E2 +
!
′E1( ) 2

n  σΔS 在自身两侧产⽣生的电场⼤大小相等、⽅方向相反，因⽽而 

   
!
′E =

!
E ≡

!
E2 +

!
E1( ) 2

n  � 面电荷受力 � 
  
!
F = σ

!
Ee dS

S∫∫ = σ
!
E dS

S∫∫
思考： � σΔS 受到的静电力是？ � 
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半球面之间的相互作用 
例：对于均匀带电球面，试求北半球面 
受到南半球面的静电力。 � 
解：球面两侧总电场的平均值 � 

   

!
E = σ

2ε0

r̂

由对称性知： �    
!
F = Fẑ

   
F = ẑ ⋅

!
F = ẑ ⋅ σ

!
E dS

S∫∫ = σ 2

2ε0

cosθ dS
S∫∫

  

F = σ 2a2

2ε0

cosθ sinθ dθ
0

π 2

∫ dφ
0

2π

∫ = σ 2πa2

2ε0

=
Q 2( )2

4πε0 2a( )2 > 0

   
!
Ee " r̂

θ
O

z

a

( )24Q aσ π=

  dS = a2 sinθdθdφ
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压强 
n  � 面电荷受力 � 

  
!
F = σ

!
Ee dS

S∫∫ = σ
!
E dS

S∫∫
思考： � σΔS 受到的静电力是？ � 

  σ
!
E dS = σ

!
′E dS = σ

!
′E dS答案： � 

n  � 单位面积受到的力 �   σ
!
E

n  压强    p =σ
!
E ⋅ n̂

   
σ
!
E = σ 2

2ε0

r̂ = 1
2
ε0E"

2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

r̂

Ø  向外(排斥) 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ]2

F
L

= = 

 ：

 
能量

能
积

纲

量密度
体

量

E
v
外

θ
O

z

a

n  对于均匀带电球面，单位面积受到的静电⼒力： 
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小结 

ρ电荷分布	
  

  �� �
!
E ϕ电势	
  

积分 � 

微分 � 
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Thank You！�


