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⚫ Gauss是德国数学家，也是物理学家，高斯是近代数学奠
基者之一，在历史上影响之大，可以和阿基米德、牛顿并

列，有“数学王子”之称。

⚫ 高斯的数学研究几乎遍及所有领域，在数论、代数学、非

欧几何、复变函数和微分几何等方面都做出了开创性的贡

献。由于高斯在数学、天文学、大地测量学和物理学中的

杰出研究成果，他被选为许多科学院和学术团体的成员。

“数学之王”的称号是对他一生恰如其分的赞颂。

⚫ 1839年，Gauss发表重要论文《关于与距离的平方成反比

的吸引力或排斥力的普遍定理》，严格证明了Poisson方程，
并给出静电学Gauss定理。

Carl Friedrich Gauss（1777─1855）
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一、高斯定理

穿过闭曲面 S的电场通量
S内包含的总电量

真空介电常数 ε0

dS

E

Φ𝐸 ≜඾

𝑆

𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =
𝑄内
𝜀0

2q

1q

3q
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1. 高斯定理的证明

⚫ 一个点电荷

( ) 2
0

1 ˆ
4

QE r r
r

=

Φ𝐸 ≜඾

𝑆

𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =
𝑄

4𝜋𝜀0
඾

𝑆

Ƹ𝑟 ⋅ 𝑑 റ𝑆

𝑟2

4 ,
0,

O S
O S


 = 



   

   

在 内

在 外

穿过闭曲面 S 的通量为

=
𝑄

4𝜋𝜀0
඾

𝑆

𝑑Ω =
𝑄

4𝜋𝜀0
Ω

其中 Ω 为闭曲面 S 相对于 O 点所张立体角，因此

0 ,
 

0,E

Q Q S
Q S


 = 



   

   

在 内

在 外

位于原点 O 处的点电荷 Q 激发的电场为：

Q

r̂
dS
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⚫ 点电荷系统

若空间中有若干点电荷，由叠加原理，总电场

i
i

E E= Φ𝐸 ≜඾

𝑆

𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 = ඾

𝑆

෍

𝑖

𝐸𝑖 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =෍

𝑖

඾

𝑆

𝐸𝑖 ⋅ 𝑑 റ𝑆

点电荷 Qi 激发的电场 Ei 对电通

量的贡献只决定于该点电荷是在

闭曲面的内部（Qi /ε0）还是外

部（0）。这一结论就是静电场
的高斯（Gauss）定理：

඾

𝑆

𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =
1

𝜀0
෍

𝑖

𝑄
𝑖,内 =

𝑄内
𝜀0

显然，对于连续分布的电荷，高斯定理也成立。

1 Q 内

2 Q 内

 iQ 内

1 Q 外

2 Q 外

 iQ 外



6

2. 高斯定理中的电场

⚫ 用以计算电场通量的闭曲面称为高斯面。

⚫ 用以计算电场通量的电场指的是总电场（高斯面内、外的

电荷共同激发），而只有高斯面内的电荷激发的电场才对

电通量有贡献，高斯面外的电荷激发的电场对电通量的贡

献为零。

1 Q 内

2 Q 内

 iQ 内

1 Q 外

2 Q 外

 iQ 外

高斯面 S
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3. 高斯定理中的电量

⚫ 高斯面上的电荷？

高斯面上不能有有限电荷的分布!

高斯面 S 高斯面 S
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4. 高斯定理与库仑定律的关系

⚫ 高斯定理是库仑定律的推论。

高斯定理主要反映了库仑定律的平方反比律，如果库仑定

律不服从平方反比律，我们就不可能得到高斯定理。如果

Φ =඾

𝑆

𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =
𝑄

4𝜋𝜀0
඾

𝑆

Ƹ𝑟 ⋅ 𝑑 റ𝑆

𝑟2+𝛿
=

𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟2+𝛿
⋅ 4𝜋𝑟2 =

𝑄

𝜀0

1

𝑟𝛿

2
0

ˆ
4

Q rE
r  +=

则通过半径为 r 的球面 S 的电通量为

从而 Φ=Φ(r)。高斯定理不成立！

【注】证明高斯定理的正确性是证明库仑定律中平方反比律的一种间

接方法。直接用扭秤法证明平方反比律的精度是非常低的，通过高斯

定理证明平方反比律可获得非常高的精度。
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⚫ 高斯定理比库仑定律更普适。

高斯定理是库仑定律为基础导出的，但

其使用范围远远超出静电场。库仑定律

决定静电场具有平方反比律、径向性和

球对称性。

实验表明，即便是随时间变换的电场仍

然满足高斯定理。譬如匀速运动点电荷，

由于运动方向的特殊性破坏了球对称性，

其激发的电场为

( )
2

3 22 2 2
0

ˆ 1
4 1 sin

QrE
r



  

−
=

−

高斯定理是静电场的一条重要基本定理。

v
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5. 高斯定理的物理含义

高斯定理表明：静电场是有源场。

⚫ 正电荷是静电场的源，

负电荷是静电场的汇。

⚫ 对于点电荷系统，电荷发出或

接收的电场线数目（代数和）

与其电量成正比。

1 1 1

2 2 2

N Q
N Q


= =

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6. 高斯定理的微分形式

඾

𝑆

𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =ම

𝑉

∇ ⋅ 𝐸𝑑𝑉

由于
V

Q dV=  以及（数学高斯定理）

因此，高斯定理可以写为

0V V

EdV dV


 = 

此式对于任意 V 皆成立，故高斯定理可以写成微分形式：

0

E 


 =

表明电场线不会在没有电荷的地方产生或消失。
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∇ ⋅ റ𝐹 ≜ lim
𝑉→0

1

𝑉
඾

𝑆=𝜕𝑉

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆⚫ 散度的定义：

x x y y z zF F F F =  +  + 

∇ ⋅ റ𝐹 =
1

𝑟2
𝜕𝑟 𝑟

2𝐹𝑟 +
1

𝑟 sin 𝜃
𝜕𝜃 sin 𝜃 𝐹𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃
𝜕𝜑𝐹𝜑

( )1 1
s s z zF sF F F

s s   =  +  + 

dS

F

x

y

z





r

P

x

y

z

z


s

P

（直角坐标系）

（球坐标系）

（柱坐标系）
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二、高斯定理应用举例

【例】求电量为 Q、半径为 a 的均匀带电球面产生的电场。

O
Q a

E
P

E

P

E
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选择半径为 r 的同心球面作为高斯面，有

0E =

඾

𝑆

𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 = ඾

𝑆

𝐸𝑑𝑆 = 𝐸඾

𝑆

𝑑𝑆 = 𝐸 ⋅ 4𝜋𝑟2 =
𝑄内
𝜀0

2
04

QE
r

=

【解】由对称性知，无论球内还是球外，电场的方向必定沿

着径向（以球心为原点），大小则只与径向距离有关。即

( ) ( ) ˆE r E r r=

ar

a

r0Q =内

如果 r < a ，那么

如果 r > a ，那么

Q Q=内

高斯面
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2

2 2
0 0

ˆ ˆ,
4
0,

Qr a r r a
E r r

r a



 


= = 

 

0E =内

E

a

r

E

a

0 
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【例】求电量为 Q、半径为 a 的均匀带电球体产生的电场。

【解】由对称性知 ( ) ( ) ˆE r E r r=

选择半径为 r 的同心球面作为高斯面

඾

𝑆

𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 = 𝐸඾

𝑆

𝑑𝑆 = 𝐸 ⋅ 4𝜋𝑟2 =
𝑄内
𝜀0

a

r

ar

高斯面

3
04

QrE
a

=

2
04

QE
r

=

3

3
rQ Q
a

=内

如果 r < a ，那么

如果 r > a ，那么

Q Q=内
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3

2 3
0 0

3
0 0

ˆ ,
4 3

,
4 3

Qr a r r a
r r

E
Qr r r a

a



 



 


= 

= 
 = 


r

E

a

03a 

a
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【例】求无限大均匀带电平面产生的电场。面电荷密度为 σ。

【解】由对称性知

选择底面积 A、高 2z 的柱面作为高斯面

 = + +下上 侧

( ) ( ) ˆE r E z z= ( ) ( )E z E z− = −且

En̂



z

O

S
A

En̂

( ) ( ) ( ) 0E z A E z A=  + −  − +

( )
0

2 AE z A 


== 

( )
02

E z 


=
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0

0

ˆ, 0
2

ˆ, 0
2

z z
E

z z










+ 
= 
− 


0 

E

0 

E
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【例】求无限大均匀带电细棒产生的电场。线电荷密度为 λ。

【解】由对称性知

选择半径为 s、高为 h 的以细棒为对称轴
的圆柱面作为高斯面

0

2 hE sh 



 = == 侧

( ) ( ) ˆE r E s s=

h

s

E

n̂

02
E

s



=

0

ˆ
2

E s
s




=
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【例】求均匀带电球体中所挖出的球形空腔中的电场强度。

球体电荷密度为，球体球心到空腔中心的距离为 d 。

O
a



Pr

O b
−

P
r

O O b
a



Pr
r

d

r r d− =
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【解】将空腔看作是同时填满 + 和 ‒ 的电荷，腔内任一点
的电场强度就由一个实心大球（+）和一个实心小球（‒）
的叠加而成。由于

2 3

0

1 44
3

E r r  


+  = 

( )2 3

0

1 44
3

E r r  


−   =  −

所以

( )
0 03 3

dE E E r r 


+ − = + = − =

03
E r


+ =

03
E r


− = −

空腔内电场是均匀的。
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【例】试求产生如下电场的电荷分布（其中 K 为常数）：

0
3

3
0

,
3

,
3

K r r a
E

K a r r a
r








= 
 


【解】选择以原点为球心、半径为 r 的球面作为高斯面，由高
斯定理，高斯面内的电量为

( ) 2
0 0 4

S

Q r E dS E r  =  =  ( )

3

3

4 ,
3

4 ,
3

r K r a
Q r

a K r a






= 

 


因此，激发该电场的是电荷密度为 K、
半径为 a 的均匀带电球体。
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三、法向边值关系

设某曲面上有面电荷分布，试确定该曲面两侧无限靠近的两

点处电场强度的法向分量之间的关系。所考察区域可能有体

电荷分布，但没有奇异电荷（点电荷、线电荷）。

ˆ :1 2n →
2E

1E

①

②
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2E

1E

a
a h

n̂

高斯面：横跨曲面的扁平盒子（h << a → 0）

穿过高斯面的电通量为

S
E dS = + + 下上 侧

高斯面内包含的电量为

( )2 2a hQ a  +内

由高斯定理得到

( )2 1
0

n̂ E E 


 − =

高阶小量

高阶小量

面电荷两侧电场的法向分量不连续!

【注】高斯定理无法给出面电荷两侧电场切向分量的关系。

( ) ( ) ( )2 2
2 1ˆ ˆE a n E a n Eah  +  − +
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问题

⚫ 电场线方程以及复杂电荷体系的电场线计算与绘图。
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⚫ 研究在电力与距离3次方反比情况下的各种对称性电荷

分布的电场强度。
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⚫ 讨论穿过一些非定向曲面的电通量。

莫比乌斯带 克莱因瓶 8字形克莱因瓶
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一、静电场的环量

⚫ 物理上，等于移动单位正电荷静电力做的功。

Γ ≜ ර
𝐶

𝐸 ⋅ 𝑑റ𝑙

⚫ 数学上，该积分称为线积分。

⚫ 线元 dl 的方向由回路 C 的绕行方向决定

静电场沿着闭合曲线 C 的环量定义为：

反映静电场是否有旋。

C

dl E
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二、静电场的环路定理

⚫ 静电力做功由起点和终点决定，与路径无关；

或 静电力沿任何闭合曲线做功为零。

ර
𝐶

𝐸 ⋅ 𝑑റ𝑙 = 0

静电场是无旋场。

⚫ 静电场的无旋性来源于库仑力是有心力的特性，

而不是平方反比律。

【注】有心力：方向沿着以力心为原点的径向，

大小只与径向距离有关。

C

E静电场的环路定理：



32

⚫ 静电场的电场线不可能是闭合曲线。

（反证法）如果某条电场线 C 闭合，
则沿着该闭曲线

ර
𝐶

𝐸 ⋅ 𝑑റ𝑙 > 0

ර
𝐶

𝐸 ⋅ 𝑑റ𝑙 = 0

E dl Edl =

C

故静电场的电场线

不可能是闭合曲线。

E dl
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三、环路定理的微分形式

ර

𝐶

𝐸 ⋅ 𝑑റ𝑙 = ඵ

𝑆

∇ × 𝐸 ⋅ 𝑑 റ𝑆 = 0

由数学斯托克斯定理

此式对于任意 S 皆成立，故环路定理

可以写成微分形式：

0E =

ˆS Sn=

C

在直角坐标系下，该方程表示为

,     ,     y yz x z xE EE E E E
y x z x x y

    
= = =

     

思考：如果 xy 平面上电场的 x 分量为 Ex = ky，
关于其它分量，你能说些什么？
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四、切向边值关系

设某曲面上有面电荷分布，试确定该曲面两侧无限靠近的两

点处电场强度的切向分量之间的关系。所考察区域可能有体

电荷分布，但没有奇异电荷（点电荷、线电荷）。

ˆ :1 2n →
2E

1E

①

②
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回路C：横跨曲面的扁平长方形（h << l → 0）

由环路定理得到：

0 = ර
𝐶

𝐸 ⋅ 𝑑റ𝑙 ≈ 𝐸2 ⋅ 𝑙 Ƹ𝜏 + 𝐸1 ⋅ −𝑙 Ƹ𝜏 + 𝐸ℎ

因此

即在与曲面相切的任一方向上，电场

的投影连续。从而该关系也可写为

( )2 1ˆ 0n E E − =

高阶小量

面电荷两侧电场的切向分量连续!

1E

2E

l
hC

̂( )2 1ˆ 0E E  − =
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E

n̂

( )ˆ ˆn E n 

( )ˆ ˆn E n 

由于

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

E n E n n E n

E n E n n E n

 =   +  


=   +  

以及

2 1 2 1
0

ˆ ˆ ˆ ˆ,     n E n E n E n E


 =  +  = 

所以

2 1
0

ˆE E n


− =

ˆ :1 2n →
2E

1E

①

②
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