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介质内、外的宏观电场

由 自由电荷 以及 宏观束缚电荷

按照真空中的库仑定律以及叠加原理产生。

介质内、外的宏观电场

满足真空中的高斯定理与环路定理。

( ) 2 2
0 0

ˆ ˆ1 1
4 4

E r dq dq
πε πε

′= +∫ ∫
  R R

R R
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一、有电介质时的环路定理
1. 环路定理

有介质存在时，环路定理仍然成立：

�
𝐶𝐶

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 0

写成微分形式为：

0E∇× =


C

dl


E


静电场是无旋场。
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2. 静电势

 电场

有介质存在时，静电势的概念仍然有效：

𝜙𝜙 𝑟𝑟 ≜ �
𝑟𝑟

𝑃𝑃

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = −�
𝑃𝑃

𝑟𝑟

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙

𝑑𝑑𝜑𝜑 ≜ 𝜑𝜑 𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑙𝑙 − 𝜑𝜑 𝑟𝑟 = −𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙

𝑉𝑉12 = 𝜙𝜙1 − 𝜙𝜙2 ≜ �
1

2

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙

ˆE n
n
ϕϕ ∂

= −∇ = −
∂



 静电势

 电势差（电压、电势降）
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二、有电介质时的高斯定理
1. 高斯定理

dS


E


有介质存在时，高斯定理仍然成立：

因为

𝜀𝜀0�
𝑆𝑆

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑄𝑄 = 𝑄𝑄0 + 𝑄𝑄′
S 内的自由电荷

S 内的束缚电荷

𝑄𝑄′ = −�
𝑆𝑆

𝑃𝑃 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆

�
𝑆𝑆

𝜀𝜀0𝐸𝐸 + 𝑃𝑃 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑄𝑄0
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引入辅助矢量──电位移矢量：

𝐷𝐷 ≜ 𝜀𝜀0𝐸𝐸 + 𝑃𝑃

则：

�
𝑆𝑆

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑄𝑄0

电位移矢量的通量只与自由电荷有关，

而与极化电荷无关。

电位移线发起于正自由电荷，终止于负自由电荷。

这就是有介质时的高斯定理。写成微分形式为：

0D ρ∇ ⋅ =

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【例】均匀极化电介质球的电位移矢量。

【解】球面上的极化电荷面密度为

ˆ cosr P Pσ θ′ = ⋅ =
 θ

a

O
P


z �𝑛𝑛 = 𝑟̂𝑟

上半球面(θ < π/2) 极化电荷为正

下半球面(θ > π/2) 极化电荷为负

赤道线上(θ = π/2) 极化电荷为零

E′ 等于面电荷密度为σ′ = P cosθ 的带电球面产生的电场

与均匀外场中的导体球表面的感应电荷分布相似！
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极化电荷面分布σ′ = P cosθ 产生的电场为

球面上电荷分布σ = σ0 cosθ 产生的电场

最后由𝑫𝑫 ≜ 𝜺𝜺𝟎𝟎𝑬𝑬 + 𝑷𝑷，得到电位移矢量分布。
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P


电场𝑬𝑬分布 电位移矢量𝐃𝐃分布

𝛁𝛁 × 𝐃𝐃 ≠ 𝟎𝟎 ?

对比电场和电位移矢量
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2. D 与 E 的关系

介电常数可能因地而异（非均匀），但任一点

处的电位移 D 总是平行于该点处的电场 E 。

 各向同性电介质

𝐷𝐷 ≜ 𝜀𝜀0𝐸𝐸 + 𝑃𝑃 = 𝜀𝜀0𝐸𝐸 + 𝜒𝜒𝜀𝜀0𝐸𝐸 = 1 + 𝜒𝜒 𝜀𝜀0𝐸𝐸

0rD E Eε ε ε= =
  

 各向异性电介质

11 12 13

21 22 23

31 32 33

x x

y y

z z

D E
D E
D E

ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε

    
    =    
    
    
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3. 简单介质内部的极化电荷与自由电荷的关系

�
𝑆𝑆

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = �
𝑆𝑆

𝜀𝜀0𝜀𝜀𝑟𝑟𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝜀𝜀𝑟𝑟𝜀𝜀0�
𝑆𝑆

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆

设 S 是均匀介质（ε＝const. ）内部的任一给定闭曲面， Q0 和
Q′ 分别是 S 内包含的自由电荷与极化电荷总量。

= 𝜀𝜀𝑟𝑟 𝑄𝑄0 + 𝑄𝑄′

�
𝑆𝑆

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑄𝑄0

0 0
1 11 r

r r

Q Q Qε
ε ε

  −′ = − − = − 
 

简单介质内部，极化电荷总是与自由电荷相伴出现的。

若简单介质内部没有自由电荷，

则极化电荷只能分布在在介质表面。
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 简单介质内部电荷的体密度之间存在简单的比例关系：

0 0 Eρ ρ ρ ε′= + = ∇ ⋅


0 0 rD Eρ ε ε= ∇ ⋅ = ∇ ⋅
 

( )0 01rP E Eρ χε ε ε′ = −∇ ⋅ = − ∇ ⋅ = − − ∇ ⋅
  

0
0

1,     r

r r

ρ ερ ρ χρ ρ
ε ε

−′= = − = −

总电荷密度：

自由电荷密度：

极化电荷密度：

 一般而言，介质界面上的极化电荷与
自由电荷的面密度之间没有简单的比
例关系，需要具体问题具体分析。

0σ 0σ−σ ′− σ ′
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三、简单介质中的库仑定律
设在均匀介质内有一点电荷 Q0。

 对于任一包含 Q0 的小的闭曲面 S，其
内部的极化电荷电量必然为：

0
11

r

Q Q
ε

 
′ = − − 

 

 宏观电磁学中，点电荷 Q0 周围的这
部分极化电荷 Q′ 只能视为与 Q0 重
叠的点电荷，总电量为

ε S

0
0

r

QQ Q Q
ε

′= + =
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 简单介质中， Q′ 总是与 Q0 相伴而生，对于 Q0 造成了某
种屏蔽效应。对于空间中任一给定点 r ──无论介质内还
是介质外， Q0 与 Q′ 激发的电场之和为：

0 0
2

ˆ
4 r

Q r EE
rπε ε

= =




ε

这就是简单介质中的库仑定律（只要将真空情形下的库仑
定律中的 ε0 换为 ε） 。

 空间任一给定点 r 处的总电场还
应加上介质界面处的极化电荷的
贡献。
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四、边值关系

在介质交界面附近，环路定理表示为：

边值关系实际上是界面处的场方程。

1. E 与 D 的切向分量

( )2 1 1 2ˆ 0     or     n E E E Eτ τ× − = =
 

1 2 1 1

1 2 2 2

     or     D D D
D

τ τ τ

τ

ε
ε ε ε

= =

 在两种介质的交界面上，电位移矢量的切向分量是不连续。
造成突变的原因是由于两种介质中的极化强度 P 不同。

n̂
2E


1E


1ε
2ε

 电场的切向分量连续。
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2. E 与 D 的法向分量

( )2 1 1 2ˆ 0     or     n nn D D D D⋅ − = =
 

即在两种介质的交界面上，即使电位移矢量的法向分量连
续，电场强度的法向分量仍是不连续的。造成这种突变的
原因是由于界面上有极化面电荷分布。

1 2
1 1 2 2

2 1

     or     n
n n

n

EE E
E

εε ε
ε

= =

 若两种简单介质的界面处无自由面电
荷分布，则 D 的法向分量连续，即：

n̂ 2D


1D


1ε
2ε

在介质交界面附近，高斯定理表示为：

( )2 1 0n̂ D D σ⋅ − =
 
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3. 折射定律
n̂

1ε

2ε

1D


1D τ

1nD

2D


2nD

2D τ

2θ

1θ

若两种简单介质的交界面上没有
自由电荷分布，则有：

1 1 1 1

2 2 2 2

tan
tan

n

n

D D D
D D D

τ τ

τ τ

θ
θ

= =

1 1 1 2

2 2 2 1

tan
tan

n n

n n

E E E
E E E

τ

τ

θ
θ

= =

或者：

1 1

2 2

tan
tan

θ ε
θ ε

=

思考：图中 ε1＞ε2，
（1）D1 和 D2 哪个更大？
（2）E1 和 E2 哪个更大？
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四、高斯定理应用举例
【例】球形电容器充满两种介质，分界面半径为 d，求电容。

O
a

b d

1ε

2ε

【解】设内导体带电为 Q0。由对称性知

( ) ( ) ˆD r D r r=
 

选以 O 为球心、半径为 r 的球
面为高斯面，由高斯定理得：

0
2 ˆ,

4

0,   or  

Q r a r b
rD

r a r b

π
 < <= 
 < >




【注】电位移与无介质时相同： 0 0 0D E Dε= =
  
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电场为：

0
2

1

0
2

2

ˆ,
4

ˆ,
4

0,   or  

Q r a r d
r

QE r d r b
r

r a r b

πε

πε

 < <

= < <



< >




r

E

da b0

r

D

da b0

【注】电场是无介质时的 1/εr：

0 rE E ε=
 

【注】两种介质交界面处，电位

移与电场只有法向分量；且前

者连续，后者不连续。
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0

1 2

1 1 1 1 1 1
4
Q

a d d bπ ε ε
    = − + −        

所以电容为：

( ) ( )2 10

1 24
b d a a b dQ

abd
ε ε

π ε ε
− + −

=

( ) ( )
0 1 2

2 1

4Q abdC
U b d a a b d

πε ε
ε ε

= =
− + −

内、外导体之间的电势差为：

b d b

a a d

V E dl E dr
 

= ⋅ = + ⋅ 
 

∫ ∫ ∫
   0

2 2
1 2

1 1
4

d b

a d

Q dr dr
r rπ ε ε

 
= + 

 
∫ ∫
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 极化强度矢量

( ) 0 0 0
12 1 2 2

2 1

ˆ
4r d

Qr P P
d

ε εσ
ε ε π=

  ′ = ⋅ − = −    

 
 极化电荷只以面电荷形式出现于界面处：

( ) ( )0 0 01rP E E Eχε ε ε ε ε= = − = −
   

1 0 0
12

1

2 0 0
22

2

ˆ ,
4

ˆ ,
4

0,   or  

Q r P a r d
r

QP r P d r b
r

r a r b

ε ε
ε π

ε ε
ε π

− = < <
 −= = < <


< >



 

内导体与介质交界面：

外导体与介质交界面：

两种介质交界面：

2 0 0
2 2 2

2

ˆ
4r b

Qr P
b

ε εσ
ε π=

−′  = + ⋅ = + 


1 0 0
1 1 2

1

ˆ
4r a

Qr P
a

ε εσ
ε π=

−′  = − ⋅ = − 

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【例】平行板电容器中填充了相
对介电常数分别为 ε1 和 ε2 的两
种简单介质，已知极板上的电
荷面密度分别为 ±σ0，试求电容
器内部的 D、E 与束缚电荷分布
（忽略边缘效应） 。

【解】由对称性知：

2ε

1ε

0σ−

0σ+

( ) ˆD D z z=


由高斯定理得： 0 1 2ˆD z D Dσ= = =
  

S ẑ

1 0 2 0
1 2

0 1 0 1 0 2 0 2

ˆ ˆ,     D DE z E zσ σ
ε ε ε ε ε ε ε ε

= = = =
 

 
电场为：

【注】 D 与无介质时相同，E 是无介质时的 1/εr。
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极化强度矢量 0 0
0P D E D D Dε ε εε

ε ε
−

= − = − =
     

1 2
1 0 2 0

1 2

1 1ˆ ˆ,    P z P zε εσ σ
ε ε
− −

= =
 

( )12 2 1 0
2 1

1 1ẑ P Pσ σ
ε ε

 ′ = − ⋅ − = − 
 

 

极化电荷只以面电荷形式出现于界面处：

2
2 2 0

2

1ẑ P εσ σ
ε
−′ = + ⋅ = +



1
1 1 0

1

1ẑ P εσ σ
ε
−′ = − ⋅ = −



2ε

1ε

( )1 2ε ε<



2ε

1ε

( )1 2ε ε<

2ε

1ε

( )1 2ε ε<

E 线：

D 线：
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一、唯一性定理

设区域 V 内部有 已知的自由电荷分布

以及 已知的分区均匀介质。

（1）若给定各导体边界的电势 ci（i＝0,1,2, …），

则 V 内的电势唯一确定；

（2）若给定各内导体边界的总电量 Qk（k＝1,2, …），

则 V 内的电场唯一确定。

1ε

0S
2ε

3ε

2S

1S

0ρ

简单起见，设求解区域 V 的边界

S = ∂V = S0+ S1+ S2+ ∙∙∙ + SN

均为导体表面（可无外边界 S0 ）
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唯一性定理的证明

 在 V 内部，两解同时满足已知的自由电荷分布，即

( ) ( ), ,      and     , ,E D E E D Eϕ ϕ ε ϕ ϕ ε′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= −∇ = = −∇ =
     

( ) ( ) ( ) ( )0 ,     D r r D r r Vρ′ ′′∇ ⋅ = = ∇ ⋅ ∈
    

( ) ( ), , , ,E D E E E D Dϕ ϕ ε ϕ ϕ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= −∇ = = − − −
      

假如有两个解：

二者之差记为

( ) ( )0,     D r r V∇⋅ = ∈
  

V 内部无自由电荷

D 线只能起、止于 V 的边界！
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 在 V 的边界上，若两解均符合给定的电势，即

( ),     0,1,2,
i iiS Sc iϕ ϕ′ ′′= = = 

( )0,     0,1,2,
iS iϕ = = 

1ε

0S
2ε

3ε

2S

1S

D 线也不能由 V 的边界处发出或接受！

因此，在区域 V 内部

0D E D Dε ′ ′′= = − =
   

0E E E′ ′′= − =
  

0ϕ ϕ ϕ′ ′′= − =
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 在 V 的内边界上，若两解均符合给定的电量，即

�
𝑆𝑆𝑘𝑘

𝐷𝐷′ ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑄𝑄𝑘𝑘 = �
𝑆𝑆𝑘𝑘

𝐷𝐷″ ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 , 𝑘𝑘 = 1,2,⋯

�
𝑆𝑆𝑘𝑘

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 0, 𝑘𝑘 = 1,2,⋯

各内导体边界电量为零

1ε

0S
2ε

3ε

2S

1S
1 0Q =

2 0Q =
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D 线也不能由 V 的边界处发出或接受！

0E E E′ ′′= − =
  

0D D D′ ′′= − =
  

作为静电问题的解，两解必然也满足

( ),      ,     0,1,2,
i ii iS S

c c iϕ ϕ′ ′ ′′ ′′= = = 

( ),     0,1,2,
i i i iS

c c c iϕ ′ ′′= − = = 

因此，在区域 V 内部

而由各内导体边界电量为零还可断言

0 1 2c c c= = =
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二、介质界面垂直于电场线
在两种情形下，

有介质时的电位移 D 与无介质时的电位移 D0 相同，

有介质时的电场 E 则等于无介质时的电场 E0 的 1/εr：

情形1：整个空间充满同一种均匀介质；

情形2：空间中有若干种分区均匀介质，

但每一种介质都充满两个等势面之间的区域。

0 0 0D D Eε= =
  

0 rE E ε=
 

【注】有无介质时自由电荷相同。

【注】有无介质时等势面相同，
电势数值不同。
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证明
 无介质时的解（E0，D0＝ε0E0）满足环路定理以及高斯定

理──即符合于已知的自由电荷分布：

 由唯一性定理，所猜有介质时的解是否正确取决于其是否
满足：

（1）环路定理；

（2）高斯定理；

（3）合适的边界条件

──区域边界上的电势或者各内导体边界的电量。

�
𝑆𝑆

𝐷𝐷0 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑄𝑄0内, �
𝐶𝐶

𝐸𝐸0 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 0



33

 由于 D＝D0＝ε0E0 ，因此

即所猜解符合于已知的自由电荷分布。下面只需证明所猜电
场 E 确实满足环路定理、且符合于合适的边界条件即可。

�
𝑆𝑆

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = �
𝑆𝑆

𝐷𝐷0 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑄𝑄0内

 若边界条件是给定各内导体边界的电量，则
所猜解符合于该边界条件，无需再来证明。

 若边界条件是给定各导体的电势，一般性的讨论比较罗嗦，
后面以例子形式加以说明。下面只证明所猜电场 E 确实满足
环路定理。
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�
𝐶𝐶

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = �
𝐶𝐶

𝐷𝐷
𝜀𝜀0𝜀𝜀𝑟𝑟

⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙

情形1：整个空间充满同一种简单介质。

= �
𝐶𝐶

𝐸𝐸0
𝜀𝜀𝑟𝑟
⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙

=
1
𝜀𝜀𝑟𝑟
�
𝐶𝐶

𝐸𝐸0 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙

此时 εr 为常数，因此

�
𝐶𝐶

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 0



35

情形2：空间中有分区均匀介质，
且介质界面与电场垂直。

�
𝐶𝐶

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 =
1
𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟

�
𝐴𝐴1

𝐵𝐵1

+
1
𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟

�
𝐵𝐵1

𝐵𝐵2

+
1
𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟

�
𝐵𝐵2

𝐵𝐵3

𝐸𝐸0 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙

1ε

2ε

3ε

4ε

1A
1B

2B

3B
3A

2A+
1
𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟

�
𝐵𝐵3

𝐴𝐴3

+
1
𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟

�
𝐴𝐴3

𝐴𝐴2

+
1
𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟

�
𝐴𝐴2

𝐴𝐴1

𝐸𝐸0 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙

�
𝐶𝐶

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 0

( ) ( )  i iA Bϕ ϕ=
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【例】半径为 a 的导体球外有两
种均匀介质，分界面是半径为 b
的球面。试在给定导体电量 Q0

或者给定导体电势 V0 两种边界
条件下分别确定电场分布 。 O

a
b

1ε

2ε

【解】介质界面为等势面。

（1）若给定导体电量 Q0，则

0
0

2

0,

ˆ
,

4

r a
D D

Q r r a
rπ

 <= = 
 >


  0
2

1

0
2

2

0,

ˆ
,

4
ˆ

,
4

r a

D Q rE a r b
r

Q r r b
r

ε πε

πε

 <

= = < <



>




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（2）若给定导体电势 V0，设导体电量 Q0，则

0
2

1

0
2

2

0,

ˆ
,

4
ˆ

,
4

r a

Q rE a r b
r

Q r r b
r

πε

πε

 <

= < <



>




( )
1 2 0

0
1 2 2

4 abVQ
a b

πε ε
ε ε ε

=
− +

将其代入电场表达式即可。

0

a

V E dl
∞

= − ⋅∫


0 0

2 1

1 1
4 4

Q Q
b a bπε πε

 = + − 
 

( )1 2 2
0

1 24
a b

Q
ab

ε ε ε
πε ε
− +

=
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【例】如图，平行板电容器间填充有
介电常数分别为 ε1 和 ε2 的两种介质，
上极板与下极板之间的电压为 V，试
求上极板的自由面电荷密度。忽略边
缘效应。

1ε

2ε 2d

1d

【解】介质界面为等势面。设上极板面电荷密度为 σ0。

0
0

0

E σ
ε

= 0 0 0 0 2 1 1 2
1 2 0

1 2 1 2

E E d dV d dε ε ε ε σ
ε ε ε ε

+
= + =

1 2
0 0

2 1 1 2d d
ε εσ σ

ε ε
=

+
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【例】无限大平面 z＝0 将介电常数
分别为 ε1 和 ε2 的两种电介质隔开，
在 z 轴上 z＝±d 处分别放置等量异
号点电荷 ±q ，求空间电场分布 。

【解】介质界面为等势面。

0 2 2
0

ˆ ˆ
4

r rqE
r rπε
+ −

+ −

 = − 
 



( )

( )

0
0 2 2

1 1

0
0 2 2

2 2

ˆ ˆ
, 0

4
ˆ ˆ

, 0
4

q r rE z
r r

E
q r rE z

r r

ε
ε πε

ε
ε πε

+ −

+ −

+ −

+ −

  = − >  
  = 

  = − <   







q+

r−
2ε

1ε

r+


r

O

q−

d

d

P

z

无电介质时的电场：
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三、介质界面平行于电场线
设自由电荷完全由导体所携带。

若空间中填充有分区均匀的电介质，

且每一种介质都充满某个电场线管，

则有介质时的电场 E 与无介质时的电场 E0 具有相同的构形。

0E kE=
 

【注】此结论适用范围极窄，
只适用于仅有两导体的情况，

而且还要求两导体带等量异号

电荷，或者一个导体完全被另

一导体所包围。



证明
 环路定理

�
𝐶𝐶

𝐸𝐸0 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 0

 高斯定理

对于不含导体的任一闭曲面
1ε

2ε

3ε

�
𝑆𝑆

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = �
𝑆𝑆

𝜀𝜀𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑘𝑘�
𝑆𝑆

𝜀𝜀𝐸𝐸0 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆

�
𝑆𝑆

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑘𝑘 𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟�
𝑆𝑆1

+𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟�
𝑆𝑆2

+𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟�
𝑆𝑆3

𝐷𝐷0 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆

由于介质界面上并无自由电荷分布，
电位移的法向分量连续，故

S

1S

3S

1S

�
𝐶𝐶

𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = �
𝐶𝐶

𝑘𝑘𝐸𝐸0 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 𝑘𝑘 �
𝐶𝐶

𝐸𝐸0 ⋅ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 0
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 边界条件

因此对于不含导体的任一闭曲面有

�
𝑆𝑆

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 0

�
𝑆𝑆𝑘𝑘

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑄𝑄𝑘𝑘 , 𝑘𝑘 = 1,2,⋯

所猜电场在导体表面外侧确与导体
表面垂直，导体表面仍然为等势面。

为了符合于内导体电量，可令：

从而使得边界条件自动成立。

1Q 2Q
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（1）对于一个导体情形，或者虽有两个导体，但其中一
个完全被另一个所包围，k 只需满足一个代数方程，
故由此方程可唯一确定 k。

（2）对于 N 个导体情形，k 满足 N 个代数方程，这些
方程通常并不自洽，从而导致无解。猜解失败。

（3）对于两个导体情形，当
二者所带电量等量异号时，
k 所满足的两个代数方程
只有一个是独立的，因而
也可唯一确定 k。

Q+ Q−
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【例】球形电容器带电量 Q0，极板
间充满介电常数分别为 ε1 和 ε2 的
两种介质，求各区域的电场和各界
面的电荷。

O
a

b
1ε

2ε【例】介质界面与电场线重合。因而

( ) ˆE E r r=


�
𝑆𝑆

𝐷𝐷 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = �
𝑆𝑆1

𝜀𝜀1𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 + �
𝑆𝑆2

𝜀𝜀2𝐸𝐸 ⋅ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝜀𝜀1𝐸𝐸 ⋅ 2𝜋𝜋𝑟𝑟2 + 𝜀𝜀2𝐸𝐸 ⋅ 2𝜋𝜋𝑟𝑟2 = 𝑄𝑄0

由高斯定理得到：

( )
2

0 0 0
02 2

1 2 1 2 1 2

ˆ 2 2ˆ    where 
2

Q r aE r kE k
r r

σ ε
π ε ε ε ε ε ε

= = = =
+ + +

 
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1 0
01 1 1

1 2

2
n nr a r a

D E ε σσ ε
ε ε= =

= = =
+

( ) ( )1 0 0
1 1 1 0

1 2

2
n r a r a

P E
ε ε σ

σ ε ε
ε ε= =

−
′ = − = − − = −

+

内导体球表面的自由电荷分布：

内导体与介质交界面处的极化电荷分布：

2
0 0

02
1 2 1 2

2 2ˆ    where aE r kE k
r

σ ε
ε ε ε ε

= = =
+ +

 

2 0
02 2 2

1 2

2
n nr a r a

D E ε σσ ε
ε ε= =

= = =
+

( ) ( )2 0 0
2 2 2 0

1 2

2
n r a r a

P E
ε ε σ

σ ε ε
ε ε= =

−
′ = − = − − = −

+



46

( )1 0 01 0 0 0
1 01 1

1 2 1 2 1 2

22 2ε ε σε σ ε σσ σ σ
ε ε ε ε ε ε

−
′= + = − =

+ + +

内导体与介质交界面处的总电荷分布分布：

0 0
0

1 2

2k ε σσ σ
ε ε

= =
+

( )2 0 02 0 0 0
2 02 2

1 2 1 2 1 2

22 2ε ε σε σ ε σσ σ σ
ε ε ε ε ε ε

−
′= + = − =

+ + +

外表面处的电荷分布可类似得到，而在介质界面上没有自
由电荷极化电荷。导体与介质交界面处，恒有

没有介质时，内（外）导体表面的电荷均匀分布。有介质
时，自由电荷和极化电荷在内（外）导体与介质交界面处
都不是均匀的，而二者之和得到的总电荷密度是均匀的。
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四、电像法
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【例】相对介电常数分别为 ε1 和
ε2 的两种介质充满全空间，分界
面为 xy 平面。第一种介质中到分
界面的距离为 d 处有一点电荷 q，
试求电场以及界面上的极化电荷
分布，求各区域的电场和各界面
的电荷。

【解】空间任一点处的电场由三部分电荷按照真空中的库
仑定律和叠加原理产生：

（1）点电荷 q ；

（2）与 q 处于同一位置的极化点电荷；

（3）由于介质不均匀而在 xy 平面上出现的极化面电荷。

q

2ε
1ε

O

d

z

【注】无穷远处的极化面电荷对电场没有贡献。
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q

2r
1ε

1ε

1r


r

O

q′

d

d

P

z

q q′′+

2ε
2ε

3r


r
O

d

P

z

上半空间：像电荷 q′ 位于下半空
间，全空间的介质为 ε1 。

1
0 1 1 2

1
4

q q
r r

ϕ
πε ε

 ′
= + 

 

1 2
1 3 3

0 1 1 2

1
4

qr q rE
r rπε ε

 ′
= + 

 

 

下半空间：像电荷 q″ 与 q 处于同
一位置，全空间的介质为 ε2 。

2
0 2 3

1
4

q q
r

ϕ
πε ε

′′+
=

( ) 3
2 3

0 2 3

1
4

q q r
E

rπε ε
′′+

=

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( )

1 2
1 1 3 3

0 1 1 2 1 2

3
2 2 3

0 2 3 3

1 1,
4 4

1 1,
4 4

qr q rq q D
r r r r

q q rq q D
r r

ϕ
πε ε π

ϕ
πε ε π

    ′′
= + = +    

    


′′′′ ++ = =


 



当 z→0 时， 𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 = 𝑟𝑟3 ≜ 𝑅𝑅, 𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟3

因此，由 xy 平面上的边值关系：

1 2ϕ ϕ=

1 2z zD D=

1 2

q q q q
ε ε

′ ′′+ +
=

( )q q q q′ ′′− + = − +

1 2

1 2

q q qε ε
ε ε
−′ ′′= − =
+
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当 ε1＜ε2 时

分析（设 q＞ 0）

1 2

1 2

0q qε ε
ε ε
−′ = <
+

2

1 2

2 0q q qε
ε ε

′′+ = >
+ 2ε

1ε
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当 ε1＞ε2 时

1 2

1 2

0q qε ε
ε ε
−′ = >
+

2

1 2

2 0q q qε
ε ε

′′+ = >
+ 2ε

1ε
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上半空间：像电荷 Q′ 位于下半空
间，全空间无介质。

1
1

0 1 2

1
4

q Q
r r
εϕ

πε
 ′

= + 
 

下半空间：像电荷 Q″ 与 q 处于
同一位置，全空间无介质 。

1
2

0 3

1
4

q Q
r

εϕ
πε

′′+
=

方法二

1 2
1 3 3

0 1 1 2

1
4

q r Q rE
r rπε ε

 ′
= + 

 

 

3
1 3

0 1 3

1
4

q rE Q
rπε ε

 
′′= + 

 



1q ε

2r


1r


r

O

Q′

d

d

P

z

1q Qε ′′+

3r


r
O

d

P

z
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1 1 2
1 1 13 3

0 1 2 1 2

1 2 3
2 2 2 3

0 3 1 3

1 1,
4 4

1 1,
4 4

q Q r rD q Q
r r r r

q Q rD q Q
r r

εϕ ε
πε π

ε εϕ ε
πε π ε

    ′
′= + = +    

    


 ′′+ ′′= = +   

 



当 z→0 时， 𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 = 𝑟𝑟3 ≜ 𝑅𝑅, 𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟3

因此，由 xy 平面上的边值关系：

1 2ϕ ϕ=

1 2z zD D=

1 1

q qQ Q
ε ε

′ ′′+ = +

2
1 2

1

q Q q Qεε ε
ε

 
′ ′′− + = − + 

 

1 2

1 2 1

qQ Q ε ε
ε ε ε
−′ ′′= =
+
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q

1ε
1ε

r

O

q′

P

1

qQ
ε
′

′ =

1 2

q q qQ
ε ε

′′+′′+ =

q q′′+

1ε
1ε

r
O

P

1q ε

0ε
0ε

r

O

Q′

P

1q Qε ′′+

0ε
0ε

r
O

P
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