
作业 10

1. 假设 y1, ..., yn iid ∼ (µ,σ2), µ,σ2 是未知参数。记样本均值和样本方差分别为 ȳ 和 s2。令 y =

(y1, ..., yn)⊤, ϵ = (ϵ1, ...,ϵn)⊤, 1 = (1, ...,1)⊤, 则上述模型可表示为矩阵向量形式

y = 1µ+ ϵ, ϵ ∼ (0,σ2In).

求 y 在 C(1) 上的投影 ŷ，以及 µ,σ2 的 LS 估计.

2. 假设随机样本数据 (xi , yi ), i = 1, ...,n 满足简单线性回归模型

yi = a+ bxi + ϵi ,ϵi , i = 1, ..., iid ∼N (0,σ2),且 xi 与 ϵi 独立, i = 1, ...,n.

将模型写成矩阵-向量的形式
y = Xβ + ϵ = 1a+ xb + ϵ

其中设计阵 X = (1,x), x = (x1, ...,xn)⊤, β = (a,b)⊤.

(a) 记 x̄ = (x1 + ...+ xn)/n = x⊤1/n. 证明 C(X) 的投影矩阵

PX =
11⊤

n
+
(x−1x̄)(x−1x̄)⊤

||x−1x̄||2
.

(提示：可以先求 x 关于 1 的正交化向量 x⊥).

(b) 求 y 在 C(X) 上的投影 ŷ = PXy。投影表达式决定了参数 a,b 的 LS 估计: 若 ŷ = 1ξ + xη，则
1,x 的系数即是 LS 估计 â = ξ, b̂ = η，试由 ŷ 的表达式求出 â, b̂.

3. 假设线性模型 yi = β0 + x⊤i b+ ϵi , i = 1,2, ...,n, 写成矩阵-向量形式为

yn×1 = Xn×pβp×1 + ϵ = 1β0 +Zb+ ϵ,

其中 β = (β0,b⊤)⊤, X = (1,Z) 列满秩,

Z =


x⊤1
...
x⊤n


为所有自变量按行排成的 n× (p−1)矩阵, 记 Zc = Z −1x̄⊤ 为 Z 的中心化，其中 x̄ = (x1+ ...+xn)/n =

Z⊤1/n 为样本均值。记

Sxx =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)⊤ =
1

n− 1
Z⊤c Zc, Sxy =

1
n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)yi =
1

n− 1
Z⊤c y,

分别为样本方差和样本协方差矩阵。我们已知 β 的最小二乘估计为 β̂ = (X⊤X)−1X⊤y，试分别通过
投影、分块矩阵求逆和误差平方和求导三种方法证明 b 的最小二乘估计

b̂ = (Z⊤c Zc)
−1Zcy = SxxSxy .
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