
作业 3

记号: 对于任何随机变量或向量 a,b,c, 我们记 Σab = cov(a,b), Σab•c = Σab −ΣacΣ
−1
cc Σcb

1. 假设 n× 1 随机向量 x = (x1, ...,xn)⊤ ∼ (µ,Σ)，即 E(x) = µ,cov(x) = Σ，设 a,b ∈ Rn 为任意两个常数

向量

(a) 求随机变量 a⊤x 的均值和方差;

(b) 求 (x1 + ...+ xn)/n 的均值和方差；

(c) 求 a⊤x 和 b⊤x 的协方差和相关系数 ρ(a⊤x,b⊤x)。

(d) 求 E||x||2.

2. 假设 y,x 为两个随机向量，记 Σyx = cov(y,x), Σxy = cov(x,y), Σxx = var(x)。假设 y 的去相关化
y⊥ = y−ΣyxΣ

−1
xxx, 证明 var(y⊥) = Σyy•x，cov(y⊥,x) = 0。

3. 假设 y, 是随机变量, x 是 p × 1 随机向量, 对任何常数向量 a ∈ Rp，证明 a⊤x 和 y 的相关系数

ρ(a⊤x, y) ≤
√

ΣyxΣ
−1
xxΣxy

Σyy .

4. 假设 x,y,z 是三个随机变量, 其相关系数矩阵为 3× 3 正定矩阵

R =


1 ρxy ρxz
ρyx 1 ρyz
ρzx ρzy 1

 .
(a) 证明

1− ρ2xy − ρ2xz − ρ2zy +2ρxyρyzρzx ≥ 0.

(b) (选) 证明 ρxy•z = 0⇔
(
R−1

)
12

= 0 (即 R−1 的 (1,2) 元为 0).

(c) (选) 假设 x,y,z 服从三元正态分布 N3(0,R)，其概率密度函数为

f (x,y,z) =
1

(2π)3/2det(R)
exp

(
−1
2
u⊤R−1u

)
, u = (x,y,z)⊤ ∈ R3.

证明 ρxy•z = 0 ⇔ 给定 z 时, x,y 条件独立。

5. 设 Σ =
(
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

)
为 n 阶正定矩阵，其中 Σ11 为 k 阶方阵 (1 ≤ k ≤ n− 1)。

记 Σ11•2 = Σ11 −Σ12Σ
−1
22Σ21, Σ22•1 = Σ22 −Σ21Σ

−1
11Σ12。证明:

Σ−1 =
(

Σ−111•2 −Σ−111•2Σ12Σ
−1
22

−Σ−122•1Σ21Σ
−1
11 Σ−122•1

)
,

记 Σ−1 的左上角 k × k 子矩阵 Σ11•2 为
(
Σ−1

)
11

, 证明(
Σ−1

)
11
≥ Σ−111

其中矩阵 A ≥ B⇔ A−B ≥ 0 (非负定）。
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