
作业 6

1-3 题假设简单线性模型 yi = a+ bxi + ϵi , ϵi iid ∼ (0,σ2), ϵi 与 xi 独立。

1. 对于简单线性模型，证明 rŷy = |rxy | （前者为拟合值与响应变量的相关系数）。

2. 简单线性模型的斜率估计 b̂ = sxy /sxx =
∑
(xi − x̄)yi /sxx =

∑
c0iyi 是 y1, ..., yn 的线性组合，其中

c0i = (xi − x̄)/sxx。假设 b̃ =
∑
ciyi 是 b 的任一线性无偏估计，其中 c1, ..., cn 只与 x = (x1, ...,xn)⊤ 有

关。试证明 Gauss-Markov 定理：

var (̃b|x) ≥ σ2/sxx = var(b̂|x).

（提示：给定 x = (x1, ...,xn)⊤ 时，c1, ..., cn 都是常数）

3. 定义点 (xi , yi ) 与 (x̄, ȳ) 决定的直线的斜率为 ki =
yi−ȳ
xi−x̄ (当 xi = x̄ 时定义 ki = 0)，i = 1, ...,n。则 b 的

最小二乘估计 b̂ = sxy /sxx 可表示成所有斜率 ki , i = 1, ...,n 的加权和

b̂ =
1
sxx

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ) =

1
sxx

∑
(xi − x̄)2

(
yi − ȳ
xi − x̄

)
=

∑
w0iki

其中权重 w0i = (xi − x̄)2/sxx ,
∑
w0i = 1。对任何序列 w1, ...,wn (只依赖于 x1, ...,xn), wi ≥ 0,

∑
wi = 1,

定义 b 的一个估计

b̃ =
∑

wiki =
∑

wi

(
yi − ȳ
xi − x̄

)
,

证明 E (̃b) = b, 求 var (̃b|x), 并证明 var (̃b|x) ≥ σ2/sxx = var(b̂|x)（提示：可直接证明也可利用第 2 题
结果）。

4. 2000 年联合国的关于 193 个国家或地区的人口统计数据, 包括每个国家 (或地区) 的女性人均生育
数目 (Fertility) 和人均国民生产总值 (PPgdp, 单位：千美元)。部分数据如下。

Fertility PPgdp
Afghanistan 6.80 0.098
Albania 2.28 1.317
Algeria 2.80 1.784
Angola 7.20 0.739
Argentina 2.44 7.163
Armenia 1.15 0.687
...
(完整数据集参见 R package alr4 中的 UN1）

考虑线性模型

Fertility = a+ b ×PPgdp+ ϵ, ϵ ∼ (0,σ2)

下面是 R 软件的部分输出结果:

Call: lm(formula = Fertility ∼ PPgdp, data = UN1)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)

(Intercept) 3.733 ¬ 28.040 < 2e-16 ***
PPgdp -0.085 0.012 ­ 1.15e-11 ***

Residual standard error: 1.526 on ® degrees of freedom
Multiple R-squared: ¯
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(a) 填写¬-¯处的数字。

(b) 计算 Fertility 和 PPgdp 的样本方差和样本相关系数。

(c) 已知所有 193 个国家或地区的 PPgdp 的平均值为 6408 美元，求全世界（即 193 个国家或地
区）的 Fertility 的平均值。

(d) 试解释 PPgdp 的回归系数估计值 −0.085 的含义。

5. 老忠实 (或老实) 喷泉 (Old faithful geyser) 是美国黄石公园的一个间歇式热喷泉。除了每天零点到
清晨 6 点之间，1980 年 10 月份的所有喷水持续时间 (Duration, 单位：秒）以及到下一次喷发的
间隔时间 (Interval, 单位：分钟) 被记录了下来，共有 270 条记录 (数据集 alr4: oldfaith), 例如前 6
条记录如下：

Duration Interval
216 79
108 54
200 74
137 62
272 85
173 55
...

其中第一次喷水持续 216 秒，其后经过 79 分钟再次喷水并持续了 108 秒，等等。Duration (y) 和

Interval (x) 的平均值分别是 209.9 秒和 71.1 分钟, (Duration,Interval) 的样本协方差矩阵为

S =
(
Syy Syx
Sxy Sxx

)
=

1
n− 1

(
syy syx
sxy sxx

)
=

(
4677.5 827.3
827.3 182.2

)
注意区分其中的记号，其中小写 sab =

∑
(ai − ā)(bi − b̄)，大写 Sab = sab/(n−1) 为样本协方差或方差。

假设如下线性模型

Duration = a+ b × Interval+ ϵ, ϵ ∼ (0,σ2),

(a) 试求 LS 估计 â, b̂。如果某次喷水时间很短，你预期等待下次喷水的时间较长还是较短？

(b) 求 LS 估计 σ̂2 及其标准差，以及 H0 : b = 0 的 t 检验统计量；

(c) 求回归方程的决定系数 R2;

(d) 如果某次喷水时间为 200 秒，试预测为了观看下次喷水需要等待多长时间。
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