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第四讲 随机向量之间的相关性

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2022

2022.9.23

如何用一个实数（最好是介于0和1之间）
度量两个随机向量之间的相关性？
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Corr-2. 随机向量之间的相关性
- 典则相关系数、决定系数

多个随机变量的相关性通常以相关系数矩阵表示，它代表了各对(pair-
wise)随机变量之间的相关程度，不是一个整体相关程度的度量。

 能否不用成对的方式计算多个随机变量的相关性？

 如何度量两组随机变量(两个随机向量)整体上的相关性？

多元分析中的“典则相关分析(Canonical correlation analysis)”以及回归
分析中的决定系数回答了后一问题，其基本思想是，把两个随机向量
分别组合(pool)成两个随机变量，然后计算两个pooled变量之间的相关
系数 (还是成对！)：

寻找两个最优的方向𝐚 ∈ 𝑅 , 𝐛 ∈ 𝑅 , 使得投影坐标(随机变
量)  𝐚 𝐱和𝐛 𝐲的相关系数最大，该最大相关系数定义为向量𝐱，
𝐲 的相关性度量，称为（第一）典则相关系数（参见命题5）。

但下面我们采用正交分解（即两个向量的去相关化-还是成对！），得
到同样的相关性度量。
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ŷ

,cov                     

 -11
























xxxy

yxyy

x

y

xy 协方差矩阵为的方差和假设随机向量 pq正交分解/
去相关化

)(ˆˆ 正交不相关与，  yyyyy



4

 𝐲𝐲  𝐲𝐱 𝐱𝐱 𝐱𝐲  𝐲𝐲⦁𝐱

(总方差) (𝐱能解释的部分)      (与𝐱无关的部分) 

股定理）：理解成求长度平方，勾两边同时求方差 (ŷyy  
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引理1.若𝐴 ≥ 0(半正定),则对任何𝐯 ≠ 𝟎,
𝐯 𝐴𝐯

𝐯 𝐯
≤ 𝜆 (𝐴)最大特征根,

当𝐯 ∝ 𝐯 (最大特征根对应的特征向量)时达到极大。

二次型的
极值

证明：假设𝐴的谱分解为𝐴 = 𝑂Λ𝑂 , 𝑂 𝑂 = 𝑂𝑂 = 𝐼, Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆 , . . . , 𝜆 )，假设
𝜆 ≥. . . ≥ 𝜆 。记𝐮 = 𝑂 𝐯,则
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= max( 𝜆 )，

当𝑢 =. . .= 𝑢 = 0，即𝐯与𝑂的第2至𝑛列正交时，达到极大，此时𝐯 ∝ 𝐯 = 𝐯 。
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的特征为时达到，其中，等号在

最大值。具体地，线性组合的相关系数的，第一典则相关系数等于

，则随机向量分别为假设命题
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的）决定系数。我们称之为（回归方程

是正数，时是随机变量的情形，此，即回归分析关心的是  yq 1

之间的相关程度。向量与随机

变量它度量了随机回归方程的决定系数。方差中所占比例，称为

的能解释的部分在为是一元随机变量时，
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至此，我们介绍了

Corr： 两个随机变量的Pearson相关系数

Corr-0：两个随机向量之间的去相关化

Corr-1：两个随机向量𝐱, 𝐲之间的相关性度量-典则相关系数/决定系数：

将𝐲分解为： 𝐲 =与𝐱有关的部分+与𝐱无关的部分，考虑第一部分的占比。

Corr-2：两个随机变量𝑥, 𝑦的偏相关系数（控制𝒛)：

将𝑥, 𝑦分别对𝒛去相关化，得𝑥 , 𝑦 ，其Pearson相关系数定义为偏相关系数。

下面，考虑两个随机向量 在控制 条件下的相关性（Corr-1 corr-2）

Corr-3：两个随机向量𝐱, 𝐲在控制𝒛条件下的相关性度量 ：

‒ 首先将𝐱, 𝐲关于𝒛去相关化，得到与𝒛不相关的  𝐱 , 𝐲 

‒ 计算随机向量𝐱 , 𝐲 之间的典则相关系数，应称为偏典则相关系数。

特别地，当𝑦是随机变量时，称为偏决定系数。
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解释的“比例”：中能用决定系数，考虑类似于典则相关系数

协方差矩阵其方差
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，令，干扰因素和假设有随机向量
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之间的相关程度”。随机向量

和条件下，随机向量“控制的典则相关系数，度量和即

的平方根（最大特征根是一个矩阵，我们取其时
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之间的决定系数。

和随机向量条件下，响应变量称之为控制随机向量我们

之间的实数，记作，是介于，是随机变量时
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至此，对于 是一维随机变量的情形(q=1)， 𝟏

𝟐
,  我们定义了

 决定系数：描述了随机变量 和向量 的整体相关性.

 偏决定系数：描述了 与 的局部相关性，即

控制 𝟐时， 与 𝟏的偏相关性。


