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第五讲线性回归模型

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2022

2022.9.30

线性回归模型形式上与去相关化相同，但假设误差
与自变量独立（而不是不相关）。
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Recap

×ଵ与 ×ଵ整体相关性 （典则相关系数或决定系数）  
 

去相关化： ୄ
𝐲𝐱 𝐱𝐱

ିଵ

1) 正交分解： 𝐲𝐱 𝐱𝐱
ିଵ ୄ ୄ， ୄ与 不相关

（线性模型有更强的假设： ， 与 独立）

2) 方差分解： 𝐲𝐲 𝐲𝐱 𝐱𝐱
ିଵ

𝐱𝐲 𝐲𝐲•𝐱

解释 的方差的比例（ 矩阵）：

𝐲𝐱 𝐲𝐲
ିଵ/ଶ

𝐲𝐱 𝐱𝐱
ି𝟏

𝐱𝐲 𝐲𝐲
ିଵ/ଶ

3) 和 的整体相关性：

: 决定系数 ଶ . 

典则相关系数 ୫ୟ୶
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×ଵ与 ×ଵ
ଵ

ଶ
的局部相关性: 控制 ଶ时， 与 ଵ的相关性

 与 ଵ关于 ଶ去相关化：
ୄ

𝐲ଶ ଶଶ
ିଵ

ଶ， ଵ
ୄ

ଵ ଵଶ ଶଶ
ିଵ

ଶ

 考虑 ୄ， ଵ
ୄ的相关性（应用上页 1)-3) ）。

具体如下：

1) 去相关化（ ୄ中消去 ଵ
ୄ）： ୄ ୄ ୄ

𝐲఼𝐱భ
఼

𝐱భ
఼𝐱భ

఼
ି𝟏

ଵ
ୄ

方差分解： 𝐲𝐲•ଶ 𝐲ଵ•ଶ ଵଵ•ଶ
ି𝟏

ଵ𝐲•ଶ 𝐲𝐲•𝐱

ଵ
ୄ解释 ୄ的方差的“比例”

ୄ
𝐲ଵ•ଶ 𝐲𝐲•ଶ

ିଵ/ଶ
𝐲ଵ•ଶ ଵଵ•ଶ

ି𝟏
ଵ𝐲•ଶ 𝐲𝐲•ଶ

ିଵ/ଶ

3) 与 ଵ的局部相关性：

௬ଵ•ଶ
ଶ ୄ 部分决定系数

： ௫
ୄ 

部分典则相关系数

Σ𝐲ଶ = Σ𝐲𝐱𝟐

Σଶଶ = Σ𝐱𝟐𝐱𝟐
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计算随机变量 和随机向量 之间的决定系数

• 的协方差矩阵：
௬௬ ௬𝐱

𝐱௬ 𝐱𝐱

• ଶ
௬𝐱 𝐱𝐱

ି𝟏
𝐱௬ ௬௬

控制 时，计算随机变量 和随机向量 之间的部分决定系数 ௬𝐱•𝒛
ଶ

• 的协方差矩阵
௬௬ ௬𝐱 ௬𝐳

𝐱௬ 𝐱𝐱 𝐱𝐳

𝐳௬ 𝐳𝐱 𝐳𝐳

𝐰𝐰 𝐰𝐳

𝐳𝐰 𝐳𝐳

• 计算 的关于 的偏协方差矩阵 𝐰𝐰•𝒛 𝐰𝐰 𝐰𝐳 𝐳𝐳
ିଵ

𝐳𝐰

௬௬•𝒛 ௬𝐱•𝒛

𝐱௬•𝒛 𝐱𝐱•𝒛

௬௬ ௬𝐱

𝐱௬ 𝐱𝐱

௬𝐳

𝐱𝐳
𝐳𝐳
ିଵ

𝐳௬ 𝐳𝐱

• ௬𝐱•𝒛
ଶ

௬𝐱•𝒛 𝐱𝐱•𝒛
ି𝟏

𝐱௬•𝒛 ௬௬•𝒛

具体计算步骤如下（仅考虑 情形）



例1. 三个变量 ( )的相关系数矩阵：
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的决定系数与）（

 

偏相关系数的平方。

首先

：的偏决定系数与条件下，）控制（
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。称为多元线性回归模型

独立与不可观测，

满足：定义：假设

xεεεεxay

xy

,   ,)  var(,0)(    

,

1111

11

 



EB qppqqq

pq
多元线性
回归模型

线性回归模型

注：对比去相关化的正交分解：

𝐲𝐱 𝐱𝐱
ିଵ ୄ ୄ ， ୄ与 不相关

线性模型对误差项有更高的要求： ୄ与 独立。

即使控制变量，相关分析也不足以推断因果关系，这是因为不
相关（去相关化）不等同于独立。

线性回归模型有更强的假设，即误差与自变量独立。该条件成
立时，参数才能正确地估计（无偏），有好的理论性质。

但独立性条件在实际操作中无法执行，数据分析方法（比如最小
二乘）实质上只利用了误差与自变量的不相关性。因此，从实际
操作的角度看，线性模型与去相关化本质相同。
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线性模型与
去相关化

xyyxyxxyx μμa

xya
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的均值和方差决定：由，，数多元线性回归模型的参命题

导致多出一个截距项。）独立，（与）模型要求差别在于（

形式：模型可写成去相关化的注：由命题，线性回归
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方程两边求方差

方程两边求均值

独立与

验证，再次证明如下：时除了均值，已经基本证明：前面求解相关化
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(一元)线性
回归模型

)Exogeneity     ,(         )3(

),ticityHomoscedas ,(   )var(  )2(

        0)(  )1(

Markov-Gauss

                       

)(  

2

外生性独立与

以及方差齐性

假设，满足是不可观测的随机变量其中误差项

，

满足方程：和自变量向量响应变量线性回归模型假设一元一元定义：
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。其中

，

的均值和方差决定：由，，则参数

独立与，

：自变量随机变量　假设线性回归模型情况的（命题命题
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。另外，

的矩估计，，参数则

，

本均值为假设样本方差矩阵和样

独立与，

来自于线性模型法得到。假设样本所有参数可由矩估计方
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参数的
矩估计

注：后面将会看到，除了误差方差之外，所有参数的最小二乘估
计等于上述矩估计。误差方差的最小二乘估计

ଶ ଶ ଶ
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偏决定系数）部分（

与偏相关系数成正比。是随机变量时，当

）（

独立与，）（

，则。令独立，其中

独立与，

假设模型：命题
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（参见下页）。

）定义）、（条件的（有时线性模型以稍弱于

。但不能得到）（））可导出（）、（注：条件（

iiiMarkovGauss
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）是常数，不依赖于（条件方差）（
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齐性：方差常数

，线性回归函数

线性回归模型假设

称为回归函数，，向量自变量响应变量
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另一种
模型定
义方式
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不相关。与页），由条件期望的性质（下
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：能解释的比例的方差中）我们可定义决定系数注：由（

）（正交分解两边求方差

我们有正交分解：

，不相关且与则）令（

则随机向量是是任一随机变量，假设：性质




附：关于回归函数


