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时拒绝原假设。检验准则：
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例1.  K.Pearson收集了1375对母女身高数据(单位：
英寸)，如右图。前3行数据如下：

mheight dheight
1    59.7    55.1
2    58.2    56.5
3    60.6    56.0

# R 函数 lm, ~ 符号左边为响应，右边为自变量

>  myfit <- lm(dheight ~ mheight, data=Heights) 

Coefficients:
(Intercept)      mheight

29.9174       0.5417  

> plot(Heights)   #散点图
> abline(myfit)   #添加拟合回归直线

假设简单线性模型：
dheight = + mheigh + 

  
注意回归效应：若母亲身高80, 
则女儿身高的期望(预测)为
𝑎 ෝ + 80b ෡=73 < 80
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# 结果汇总:
> summary(myfit)

Coefficients:

Estimate    Std. Error    t value Pr(>|t|)    
(Intercept) 29.92            1.62      18.47     <2e-16 ***
mheight 0.54           0.026     20.77     <2e-16 ***
---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 2.266 on 1373 degrees of freedom
Multiple R-squared:  0.2408,    Adjusted R-squared:  0.2402 
F-statistic: 435.5 on 1 and 1373 DF,  p-value: < 2.2e-16

LS估计 标准差 t检验 p值
(前两列之比)
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附：对称回归

哪个是响
应？回归
与逆回归

被预测的是响应。在身高-体重数据中，可以从身高 预测体重 ，
也可从体重 预测身高 （如果前者称为回归，后者称为逆回归）.
如果 地位对等，则直线描述/逼近称为对称回归。

归之间。对称回归在回归与逆回

。符号相同，但所以

满足计由回归和逆回归得到估

逆逆
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2
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对称回归

回归

逆回归

 ௜

௜

逆回归: 𝑥 = 𝑐 + 𝑑𝑦 + 𝛿, 以𝑦௜预测𝑥௜的误差（x-轴方向）
𝛿௜ = 𝑥௜ − 𝑐 − 𝑑𝑦௜

极小化  Σ𝛿௜
ଶ = Σ(𝑥௜ − 𝑐 − 𝑑𝑦௜)ଶ ⇒ 𝑑መ = 𝑠௫௬/𝑠௬௬

⇒ 𝑥系数𝑏෠逆 = 1/𝑑መ = 𝑠௬௬/𝑠௫௬

回归: 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀, 以𝑥௜预测𝑦௜的误差（y-轴方向）
𝜀௜ = 𝑦௜ − 𝑎 − 𝑏𝑥௜

极小化  Σ𝜀௜
ଶ = Σ(𝑦௜ − 𝑎 − 𝑏𝑥௜)ଶ ⇒ 𝑏෠ = 𝑠௫௬/𝑠௫௫
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对称 有些时候两个变量对称、平等，我们并不希望用一个变
量去预测/描述另外一个变量, 而是单纯描述两者之间的
关系，可用相关系数进行描述，也可使用对称回归。

自变量x带
误差/随机性

例如，如果我们希望研究智力 (Int) 与成绩(P)的关系，建立模型

智力Int不可完全测量， IQ 作为Int的测量带有误差：

对称回归的估计方法不再用通常的LS方法，一般采用Total 
least squares，常用的有正交回归、约简的主轴回归等
（参见后面几页 – 只需关注图示）

Total Least 
Sqaures

通常的回归分析是在给定自变量条件下进行的，可认为自
变量是常数、非随机的。在研究自变量与响应变量的回归
关系时，如果需要考虑自变量的随机性，称为自变量误差
模型（error-in-variable model),  此时可使用对称回归。
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正交回归/
主轴回归/
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约简的主轴
回归：SD线

之间的三角形面积与直线为数据点

目标：
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Bisector regression 
(double regression)

的夹角平分回归和逆回归之间

x

y

y ~ x

x ~ y

的系数的估计。到的分别是回归和逆回归得 xbb

bb
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回归效应
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布服从图中所示的正态分假设变量对给定的

直观解释：
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附: 工具变量法 (Instrumental Variable method)
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y

ε

x

如果线性模型 中 不是研究对象本身固有
而是外界随机赋予的，称 是外生的（exogenous），此时
与 独立。外生性是推断 和 之间因果关系的关键条件。

外生变量

外生性

例如，第1讲霍乱案例中，比较两个自来水公司客户的问题可表述成：

𝑦 = 𝑎 +  𝑏𝑥 + 𝜀

其中𝑦为霍乱状态，𝑥为饮用水来源（是否污染）， Snow 医生论证了𝑥
是外生变量（随机取值,自然实验）。

工具变量法试图在线性模型中误差与自变量不独立的情况下，求解回
归系数的无偏估计, 发现因果 (2021诺贝尔经济奖J. Agrist,  G.Imbens, 
D.Card）。
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观察研究中，模型 中 是研究对象本身固
有的，一般与 不独立，称 是内生的 (endogenous)，如何
推断 和 之间因果关系？

y

ε

x

内生性

内生变量

线性模型以及LS方法都在某种意义下实践了 关于 的去相关化：

与 不相关

能否实现 与 的去相依化，即发现函数 使得

与 独立？

几乎不可能(?)
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假设存在一个自然试验(natural experiment)产生的外生变量
，即 与 独立，但与 存在某种程度的相似或相关，称之为

工具变量。

工具变量法:  在研究 与 的关系时，以 替代 。

y

ε

x

工具变量

工具变量

相关；与

独立；与

满足条件：工具变量

xz

z

z

  )2(

   )1(

 



与霍乱案例不同的是，工具变量法处理 不是外生的情况，但假设
存在与 有关的另外一个外生变量 。

当 是内生变量时，可以在回归模型中控制所有与 都有关
系的干扰因素，（非常困难）。计量经济学家发明了工具变量
法（Wright, 1928），其关键在于发现恰当的自然试验(natural 
experiment)，当然，这也是非常困难的。
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IVLS的两步估计法(2SLS)

拟合值 ௫௭ ௭௭
ିଵ

估计 ூ௏ ௫ො௬ ௫ො௫ො
ିଵ

௬௭ ௫௭

拟合值𝑥ො仅与𝑧有关，
𝑥ୄ = 𝑥 − 𝑥ො与𝑧不相关

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀 = 𝑎 + 𝑏𝑥ො + 𝑏𝑥ୄ + 𝜀 =
𝑎 + 𝑏𝑥ො + 𝜀, ෥ 𝜀 ෥ = 𝑏𝑥ୄ + 𝜀与𝑥ො不相关

工具变量
估计 相关；与独立；与条件：是一个工具变量，满足假设

相关。和假设模型

xzzz

xbxay

  )2(    )1(  

),,0(~, 2




）得到矩估计（因此基于样本

独立与因为

IVLS,...,1),,,(

/),cov(/),cov(

),cov(),cov(),cov(),cov(0z

nizxy

zxzyb

zxbzyzbxayz

iii

xzyz




 

ூ௏
௬௭

௫௭

௜ ௜
 
 

௜ ௜
 
  )(  )|ˆ(  

IVLS  

 nZE IV 当

估计是渐近无偏的性质：

bb



21

例2. 2021诺贝尔经济奖获得者Agrist 研究了教育程度（ ，受教育时长，月）
是否与收入（ ）存在因果关系(Angrist and Krueger, 1991) 。考虑线性模型

，

与收入有关的其它因素（比如能力，家庭因素，努力程度等）无法全部测量
或精确测量到，我们将它们放到 中。显然，这些因素与自变量 有关，因此
基于上述简单模型无法正确地（无偏）估计 的效应。

Angrist and Krueger 注意到小学入学时所有儿童年龄最大有1年的差距（当年
12月达到6岁即可入学 )

出生季节 1 (10-12月) 2 (1-3月) 3 (4-6月) 4 (7-9月)

入学年龄 5 ¾  -6 6 -6 ¼ 6 ¼ - 6 ½ 6 ½ - 6 ¾ 

而义务教育法规定青少年在16岁生日之前必须在校学习，所以对于16岁生日
当天离开学校的那些学生而言，其受教育时长是由其生日 决定的，所以生
日与 有关，但与 无关（天然试验）, 所以 可作为工具变量

出生季节
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例3. Angrist  (1990) 研究了服兵役对生活质量的影响。

生活质量 ，
服过兵役与否，
其它与 有关的因素

志愿征兵制下，入伍与否是个人的选择，因此 是内生的。

1970’s 越战期间，美国推行了基于“抽签”的强制征兵制度（draft lottery）。
每个19-26岁符合兵役条件的男性被分配了一个随机号码RSN（1-365）。征
兵前国家公布一个数字T，小于T的人将被列入强制入伍候选，再进行体检
等其它程序（1970，71，72年分别T=195，125，95）。这是一个自然试验，
变量 ோேௌழ் 是工具变量，它与兵役状态 相关，但与研究对象独立。
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

其它工具变量的例子(Angrsit and Krueger 2001)
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zzyz

zzxz

ssfLSfzeyzylm

ssdLSdzcxzxlm

/ˆ   :)~(  )2(

/ˆ   :)~(  )1(
)2(

)1(





估计

估计





前面我们得到了 IVLS估计，注意到有下述表示，

 ,
/

/ˆ
zzxz

zzyz

xz

yz
IV ss

ss

s

s
b 

IVLS估计可由下述两步LS方法得到：

.ˆ/ˆˆ dfbIV 

工具变量估计：两步估计-观点1
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所以，IVLS估计看作是下述两步LS估计：

IVwwyw

iizzxz

bssfLSfweywylm

zdwssdLSdzcxzxlm

ˆ/ˆ  :)~(  )2(

ˆ/ˆ       :)~(  )1(
)2(

)1(





估计

估计





 
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ww
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yz

zzxzzz

yz

xz

yz
IV

zdwssd

s

s
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yyzdzd
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sss
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 ˆ/ˆ

) ˆ ˆ(

))( ˆ ˆ(
ˆ/

ˆ
2









，其中

注意到IVLS估计也可表示如下

这是前面（P20）的两步估计法，该观点反映了工具变量法的本质：
第一步用 把 表示出来，得到的拟合值 只与 有关，w与 独立。

工具变量估计：两步估计-观点2



不独立。与中，那么工作模型模型中控制

或者没有在上述量相关。如果我们没有测与其中

代表独立，下同）（

假设正确模型为

       

 ,       

 ,                     

xczεεbxayz

xz

xczbxay









) variable,(Omitted   1 关变量回归方程中没有控制相丢失变量）（

常见的内生性原因
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)causation, reverse(   2 因响应变量是自变量的原因果颠倒）（

有关。与所以工作模型中从正确模型我们知道

取为但实际操作中工作模型

假设正确模型为

ybεbεbybax

dycx

xεεbxay
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)EV  Variablein Error (    3 模型，自变量带误差模型）（
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.,  :

    .   ,

0

00

00

00000

相关与显然

则其中只能测量到

的测量有误差，即我们对于假设正确模型：

bδεεx

εbxabδεbxaεxbay

δxδxx

xεxεbxay











