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内容

1. 线性代数教材介绍
2. 线性代数起源背景
3. 向量空间与线性变换

矩阵论
4. 矩阵的行与列
5. 方阵的谱分解
6. 矩阵的奇异值分解
7. 广义逆
8. 欧氏空间中的正交投影
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下载：2022/books/LA1.pdf, LA2.pdf,LA3.pdf, LA4.pdf

1. S. Axler, Linear algebra done right, 3ed. （进阶）
2. G.Strang, Introduction to linear algebra,5ed. （入门）
3. G.Strang, Linear algebra and its applications 4ed. （应用）
4. G.Strang, Linear algebra and learning from data. （深度学习）

1. 线性代数教材
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2.  起源：线性方程组、笛卡尔坐标

最初的线性代数发展与线性方程组求解问题密切相关。
Gilbert Strang的MIT视频课程第一讲开篇以一个二元一次

方程组为例，介绍向量、矩阵，尤其是为何引入向量的线
性组合概念:
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video/BV18s41167ZT/
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坐标的组合系数的两列求求解方程组线性组合
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 .,:)(,, 21221121 RAC   aabaab 即的线性组合为何时有解？当

，解唯一。若核空间

的行正交的向量组成。所有与的解组成的子空间，由何时解唯一？
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).(,, 000 ANA  xxbxx 则通解一个解是若若解不唯一

𝐶 𝐴 :    𝐴 的列空间
𝑁(𝐴்):  与𝐴的列正交的向量组成的子空间 𝑁(𝐴்) = 𝐶(𝐴)ୄ

C(𝐴்):   𝐴的行空间
𝑁 𝐴 ：与𝐴的行正交的向量组成的子空间 𝑁 𝐴 = C(𝐴்)ୄ

四个基本空间
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线性代数起源于笛卡尔坐标系方法以及线性方程组求解问题。

笛卡尔坐标方法提供了一个代数方法研究几何的工具。二、三
维空间中坐标向量的加法和数乘运算是算术运算的拓展。类似
的运算或代数结构进一步拓展到高维实空间 ௡甚至更一般的集
合，即一般的向量空间或线性空间。

向量空间或线性空间是定义了两个二元运算、满足通常的运算
法则（交换律,分配律,结合律）并含单位元的封闭集合。

线性代数研究有限维向量空间之间的线性映射／变换。

3.  向量空间与线性变换

参考：Sheldon Axler. 第1，3，7章
（1：向量空间、3：变换、7：内积空间）
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3.1 向量/线性空间 （向量：运算对象）

如果一个集合𝑉配备如下两个二元运算，且它们满足下面的运算公理，
则𝑉称为是一个向量空间或线性空间， 𝑉的元素称为向量。

二元运算：

• 加法（向量加法）：任何两个元素 𝐮, 𝐯 ∈ 𝑉 对应于𝑉中唯一的某
个元素，记作𝐮 + 𝐯 ∈ 𝑉

• 数乘（纯量乘法/标量乘法）：任何𝐮 ∈ 𝑉 和任何 𝑎 ∈ 𝑅（实数域）
对应于𝑉中唯一的某个元素，记作𝑎𝐮 ∈ 𝑉

运算公理/法则:      ∀ 𝐮, 𝐯, 𝐰 ∈ 𝑉, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅

• 交换律： 𝐮 + 𝐯 = 𝐯 + 𝐮;
• 结合律： 𝐮 + 𝐯 + 𝐰 = 𝐮 + 𝐯 + 𝐰 ;       (𝑎𝑏) 𝐯= 𝑎(𝑏𝐯); 
• 分配律：𝑎 𝐮 + 𝐯 = 𝑎𝐮 + 𝑎𝐯, 𝑎 + 𝑏 𝐯 = 𝑎𝐯 + 𝑏𝐯
• 加法单位元(𝟎)：存在一个元素𝟎 ∈ 𝑉，使得𝟎 + 𝐯 = 𝐯 ， ∀𝐯 ∈ 𝑉
• 加法逆：对任何𝐯 ∈ 𝑉，存在𝐮 ∈ 𝑉使得𝐮 + 𝐯 = 0
• 数乘单位元(1)：1𝐯= 𝐯，∀𝐯 ∈ 𝑽

的关于上述运算的封闭的子集称为线性子空间

向量空间

例1.  所有实数域 上的多项式集合构成向量空间。
例2.   函数空间 ௌ是一类常见的向量空间（下页）。



9

𝑺𝑺空间
假设 是一个非空集合， 是实数集合， 上所有实函数组成的集合
记作

ௌ

定义 ௌ上的两个函数的加法以及实数与函数的乘法如下 S)

• ௌ 定义加法 ：

• ௌ， 定义数乘：

容易验证所有运算法则都满足，且映射 ଴： ଴ 为加法单位元
（零），所以函数空间 ௌ是一个向量空间。

Axler书中引入了记号 ௌ，虽然不是一个常用记号，但它可以把
若干常用的向量空间联系起来：

当 、 、样本空间时， ௌ分别是实函数空间（泛
函）、n维实空间 ௡（线性代数）和随机变量空间（概率论）.
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函数空间 [଴,ଵ] ：

[0,1]区间上的所有函数构成的函数空间。

yxyx dPyxExyyx

yxvrL

   )()()(,

,..,2 的内积空间随机变量

随机变量 ஐ

变量概率空间

dttgtfgfL )()(  2  ，函数向量空间定义内积：希尔伯特空间

泛函分析研究函数空间之间的线性变换（如卷积变换），研究内
积(距离、拓扑)向量空间的泛函（函数的函数）的连续、收敛等分
析性质。简单来说，泛函分析=无穷维线性代数+数学分析。

[଴,ଵ][଴,ଵ]

ஐஐ
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维实空间 ௡ {଴,ଵ,…,௡} ：

上所有函数的集合，通常记 ௜ ， ௡可表示为

௜ ௜

实轴上的实函数是长度无限的向量， 𝑅௡ 中的向量是定义在有限定义域上的函数。

后面我们将以黑体小写字母𝐱 ∈ 𝑅௡和列向量的形式表示：

 𝐱 = 𝑥௜ =

𝑥ଵ

⋮
𝑥௡

.

𝑅௡中的向量加法和数乘为：

  𝐱 + 𝐲 = 𝑥௜ + 𝑦௜ =

𝑥ଵ + 𝑦ଵ

⋮
𝑥௡ + 𝑦௡

, 𝑐𝐱 = 𝑐𝑥௜ =

𝑐𝑥ଵ

⋮
𝑐𝑥௡

௡௡

ஶ {ଵ,ଶ,… } 所有无限序列的集合ஶஶ
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线性变换的映射称为线性映射或保持向量空间线性结构
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的线性变换称为泛函到的线性变换称为算子到

变换。不是线性变换，是仿射是线性变换，

任何线性映射
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3.2 向量空间之间的线性变换 （矩阵）

例 ଷ ଶ 线性变换，对应 矩阵

例 ଷ ଵ 泛函，对应行向量）

例 ଷ ଷ （算子 对应方阵）

例 ஶ ஶ
ଵ ଶ ଷ ଶ ଷ （算子）

线性变换
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和两组基唯一决定。由映射其中的坐标为

，则的坐标表示为，即假设

的坐标表示为，即，假设验证：
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定理1. 假设有限维向量空间 ，W的基分别是 ଵ,…, ௠ ଵ ௡

线性变换
对应的坐标变换 ௠ ௡ 

其中 ଵ ௠ 的第 列 ௝为 ௝ 的坐标。
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𝐴的两列分别是  
3
0

，
1
2

，

它们分别是标准基𝒆ଵ =
1
0

，𝒆ଶ =
0
1

的A-变换

例1.   A= 3 1
0 2

，

௫భ
௫మ

= ଵ+ ଶ，
௫భ
௫మ

是新基下的坐标

.,),...,(

)0,...,1,...,0(

1 变换的坐标轴列的第，变换

下），在普通的标准基，在欧氏空间中（
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j
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e



 T
𝒏×𝒎

𝒎

𝒏×𝒎的各列是
标准基的A-变
换 𝒎

A


ଵ

ଶ

来源：Essence of linear algebra, 3Blue1Brown 
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所有向量空间 到 的线性变换组成的集合 也是一个向
量空间，对任何两个线性变换 二元运算
定义为

,
则容易验证 也是一个向量空间。

线性变换空
间

一种重要的特殊情况是：

向量空间 到实数域 （ 是向量空间）的线性映射称为
线性泛函 ，或实函数

对偶空间：
线性泛函空
间

所有 到 的线性泛函组成的空间 称为 的对偶空
间（dual space)，记为 ᇱ
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 的坐标变换为矩阵则复合变换

坐标

坐标，

矩阵对应的坐标变换分别为假设线性变换复合线性变
换: 矩阵乘积

3.3 复合线性变换 （矩阵乘积）

向量之间没有定义乘法（无意义），变换之间可以定义某种”乘
法”，即复合变换，对应于矩阵乘积：

多个变换的复合对应于多个矩阵相乘，不满足交换律。
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复合（变量代换）决定了矩阵乘法如上定义
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假设线性空间 的对偶空间分别是 ᇱ, ᇱ。假设 .
与任何 ᇱ 的复合

𝑇 𝜑

是 的线性泛函, 。这样，给定 , 任何 ᇱ

对应于 ᇱ中的一个泛函 ，即我们建立了（ 诱导出了）一
个 ᇱ的（线性）映射（记为 ᇱ):

ᇱ: ᇱ ᇱ

即对任何 ᇱ， ᇱ .

若 的矩阵表示为 则（在对偶基下）对偶变换
的矩阵表示为 ் 的转置矩阵，参见 ）

对偶变换
Dual  map
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3.4 内积向量空间 （伴随、转置）

向量空间 的任何两个向量 定义内积 , 满足
• ( , 0当且仅当 0
• ,
• 双线性bilinear（对其中一个向量线性）：

( , 

例1. ௡, ୘
௜

 
  ௜

例2. [ିଵ,ଵ], ଴
ଵ

ିଵ
, 给定的权重函数 ଴

模、距离、勾股定理、投影、Gram-Shmidt正交化… （略）

定理. 假设 是一个有限维内积向量空间， 是 上的一个线性泛
函 ( )，则存在唯一的 ଴ 使得

଴

Riesz 表
示定理

内积
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假设两个向量空间 ， 是 到 的线性变换，即 。
对任何固定的 ， 容易验证 是 的线性泛函。由Riesz
表示定理，存在唯一的 ଴ （ ଴与 有关,我们记之为 ∗ ），使得

଴
∗

可以验证 ∗ ∗称为 的伴随或共轭变换。

下述例子演示了 ∗的求法，表明在有限维向量空间中 ∗对应的矩阵是 对应
的矩阵的转置（一般情况下的证明与此例类似）。
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假设 的伴随变换 ∗： 使得

, ∗

容易证明 ∗是线性变换，即 ∗ 。对于变换的矩阵表
示，或 是欧氏空间时， 是矩阵A， ∗是转置 T ：

T

伴随(adjoint)
/共轭变换
(conjugate)

的伴随矩阵。称为示为的线性变换，其矩阵表是

所以伴随变换其中

，

AAARRT

y

y

y

y

y

T

Tyxyxyx

yxyxyx
y

y

x

xx
T

,

03

01

20

**

,

03

01

20

3

2

)(*

))(*,()3()()2(               

23
2

3
)),((

32

2

1

1

1

2

0

0131221

211312
2

1

1

32
0

T

T

,























































































 


ya

yxxa

yx



22

中计算的。是在中计算的，后者是在注意，前者

对任何

：结合律中不同的加括号方式（实际上对应于欧氏空间中伴随的定义
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图示：伴随变换 T

间计算。可以转换到另外一个空

式，同一内积代表了不同的加括号方伴随换言之， adjoint 


