
第十讲 矩阵论

2022.11.4



2

Recap

 向量空间是具有线性结构的集合，即集合元素定义了加法和
数乘运算、包含加法单位元(零)且满足通常的运算规则（交
换律、结合律和分配律）。

 向量空间中元素称为向量，可以是通常意义下欧氏空间中的
向量，也可以是映射、函数或其它任何其它数学对象。

 是一类重要的向量空间，其中的向量元素是集合 到实数
轴 的所有函数的集合。特别地， { , ,…, }由所有

上的实函数构成。

 保持向量空间线性结构的向量空间之间的映射称为线性变换。
有限维向量空间之间的线性变换在特定基下表示为矩阵。不
同基下的矩阵相似。
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mRV  nRW 
A

TA

 内积向量空间之间的线性变换 有唯一的伴随(共轭)变换
∗ ，使得

, ∗

 对于有限维向量空间， 矩阵 的伴随矩阵是其转置矩阵 , 满足

T ，即 T , 

注意两端的内积是在不同空间计算的，如下图所示：

T



内容

1. 线性代数教材介绍
2. 线性代数起源背景
3. 向量空间与线性变换
矩阵论
4. 矩阵的行与列
5. 方阵的谱分解
6. 矩阵的奇异值分解
7. 广义逆
8. 欧氏空间中的正交投影
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）（或间的所有列张成的线性空矩阵列空间
行空间

4.  矩阵的行与列
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刻的结论之一。这是线性代数中最为深的维数是一样的

张成空间向量长度不同，但它们表明，虽然行向量和列下面的定理

,

1

列空间和行空间维数相同

列秩, 行秩

)).(dim())(dim(

),()rank()rank(   ,2

ACAC

AAAA




T

T

相同：即行空间和列空间维数

的秩称为矩阵：对任一实数矩阵定理行秩等于列秩

)rank(;)rank( TAA  行空间的维数行秩列空间的维数列秩

性无关的。变换，在行空间也是线关向量组的

列空间的一组线性无）反之。（中的一组线性无关向量是列空间

，则的一组线性无关向量为行空间）若：（引理
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说明说明的证明：引理定理
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的证明：引理1
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的各行正交，即与表明

。其中

使得假设存在实数也一定是线性无关的。

下面证明是一个线性无关组假设

。，也证明了定理理的。至此我们证明了引在行空间中是线性无关

则类似地可证明线性无关若反之
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的列正交的核空间。是与同样

。核空间的维数称为

的子空间。的各行正交的向量构成为与

，

：或零空间的核空间矩阵
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解只有可逆方阵：注

构成所有解的一个解，则是：若注

零/核空间

例1. 𝑇: 𝑅 → 𝑅  , 𝑇(𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ,…)=(𝑥 , 𝑥 ,…) ,  𝑁(𝑇)=(𝑥 ,0,0,….).

例2. 𝑇: 𝑅 → 𝑅  , 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧)=(2𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧) , 𝑁(𝑇)={(− , 𝑎, −𝑎 ): 𝑎 ∈ 𝑅}。

另外，𝑇的矩阵表示为𝐴 =
2 1 0
0 1 1

 ，

𝐶 𝐴 = (2𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧): 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 =𝑅 ,     𝑁(𝐴) ={(− , 𝑎, −𝑎 ): 𝑎 ∈ 𝑅}, 

A的各行与𝑁(𝐴)正交。

𝑇∗: 𝑅 → 𝑅 , 𝑇∗ 𝑢, 𝑣 = 2𝑢, 𝑢 + 𝑣, 𝑣 , 𝐶 𝐴 = 2𝑢, 𝑢 + 𝑣, 𝑣 : 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅 = 𝑁(𝐴)  

𝑁 𝑇∗ = 𝑁 𝐴 = 0 = 𝐶(𝐴) .
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𝐴  :  𝑅 ⟶ 𝑅

𝐴  𝐲 = 𝐱

The big picture (Strang)
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。进而
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5.方阵的谱分解

特征根/向
量的定义

x

xA

特征向量：方阵/算子变换下的不变量，列空间的刻画

。是实数以及注意不限制的特征根和特征向量分别称为和则

，

使得和向量，若存在数方阵定义：对于
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例. 假设 , 。因为 所以
是 唯一非 特征根， 是对应的特征向量，它刻画了 的列。

Brouwer不动点定理
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的特征向量。是对应的模为的特征根，是其中

是正交矩阵其中

可表示为对称阵任一定理
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的谱分解

若 是对称矩阵，则所有特征根为实数，且所有特征向
量可取为正交的，因此有谱分解：
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6. 矩阵的奇异值分解
（SVD Singular value decomposition ）

：奇异值分解

量进行刻画？类似于特征向量的不变

，其行和列如何用没有特征根和特征向量矩阵任一不是方阵的
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反之也对。

相互正交相互正交，则对应的特征根的特征向量若非

的单位特征向量。是则的单位特征向量是若

的单位特征向量是则的单位特征向量是若

，我们有如下结论：的特征根。对应于或是假设引理
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的特征向量。的对应于特征根为

列的第的特征向量，的对应于特征根为列第

的个正特征根，的或为其中

的对角元称为奇异值其中

可表示为矩阵的任一秩为定理
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的特征向量。各列是所以两边同时左乘

，

满足特征方程：征向量我们可选择单位正交特的谱分解定理由

个正特征根的或为证明：
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奇异值分解也表述为

，

扩展成正交方阵，将有时为了数学上的方便定理



7.广义逆

1955年，英国数学家Roger Penrose (彭罗斯，1931-) 发现, 通过使
用广义逆可以将线性方程组通解简单地表示出来。2020年因其在

黑洞，奇点的研究获得诺贝尔物理学奖。在娱乐数学方面，彭罗
斯推广和发明了若干不可能图形，发现了除正三、四、六边形之
外的其它形状地砖铺满地面但不重复的铺法。

不可能的形状：
彭罗斯三角和彭
罗斯阶梯

种图形填满地面，
直线上永不重复）

彭罗斯地砖（几
种图形填满地面，
直线上永不重复）

19广义逆参考：王松桂，线性模型引论，2004，科学出版社
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的“逆”矩阵是一类

解表示为不是方阵，能否将所有解不唯一，甚至若

有唯一解，解我们知道，若
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附录1：矩阵的数字特征及性质
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附录2：特殊方阵



26

拉伸/
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附录3：欧氏空间常用的线性变换：拉伸、旋转、镜像、投影
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拉伸(stretch)、旋转(rotation)、镜像(reflection)、投影(projection)
参见Gilbert Strang: Linear algebra and its applications
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𝑶𝑻𝑶 = 𝑰𝒏
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𝑷𝟐 = 𝑷
投影/对称幂
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附录4：半正定矩阵的平方根
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