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Recap

 向量空间是具有线性结构的集合，即集合元素定义了加法和
数乘运算、包含加法单位元(零)且满足通常的运算规则（交
换律、结合律和分配律）。

 向量空间中元素称为向量，可以是通常意义下欧氏空间中的
向量，也可以是映射、函数或其它任何其它数学对象。

 ௌ是一类重要的向量空间，其中的向量元素是集合 到实数
轴 的所有函数的集合。特别地， ௡ {ଵ,ଶ,…,௡}由所有

上的实函数构成。

 保持向量空间线性结构的向量空间之间的映射称为线性变换。
有限维向量空间之间的线性变换在特定基下表示为矩阵。不
同基下的矩阵相似。
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mRV  nRW 
A

TA

 内积向量空间之间的线性变换 有唯一的伴随(共轭)变换
∗ ，使得

, ∗

 对于有限维向量空间， 矩阵 的伴随矩阵是其转置矩阵 ୘, 满足

T ，即 ୘ ୘ T , 

注意两端的内积是在不同空间计算的，如下图所示：

T



内容

1. 线性代数教材介绍
2. 线性代数起源背景
3. 向量空间与线性变换
矩阵论
4. 矩阵的行与列
5. 方阵的谱分解
6. 矩阵的奇异值分解
7. 广义逆
8. 欧氏空间中的正交投影
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刻的结论之一。这是线性代数中最为深的维数是一样的

张成空间向量长度不同，但它们表明，虽然行向量和列下面的定理

,

1

列空间和行空间维数相同

列秩, 行秩

)).(dim())(dim(

),()rank()rank(   ,2

ACAC
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


T

T

相同：即行空间和列空间维数

的秩称为矩阵：对任一实数矩阵定理行秩等于列秩

)rank(;)rank( TAA  行空间的维数行秩列空间的维数列秩

性无关的。变换，在行空间也是线关向量组的

列空间的一组线性无）反之。（中的一组线性无关向量是列空间

，则的一组线性无关向量为行空间）若：（引理
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的证明：引理1

....,0...,...,

...)(

11s1

11

线性无关，，所以线性无关

，，的行张成的空间属于但我们假设了

ss

ss

AAcc

ccACA

xxxx

0xxvvvv



T

.)(

... ˆ,ˆ...             

,,..,

)(,...,,)(,...,

1111

1

s11

T

T

ACAA

ccAcAcA

cc

ACAAAC

ssss

s

s







vv0v

xxvvxx0

xxxx

的各行正交，即与表明

。其中

使得假设存在实数也一定是线性无关的。

下面证明是一个线性无关组假设

。，也证明了定理理的。至此我们证明了引在行空间中是线性无关

则类似地可证明线性无关若反之
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 

的列正交的核空间。是与同样

。核空间的维数称为

的子空间。的各行正交的向量构成为与

，

：或零空间的核空间矩阵
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解只有可逆方阵：注

构成所有解的一个解，则是：若注

零/核空间

例1. 𝑇: 𝑅ஶ → 𝑅ஶ , 𝑇(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ,…)=(𝑥ଶ, 𝑥ଷ,…) ,  𝑁(𝑇)=(𝑥ଵ,0,0,….).

例2. 𝑇: 𝑅ଷ → 𝑅ଶ , 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧)=(2𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧) , 𝑁(𝑇)={(−
௔

ଶ
, 𝑎, −𝑎 ): 𝑎 ∈ 𝑅}。

另外，𝑇的矩阵表示为𝐴 =
2 1 0
0 1 1

 ，

𝐶 𝐴 = (2𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧): 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 =𝑅ଶ,     𝑁(𝐴) ={(−
௔

ଶ
, 𝑎, −𝑎 ): 𝑎 ∈ 𝑅}, 

A的各行与𝑁(𝐴)正交。

𝑇∗: 𝑅ଶ → 𝑅ଷ, 𝑇∗ 𝑢, 𝑣 = 2𝑢, 𝑢 + 𝑣, 𝑣 , 𝐶 𝐴் = 2𝑢, 𝑢 + 𝑣, 𝑣 : 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅 = 𝑁(𝐴)ୄ 

𝑁 𝑇∗ = 𝑁 𝐴் = 0 = 𝐶(𝐴)ୄ.
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。进而

所以
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5.方阵的谱分解

特征根/向
量的定义

x

xA

特征向量：方阵/算子变换下的不变量，列空间的刻画

。是实数以及注意不限制的特征根和特征向量分别称为和则

，

使得和向量，若存在数方阵定义：对于

)(
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例. 假设 ், ௡ 。因为 ் 所以
் 是 唯一非 特征根， 是对应的特征向量，它刻画了 的列。

Brouwer不动点定理
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若 是对称矩阵，则所有特征根为实数，且所有特征向
量可取为正交的，因此有谱分解：
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6. 矩阵的奇异值分解
（SVD Singular value decomposition ）

：奇异值分解

量进行刻画？类似于特征向量的不变

，其行和列如何用没有特征根和特征向量矩阵任一不是方阵的
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反之也对。

相互正交相互正交，则对应的特征根的特征向量若非

的单位特征向量。是则的单位特征向量是若

的单位特征向量是则的单位特征向量是若
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的特征向量。的对应于特征根为

列的第的特征向量，的对应于特征根为列第

的个正特征根，的或为其中

的对角元称为奇异值其中

可表示为矩阵的任一秩为定理
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的特征向量。各列是所以两边同时左乘

，

满足特征方程：征向量我们可选择单位正交特的谱分解定理由

个正特征根的或为证明：
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主成分，列称为第第的各列称为主成分则各列是中心化的若

对偶

：的正交基是列空间列特征

：的正交基是行空间行特征

：总结
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奇异值分解也表述为

，

扩展成正交方阵，将有时为了数学上的方便定理



7.广义逆

1955年，英国数学家Roger Penrose (彭罗斯，1931-) 发现, 通过使
用广义逆可以将线性方程组通解简单地表示出来。2020年因其在

黑洞，奇点的研究获得诺贝尔物理学奖。在娱乐数学方面，彭罗
斯推广和发明了若干不可能图形，发现了除正三、四、六边形之
外的其它形状地砖铺满地面但不重复的铺法。

不可能的形状：
彭罗斯三角和彭
罗斯阶梯

种图形填满地面，
直线上永不重复）

彭罗斯地砖（几
种图形填满地面，
直线上永不重复）

19广义逆参考：王松桂，线性模型引论，2004，科学出版社
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;1

的“逆”矩阵是一类

解表示为不是方阵，能否将所有解不唯一，甚至若

有唯一解，解我们知道，若

AA

AAA

AA

inv

invbxbx

bxbx



 

，因此有下述定义：需要满足条件：所以

，则的解是若

存在有解，若

AAAAA

AAAAAAAAAAA

ARACA

invinv

invinvinvinv

m







ttbbtbxbx

tbtbbx

)()(,

.,)(


  AAXAAXAXA nmmn 记为的广义逆称为满足若任何 ,,,ି广义逆 ି

.)(,:

.)(
11

1

AUDVUDVUVDUDVAUVDAIUUVV

UVDAVDUA

r

rmrrrnmn









TTTTTTT

TT

所以因为验证

是一个广义逆的奇异值分解，则是设
ିି存在性
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).(*  
~

**

*~
                  

,
~~~~

,
~~~~

,
~

00

0~
),max()(rank

,,,  .1

1

1

表示任意

：则任何广义逆具有形式其中

有奇异值分解时，若当

具体如下：否则不唯一逆唯一是满秩方阵的时候广义当命题

T

TTTT

T

U
D

VA

IVVVVIUUUU

V
D

UAAnmAr

AAA

mn




























ିି的一般
表达

。，其它任意，所以则

其中

是任一广义逆，则证：设

TT

T

TTT

U
D

VUYVXDY

YY

YY
UXVY

DD

YY

YYD

V
D

UV
D

UXV
D

U

AAXA

X

~

**

*~~~

~~
,

00

0

00

0

00

0

~

00

0~~

00

0~~

00

0~

1
1

11

2221

1211

2221

1211






















































































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 
.  ,,

,  SVD   .)2
1 TTT

T

UVDAIVVIUUVU

VDUAAA

rr

rmrrrnmn










则，为列正交方阵：其中

分解有若存在唯一（命题

Moore-Penrose
广义逆

.,Penrose-Moore

)(,)(,,

,







AAX

XAXAAXAXXXAXAAXA

XA nmmn

记为广义逆的称为

满足若任何
TT

广义逆的四个条件。满足义的证明：容易验证上述定 MPA

 

.)(         

)()(     

:

)())(()()(        

)(    

.,

YYAYYYA

YYAYYAXAYAYXAYAYXAXAYX

YXAYXAX

YXXAXX

XAYYAXAXAYAXXAYAXX

AYAXXAYAXXAXXAXXXAXX

YXMPYX

A

















T

TTTTTTTTT

TT

TTTTTTTTT

中的第一项也换成类似的操作可把

。换作了中的第三项由至此，我们把

，

广义逆，下面证明都是若

的唯一性证明如下：
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的广义逆。是所以

，容易验证其中

所以的解是

的广义逆的任一解。对任何一个是证明：假设

ABC

AABAAAABAACABC

CBB

ANAAB

BAA

2

22

220

000

||||

.
||||

     
||||

||||||||

),(,0)(,

,

b

vb

b

vb

b

vb

bb
b

vb
b

b

vb
bvxx

xxvxxbxbx

bxx

T

TT

TT



















.)(   .7 bx0bbx  AA 形式，则任何一个解都具有有解若方程定理线性方程解
的一般形式

.||||||||||||||||

0

0,SVD0

,

2222

1

bvbx

v

vvv

vbxxbxx















AA

AUVDA

VUDVUDVAAA

AA

则

由

为的，设其中

，可表示为则的解是证：设

TT

TTT

。所有解中长度最小的解

是，则有解若方程命题 bx0bbx  AA )(   .2线性方程解
的最优解
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附录1：矩阵的数字特征及性质

0||)()(rank

., ),rank()rank(

)rank()rank()rank(

))rank()rank(min()rank(

),min()rank(

)rank()rank()rank()rank(

:))(dim())((dim)(rank






















AnAA

BCACAB

BABA

BABA

mnA

AAAAAA

ACACA

nn

mnmn

mppn

mn

满秩可逆

可逆如果

，

秩

TTT

T

的所有特征根为，，

：迹

AniA

BABA

BABA

RcAccA

AA

aA

iinn

nnnn

nppn

nn

n

i
iinn

,..,1  )tr(

)tr()tr()tr(

)tr()tr(

),(tr)(tr

)tr()tr(

)(trtrace
1





























T

1-1||

||

||||||||||

  |,|||

||||

1||   ,0||

},...,2,1{)1(||)det(

:tdeterminan

11

)()1(1
||

或为正交矩阵，则若

，特别

常数

。否则到则可由偶数次两两互换得其中若

的所有置换，为，

行列式




























AA

A

AABABA

cAccA

AA

naaAA

inn

nnnn

n
nn

nnnn











T



特征根有相同的非与

。，虚数特征根模或正交矩阵的实特征根为

或幂等阵的特征根为

征向量相互正交。，不同特征根对应的特对称阵的特征根为实数

，

。的所有特征根个解为的

：的所有特征根设

0  

111  

10  

  

)( )det(||  

,...,0)det(  

,...,

1
k

1
k

1

1

pnnpnppn

n

k

n

k

nn

nnn

CBBC

AtrAA

AnIA

A



















 



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  :/

  :)(

.0,,  :0

.0,,  :0

0,:

  :

2 AAAA

IAAAA

ARAA

ARAA

jia

AA

n

n

n

ij













投影矩阵对称幂等阵

或标准正交矩阵正交矩阵

对任何对称半正定矩阵

对任何对称正定矩阵

对角阵

对称阵

TT

T

T

T

xxx

xx0x

为方阵)( ijnn aA 

 

01

:1

,...,1,

或

的虚数模

非负

正数

实数

i

kk

e

nka 

定义 特征根

25

附录2：特殊方阵
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拉伸/
对角阵















































2
2

1
1

2

1 0

1

0
,

00

1

0

0
2

c

c

c

c
Sn ee将普通标准正交基情形：









0

1









c

0









1

0









0

c




























22

11

2

1

2

1

0

0
,

xc

xc

x

x

c

c
Sxx

附录3：欧氏空间常用的线性变换：拉伸、旋转、镜像、投影




































































nnnnn xc

xc

x

x

c

c

S

c

c

S 
11111

, x

拉伸(stretch)、旋转(rotation)、镜像(reflection)、投影(projection)
参见Gilbert Strang: Linear algebra and its applications

ncIS 
:特列
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𝑶𝑻𝑶 = 𝑰𝒏

旋转/正交阵: 
𝑶𝑻𝑶 = 𝑰𝒏

iiiiii

O

i

O

i

ii

n

n

OOOO

iO

OOOR

IOOOn

eeωωeeωe

ωe

xxxxxxx









TT

TTT

T

T

,,

)0,...1,...,0(

||||||||,

./,
22

即则

列的第为为普通标准正交基，记

。保持长度：任何

正交旋转矩阵称为正交矩阵满足阶方阵若



























 


21

21

2

1,
cxsx

sxcx

x

x

cs

sc
Oxx








 




01

10

90

O

逆时针旋转

特列：


.
1

0
,

0

1
),arccos(

)cos()sin(

)sin()cos(
,1,:2

21

22













































 








 


c

s

s

c
c

Osc
cs

sc
On

eve它将普通标准正交基旋转

通常写作情形






v
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.,: nn IOOIOOnO  TT 则阶方阵满足是若命题

.)(

,),...,(

,...,),,...,(

1

11

n

iin

nnn

IOOOOOOOOOOO

aOaa

IOOOO








TTTT

T

T

xaaax

ωaxax

ωωωω

使得，存在对任何

而构成一组基。它们一定线性无关，因

两两正交，说明的各列为证明：记

方阵O的各列
为标准正交基,
则行向量也是

必定是单位变换。所以

下保持不变，在线性变换，即标准正交基

，，即）上式说明（

），即（

T

T

TT

TTT

OO

OOi

niOOOO

OOOOOOOOIOO

i

iinn

n

},...,1{

,,...,1),...,(),...,(

           

11







ω

ωωωωωω
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𝑷𝟐 = 𝑷
投影/对称幂
等阵: 𝑷𝟐 = 𝑷

PPPPP  2,:/ T投影矩阵对称幂等矩阵

张成的直线上即投影到

，它将普通标准正交基

投影阵

，情形：对任何































































































)sin(

)cos(

1

0
  ,

0

1

,
)(sin)sin()cos(

)sin()cos()(cos

)sin(

)cos(
2

22

2

1

2

2

2

2










s

c

s
s

cs
c

cs

c

scs

csc
P

s

c
n

v

veve

vv

v

T

)()(
)(

)(
2121

21

21

2

1

sxcxsxcx
s

c

sxcxs

sxcxc
P

s

c

x

x










































vx

vx 上：投影到任何











00

01
P

x轴投影特列：











s

c
v
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𝟐
𝒏

反射或镜像/
单位根矩阵: 

𝟐
𝒏

.,2)( 为投影矩阵：变换矩阵反射 PPIRRreflection n 

.
)2cos(

)2sin(

1

0
,

)2sin(

)2cos(

0

1

,
)2cos()2sin(

)2sin()2cos(
   

)sin(

)cos(
,2

122

212
,2  .

21

2

2






























































































ee

vvv

它将普通标准正交基

例

R

s

c
I

scs

csc
Rn n

T

























10

01

90

01

10

45

R

R

反射

反射



















s

c
v

.1,2r Householde  vvvv TT
nIH反射变换：
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附录4：半正定矩阵的平方根
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