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误差同分布假设是对所有数据之间的共性(统计意义上
相同)，在数学上给出的一种方便的描述，使得我们可
以在平均意义下(期望)评价数据分析方法的效果。
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估计的解得

不相关正交，各个变量与误差各列与

，

正则方程：线性回归模型 

Recap
 在 上的正交投影  满足

 对任何 ， 

 若 则 
 ି 

 对于矩阵 ଵ    ଵ   为各列的
投影组成的矩阵。

为矩阵或向量，
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）样本均值为即特别地

即满足正则方程：
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拟合值
残差

误差方
差估计

称为残差向量。

称为拟合值向量。投影
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拟合优度:  决定系数 R2
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投影：残差投影：拟合值

模型： 
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(样本版本的)
决定系数

注意到𝑃𝟏 = 𝟏,所以𝐲ො  = (𝑦ොଵ,…., 𝑦ො)的样本均值:

𝑦ොത = 𝟏்𝐲ො/𝑛 = 𝟏்𝑃𝐲/𝑛 = 𝟏்𝐲/𝑛 = 𝑦ത

所有残差的均值:  �̅� = 𝟏்𝐞/𝑛 =0
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)(红色图示：总平方和分解
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。处达到，其中且最大值在

为样本相关系数，其中

的样本相关系数。为命题

yββyu

yuyu
u

TT XXXX

rrR

niyyrrR

XL

iiyyyy











)(ˆˆˆ

,)(max  )2(

,...,1),ˆ,(  ,  (1)  1.

,
2

,
)(

2

ˆ
2

ˆ
2

虚线框内容可忽略



7

y1y
cZ

Py  ˆ

  

2
2

2

2

2

2

2

2

2

21/2
2

,
1/2

||||

||ˆ||

||||

||||

||||

||||

Schwartz-Cauchy   
||||

)(

||||

)(
)(  

R
y

y

PP

ZZZZ

ZZZ
rZZ

c

Z

c

cZ

c

cccccc

c

cccc
cc

cc

























1y

1y

y

y

yww

yww

yww

yyww

yww

yw
bw yu

T

T

T

TTTT

T

TTT
T

不等式）（

，则）（令

cZZ cc
PP yy 

达到极大。特别地在此时

时，等号成立）（当

β1bubybu

ywbyw

ˆˆ,ˆ)( 

.)()( /211/2

XyZZZZZZZ

ZZZZZZZZ

ccccccccc

cccccccccc








TT

TTTTT



8

LS估计的统计性质

即使没有概率模型假设，我们也能操作LS。

ଵ 
ଶ 的假设反映了我们对误差的认知：

ଵ 大致相同  0且 

该假设可用来评价LS估计是否准确, 比如, LS估计 在平均意义下是
否等于或接近真正的 ？LS方法的逼近效果如何，逼近误差即误差平
方和RSS大概有多大？
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方差的估计：即得到
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，常数矩阵有关的与
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是最优无偏线性估计估计
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中心化
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其中样本均值
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，样本方差为标准化后样本均值为

，准差，称为标准化中心化基础上再除以标 syysyy n 

一元情形

中心化是数据分析中常见的数据加工方法，它将每一个样本
观测值减去样本均值，正等价于所有样本构成的向量或矩阵
与向量 的正交化。
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线性模型
的中心化

，但改变了截距项。系数所以中心化不改变回归

。，回归系数其中

模型等价地表示为中心化中心化：令

模型：

出来，为此划分中我们把截距项单独列线性模型
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模型应用最小二乘法为分块对角，对中心化

正交，这使得的列与中中心化模型

算过程的简化功能：下面演示中心化对于计
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无需估计。，此时，都已经中心化，那么，如果
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估计

都已经中心化，（不含截距项），

证过程。中心化，会简化后续论设在一些问题中，首先假

关于“不妨假设数据已经中心化”
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0    

yββ

βy

εεβy

TT

TT

TT

XXX

XXX

XXX







）（估计的即得

，并令两端同时左乘我们已知，模型

Recap
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LS估计的分量

的影响。都消除了，其中的

，估计事实上

1,2,22

2
1

222
1

222

11

)()(ˆ   LS

XPXPXX

XXXXXX

XX yyy

yyβ

11 




 TTTT

y



的贡献单独对y

β

2

22        

X

X 

110 β1 X 22βX

假设设计阵 按列划分为 ଵ ଶ ，模型为

 ଵ ଵ ଶ ଶ

其中 ଵ的列是干扰因素， ଶ的列是感兴趣的变量。LS估计 ଶ

是否有效地消除了 ଵ的影响？

2,22 1
XPXX X1
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。

，也可表示为）（

），其中也等于（注意：

）（

则记其中

：假设线性模型命题

)1/())|ˆvar(     

ˆˆ  2

)(ˆ

.)()|ˆvar(     

    ,)(ˆ  1

  ,,),,(),,,(

   :3

1
122

2
2

12
1

12222

,2
1

222

1
22

2
2

2
1

222

2,2221021

22110111

1

1
































nSX

SS

PXXX

XXX

XXX

XPXXXXX

XXX

y

X

X

nppnn









β

ββ

yyyyβ

β

yβ

βββ1

εββ1εβy

1

1

TT

T

TT

TTT

LS估计的
自相似性

 121
1

11
21

1

222

2

12212

121

22212

12111

21

2

1

21

21

,        

                                

-),,(

SSS
S

S

SS

SS

SS

SS

SSS

SSS

SSSy

S

y

XX

y
y

y

yyy

y

yyy

y

y

yyyy

















































 ，

协方差矩阵为的样本方差记号：记所有数据

x

x

xx

y

对比第5讲命题3(总体版本)

𝛃𝟐 = Σ𝟐𝟐⦁𝟏
ିଵ Σ𝟐௬⦁ଵ
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。得：

，得残差：

，（多元回归）得残差：

结果：可以看作是两步回归的

















yβδβyy

yyyy

yβ

1

1

TT

TT

2
1

222222

,1

2,2212

2
1

222

)(ˆ~  

~    

~  

)(ˆ

1

1

XXXXX

PX

XPXXXX

XXX

X

X

)ˆ,...,ˆ(

   ,ˆ   ~

 

 ),...,(

12

1

1

12

k

ii

k

X

X

X

X

ee

ex

xx









残差

回归：的各列对

理解为矩阵

估计 的直观求解

  .ˆ

,

,   

2

1

2222222

222211

yββy

0εεββy

TTTT

TT












XXXXXX

XXXX

得（矩估计方法）

并令两端同时左乘模型

，参见下页例子。命题估计的）如此得到的解是（

。参见右图最为接近与列正交的矩阵中，在与

有关的部分）。中消除了与：列正交（与）（

乘为什么方程两端同时左

)3(LS3

),( )2(

1

?

2

221

12212

2

β

LSXXX

XXXXX

X





T

1X
2X


2X

两步回归求
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的方差。但其方差大于是无偏估计则

并令两端同时左乘可逆，模型

矩阵为任何矩阵，设为设模型方程模型例

22
1

22

22221

21

22211

ˆ,
~

,)(
~

 

:/ ,,0

,,     .2

ββyβ

βεβy

0ε

εββy

TT

TTTTT

TTTT

WXW

XWWXWXWW

nWWXWXW

qnWqnXXX









 
 

 
  该不等式显然成立。因为

所以上述不等式等价于所以因为

证只需

为证

证明：

,

                  

,,0

.

),|ˆvar()()()|
~

var(

.)()()()|
~

(0

2

1

222

2

1

222

221

2

1

222

2

1

22
21

2
1

2
2

2

222
1

22211
1

221

nIXXXX

WXXXXWWW

XWXWXW

WXXXXWWW

XXXWXWWXWX

XWXWXXWXWXEXW

































TT

TTTT

TTT

TTTT

TTTT

TTTTT

ββ

βββββ
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  yyvββv

vvu1

vu1vu1

yy1

yyyyyyy

1

111

TTT

TT

TT

TTTT























 

2

1

222
1

22222

221
1

111

21
1

1112121

2
1

2221
1

111

),,(),,(

2121

)(ˆˆ

,)(         

)(         

)()(         

 ˆ      

,,, 1:1

3

212121

XXXXXXX

XXXXXXy

XXXXXXXyXXy

XXXXXXXXy

PPPPPP

XXXX

XXXXXXX

，即的系数

正交，所以

三部分相互列已经中心化，所以）不妨设（（投影）证明

的证明命题

).1/()|ˆvar(

,ˆ

)1()1()1()1(

)()(2

1
122

21
22

2
2

12
1

1222
1

222

12212212
1

112122

21
1

1112222222222 11




























nSXXX

SSXXX

SnXSnSSSnSn

XXXXXXXXXPIXXXXPXX

y

y

XnX

 ）（

）（所以

，同样

）（

T

TT

T

TTTTTT

β

yβ

y
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221

1
111

*
122

*
110

22221
1

11110

22211022110

)( ,ˆ

)(

) ( 
1

βββεββ1

εβββ1

εββ1εββ1y

XXXXXX

XXXXXX

XPXXXX X

TT

TT













其中





改写模型：，

估计的已经中心化，这不影响不妨假设证明

   

.LS,,  :2

222,22

2121

11
XPXXPXX

XX

XX 
1

ββ

。所以

易得

估计公式所以由分块对角，相互正交，分该模型得设计阵的三部

yβ

y

y

y

y

y111

β

ββ

1

TT

TT

TT

T

T

T

T

T

T

T





















































































2
1

222

2
1

22

1
1

11

2

1

1

22

11

2

*
1

0

21

)(ˆ

)(

)(

00

00

00

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

LS,,

XXX

XXX

XXX

y

X

X

XX

XX

β

XXXX
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的逆）即求正则方程下面应用初等消去法解

：求导得正则方程

已经中心化），：（不假设证明

XX

XXXQ

XXXQ

XXQ

XXXXQ

XX

T

T

T

T

T

(

)(/

)(/

0)(/

                    

)(|| ||

3

2211022

2211011

221100

2
22110

21


















0ββ1yβ

0ββ1yβ

ββ1y1

0βyββ1y









，代入二、三式第一式整理得： 22110 βxβx TT  y

 
 









0)( 

0)( 

221122112

221122111

βββxβx1y

βββxβx1y

XXyX

XXyX
TTT

TTT











)()()(

)()()()(
        

222221112

11122211111

yXXXXX

XyXXXXX

1yβx1βx1

yx11yβx1βx1
TTTTT

TTTTTTT

整理得：
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yββ

yββ

1yyx1x1

TTT

TTT

TT

ccccc

ccccc

ccc

XXXXX

XXXXX

yXXXX

2222112

1221111

222111

                  

,,

前述方程组简写为

，记（中心化）

 
   

 

略）：应用分块矩阵的逆（证明

得消去，与第二式相减即

得：第一式左乘

4

ˆ                  

,)()(                  

:)(

             

2

1

2222222

2222

12222112

1

1

1112221

1

1112112

1

1112

11

11

yβyβ

yβ

βyββ

yββ

TTTT

TT

TTT

TTTTTTT

TT


















XXXXXX

PIXXPIX

PXXPXXX

XXXXXXXXXXXXX

XXXX

cc

cc

XccXc

XccXccc

ccccccccccccc

cccc


