
第十三讲 约束最小二乘和 检验

2022.11.25

1

的部分决定系数与条件下控制

，

的效应是否显著检验给定
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约束最小二乘

 
估计。为无约束条件下的其中

为约束最小二乘估计的最优解上述约束最小二乘问题命题
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的形式。已知等，皆可表示为

比如数满足某些线性约束设检验问题中，回归系在有些问题，主要是假
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约束最小二乘问题线性常数向量，为已知的满秩常数矩阵，

为行列满秩，设，假设假设线性模型
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，所以

即得代入

得求偏导并令之为对

令应用拉格朗日乘子法对于约束证明：
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  。

，达到最小，由引理使得约束最小二乘上的投影在

的几何证明：命题
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即

，此时模型令
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的最小二乘估计。，试求

得测量值测量三角形的三个内角）（中文课本例例
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系统误差：的差估算每一次测量的三次测量之和与

也有帮助，我们可利用对于估计约束下直观解法：在

代入模型：条件代表系统误差，将约束其中

，

实际上假设了线性模型我们在上述直观描述中
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𝛽ଵ = ⋯ = 𝛽௣ିଵ, 𝐲 = 𝟏𝛽଴ + (𝐱ଵ+ ⋯ 𝐱௣ିଵ)𝛽ଵ + 𝛆

𝛽ଵ

注：在具体的约束LS问题中，我们通常将线性约束代入模型得到简化的无约
束模型，再应用LS。例如，假设模型

𝐲 = 𝟏𝛽଴ + 𝐱ଵ𝛽ଵ + ⋯ + 𝐱௣ିଵ𝛽௣ିଵ + 𝛆

有约束𝛽ଵ = ⋯ = 𝛽௣ିଵ,代入模型得𝐲 = 𝟏𝛽଴ + (𝐱ଵ+ ⋯ 𝐱௣ିଵ)𝛽ଵ + 𝛆, 这是简单

线性模型，易得𝛽ଵ的LS估计。
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一般线性假设

科学是一种系统性的知识体系，它积累并组织可检验的有关于
万物的解释或理论。科学强调理论的可证伪性。科学不是寻求
绝对的真理，而是在现有基础上，摸索式地不断接近真理。假
设检验是对科学理论假设进行判断的工具。

行满秩。已知，中称为一般线性假设，其

线性回归模型：正态假设
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。或，足够大时近似地成立时

或

检验统计量估计，的极大似然估计或其它为已知
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 

）。所以表明则后面的命题

，，若定义，分布：如果假设误差服从正态

注意其中

检验定义为的检验构建方式，按照一般的

行满秩常数矩阵。（已知，模型
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，假设误差服从正态分布模型检验

为了证明原假设下 ௤,௡ି௣, 需要引理2：
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独立。与所以所以

，由

其中划分
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推论. 假设 是一个 投影矩阵， ,  
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0ŷ

ŷ
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。证毕。
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，我们知这是因为由引理
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检验和矩阵，自变量空间性假设中的在实际应用中，一般线注解：
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~𝜒௡ି௥
ଶ
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𝐲 = 𝑋𝜷 + 𝜺, 𝜺~𝑁(0, 𝜎ଶ𝐼௡),  线性假设𝐻଴: 𝐴𝜷 = 𝟎௤×ଵ,  𝐹检验构造如下：

• Wald 检验：𝑊 = (A𝜷෡)்[𝑣𝑎𝑟(A𝜷෡)]ିଵ(A𝜷෡)

• 𝐹检验： 𝐹 = 𝑊/𝑞

• 由约束最小二乘结果，以投影表示𝐹

𝐹 =
௡ି௣

௤
×

| 𝐲ොି𝐲ොబ |మ

| 𝐲ି𝐲ො |మ ，  𝐲ො = 𝑃௏𝐲, 𝐲ො଴ = 𝑃௏బ
𝐲

其中 𝑉 = 𝐶(𝑋)和𝑉଴ 分别为全模型下和原假设的自变量空间。

• 由引理2及𝐹的投影表示，𝐻଴成立时，𝐹~𝜒௤,௡ି௣
ଶ 。

• 𝐹的其它表示：𝐹 =
௡ି௣

௤
×

ோௌௌబିோௌௌ

ோௌௌ
=

௡ି௣

௤
×

ோమିோబ
మ

ଵିோమ =
௡ି௣

௤
×

ோ೛
మ

ଵିோ೛
మ,  

即F检验比较全模型和原假设下的残差平方和或比较决定系数，

𝑅௣
ଶ =

ோమିோబ
మ

ଵିோబ
మ 为部分决定系数（参见P19）。

• 𝐲 = 𝑋ଵ𝜷ଵ + 𝑋ଶ𝜷ଶ + 𝜺，𝐻଴: 𝜷ଶ = 𝟎௤×ଵ， 𝐹 = ||𝑋ଶ
ୄ𝜷෡ଶ||ଶ/𝑞𝜎ොଶ

𝐻଴: 𝜃 = 𝜃଴的Wald 检验𝑊 = (θ෠ − 𝜃଴)்[𝑣𝑎𝑟(θ෠)]ିଵ(θ෠ − 𝜃଴)

||𝑃𝐱||𝟐~𝜒௥
ଶ 𝑉

Recap： 检验的构造及零分布

𝐱~𝑁(0, 𝐼௡)
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部分回归系数的 检验
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不能解释的比例1X

解释的比例1X
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中，未能解释的它在

，单独的贡献：

1X 2X

（方差=1）

。是否等于的重要性，可用来检验它度量了

，

中的占比，的部分，其在子模型不能解释

了对响应的解释能力增加后，模型增加变量

。，不能解释的比例为响应方差的百分比为

能解释的自变量时，子模型原假设成立

上图的具体解释如下：
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。命题
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形式统一

直观

软件使用几何解释

几何解释
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回归方程的显著性检验

情形：

的偏相关性检验两个变量

两个变量的相关性检验

情形

我们已经看到，F检验有若干表示形式，对比如下
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回归方程的
显著性检验
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假设模型
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特例：回归方程的显著性检验

02
0 R定系数

零假设下的决

R输出结果summary中包括了两种重要情形：

• 所有自变量的F检验（回归方程的显著性检验）
• 每个回归系数的t检验

௡ି௣

௤

ோమ

ଵିோమ回归方程显著性检验由决定系数唯一决定：
௡ି௣

௤

ோమ

ଵିோమ
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单个回归系
数的 检验

(  
检验)

。

检验这等价于

检验：的，

，估计

列之外的构成的矩阵，除第为，记

假设模型
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特例：单个回归系数的t检验

估计值 标准差



lm(formula = Salary ~ Sex + Rank + Year, data = salary)

Coefficients:
Estimate     Std. Error   t value    Pr(>|t|)    

(Intercept) 11011.76     966.95        11.388     3.03e-15 ***
Sex           603.77         811.20        0.744       0.46    
Rank         4747.18       452.58        10.489     5.18e-14 ***
Year          393.86         74.53          5.285       3.04e-06 ***
---
Residual standard error: 2398 on 48 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8454,     Adjusted R-squared: 0.8358 
F-statistic: 87.51 on 3 and 48 DF,  p-value: < 2.2e-16 

回归方程的显著性检验 单个回归系数的t检验

  YearRankSexSalary 3210

例2. 待遇上的性别歧视案例 (数据集salary：alr4).有大学女教师反映女性在

待遇上受到了歧视，为此收集了一批数据，包括每个大学教师的工资
Salary，性别Sex, 职称Rank和工龄Year。Salary~Sex得到Sex的效应是接近显
著的(p=0.07)，但控制其它变量时Sex不再显著(p=0.46):

25

t=603.77/811.20
=0.744

估计值 标准差



> m1   = lm(Salary~Sex+Rank+Year, data=salary)    #完全模型
> m0   = lm(Salary~Sex, data=salary)                         #零模型
> anova(m0, m1)  #方差分析anova：比较m0,m1
Analysis of Variance Table

Model 1: Salary ~ Sex
Model 2: Salary ~ Sex + Rank + Year
Res.Df RSS              Df     Sum of Sq F            Pr(>F)    

1     50 1671623638                                   
2     48  276016717     2      1395606921  121.35 < 2.2e-16 ***

。的显著性：例如，同时检验 0:YearRank, 320  H

35.121
 276016717

 2760167171671623638
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在R软件中，summary没有输出的检验需要使用anova函数，比较完
全模型和零模型


