
 
ଶ  

ଶ


ଶ

第十四讲 广义最小二乘
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1



2

 :GLS/WLSOLS

   ,)var(,)(  ),,(~ ,,...,  1. 222
1

估计或可由则

已知未知独立若例
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.应该给予较小权重的估计中方差大的数据方差不等，直观上，因为诸 iy
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估计方差更小
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：普通的最小二乘法
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作为权重以加权最小二乘

一个简单例子
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未知已知假设

独立与，

倍之外完全已知）误差方差除了一个常数假设如下异方差模型（
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广义最小二乘（GLS）

已知权重抽样调查数据，

假设。即通常的

重要情形：
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数。对原模型极小化右端函方法（左端）应用所以对模型

，其误差平方和为普通应用对

，（

，得，记两边左乘方程

：们将其转换为齐性模型估计是最优的，因此我因为方差齐性模型中
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异方差模型

（方差几乎
完全已知）



4

)./()ˆ()ˆ(ˆGLS

)(ˆ   :GLS

    )()(min     )()(min  

 GLS  :)(

1
0

2
GLS

2

1
0

11
0GLS

1
0

1

pnXGX

GXXGX

XGXXGX

GLS

GLSGLS 











βyβy

yβ

βyβyβyβy
ββ

T

TT

TT

 估计：的

，估计最优解称为

极小化加权误差平方和广义最小二乘法广义最
小二乘
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得：应用
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解，对解为原模型的的方差齐性模型
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容易验证

得应用）：（

乘法也可应用普通的最小二，异方差模型 

大）的做法。是一种低效率（方差较即，对异方差模型应用

，即由命题
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正态模型下
的MLE和GLS
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小化：极大似然函数等价于极

似然函数未知已知，假设
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极大似然估计：特别地，若

 服从多元正态分布。正定矩阵，则为，其中参数

，

的密度为维随机向量定义：若
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多元正态

MLE与OLS



WLS与抽样调查
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其中加权残差

，

形式如下加权最小二乘目标函数则权重，已知为

其中假设模型



加权最
小二乘
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则需假设异方差模型

的特征个为第自变量，平均或中位数，比如个个体的数据汇总

的响应通常是类内所有个第中例如，在抽样调查

βx

x

T

注：大多数cluster汇总统计量的方差与 1/𝑚成正比，但也有例外，如果汇总是最

大值或最小值，则其方差可能与1/ log(𝑚)
  成正比。
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极小化已知

假设简单线性回归的例

不含截距项。对应的方差齐性模型

上述右端平方和为记

：变换最小二乘的形式二乘目标函数写成普通注意：如果将加权最小
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例3. 数据集 salarygov (alr4) 汇总了美国政府某部门495种职位的信息，把包括
每种职位的最高工资、每种职位的人数、女性人数和难度系数(Score)。目的
是研究工资与职位难度的关系。变量具体描述如下：

变量 描述

MaxSalary 职位最高工资

Score 职位难度系数（82-1017）

NE 该职位的雇员总数

NW 该职位的女性人数

JobClass NW NE Score MaxSalary
Account_clerk 52 68 258 1549
Account_clerk_Interm 26 29 269 1712

Account_clerk_Principal 10 13 321 2182

Account_clerk_Senior 16 24 273 1982
Accountant 1 12 352 2555
…
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迭代加权最小二乘方法(IRLS）

下的对数似然函数。该目标函数是正态模型

，实际上罚误差平和的时候施加惩可以认为是极小化加权

通用的方法是极小化是未知参数其中下，复杂的误差方差结构
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个样本点处转变，右图所示的误差在第例
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收敛。上述两步反复迭代直至

，利用残差求解给定

；求解解，利用给定当前的

，即和分开求解

，但更简单的方法还是和的函数可以同时求解最优虽然极小化
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重复至收敛。

，估计计算

，

并估计计算残差

，初始化

解法
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步对它们求解：很容易，但我们下面分虽然直接同时极小化 βθ
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差矩阵。记每一对的方差协方代表了两个个体的差异），固定效应

是参数（称为固定效应（随机误差），对两个个体的个体效应分别是第

和独立与）称为随机效应其中

，

）（

，假设混合效应模型随机变量共同的通常假设他们共享一个

不独立，，理，其响应两个个体接受不同的处配对数据中每一对中的例
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异方差模型记所有响应
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（不必最好）的估计有些繁琐，可构造简单求解给定

计算残差求解时给定
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通常是固定的。称为随机效应。假设为随机变量，比如通常

；若假设为参数，称为固定效应有关。若的所有观测都与个体

体之间的差异，同一个区组效应），代表个个的效应其个体其中

固定效应）（既有随机效应，也有混合效应线性模型的纵向数据），假设

对数据可看作是最简单分析中的区组，前述成（每个个体类似于方差

，有多次测量：每个个体纵向数据
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模型估计方法（稳健回归）线性模型的
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改写目标函数方法对于

 

 

的估计。中的未知参数中或，使用残差更新使用更新的

；方法更新，，计算，给定

比较容易，可以转化为和假设分别优化

有关权与

的形式：数可写成加权很多问题的优化目标函
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