
线性性/可加性：一个变量的效应
与其它变量的具体取值无关

第十五讲 方差分析

2022.12.9

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2022
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因子变量/因素

）。序，个水平（三个水平有次取值高、中、低，

个水平；取值为男、女，，比如变量取值称为水平

、类别变量，其各个因子、因素、属性变量取值为类别的变量称为

ordinal3     :Dose

2      :Gender  )level(

因子/因
素变量
(factor)

个水平，如下表。低三组。因素：剂量，根据剂量分为高、中、例如：

分为若干组。随机标）将研究对象根据一个因素（分类指

3    

)(单因素方
差分析

组，如下表。共交叉分类高、中、低各有三个水平

和因素的用药剂量，称作因素两个因素例如：两个药物

。双向表格，将研究对象随机分成根据两个因素交叉分类

9  ,  ),(

,)(,

)way-two(

BABA
两因素方
差分析

A
B

剂量 高 中 低

高 中 低

高

中

低
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单因素方差分析 (one-way anova)

方差分析模型。等性检验，称为单因素这是多正态总体均值相

零假设

，

正态分布：同但均值可能不同的）组的响应服从（方差相假设第

。中的一种种处理接受，研究对象被随机分配随机化控制试验

单因素方差分析模型：
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方差分析检验多个正态总体均值相等，是试验设计的重要分析
方法。方差分析是线性回归模型中所有自变量为因子变量的特
殊情形，虽然简单，但对于理解一般的回归分析思想也有帮助。

因为随机化，在处理无效时所有响应的分布相同，在处理有效的
情况下，只有均值可能有差异， 和 ଶ都相同。

ANOVA：Analysis of variance
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处理 1 … 𝐾

响应 𝑦ଵଵ, 𝑦ଵଶ, … , 𝑦ଵభ
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 ଵ 的检验统计量应该基于 ଵ⦁ ⦁之间的差异，
如何度量 个数的差异？

我们可以两两比较并求平方和 ⦁ ⦁
ଶ 

,

也可以将每个 ⦁与总平均对比并求平方和 ⦁ ⦁⦁
ଶ 

 ，事实上更合
理的可能是加权平方和   ⦁ ⦁⦁

ଶ 
 （因为第 组有 个样

本， ⦁的方差与 成正比），称为组间平方和。
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具体如下：互正交，为各组的示性表示，相其中

式：写成通常的线性模型形

，

（双下标形式）：单因素方差法分析模型
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线性模
型形式

个示性变量。水平因子变量转换为双下标模型，我们将

处理为了在数学或计算机上是各个组的示性变量，注意
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（残差平方和）。度量了组内样本的差异

组内平方和

和）。之间的差异（回归平方度量了各组的中心

组间平方和

记号：
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One-way 
anova的F检验

称为单因素方差分析。

检验统计量：的

假设模型命题
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> aov(响应 ~ 组别, data =… ) 
> lm(响应 ~ 组别, data =… ) 

KnK

aov
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SS                      SS          
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:

自由度

平方和

残差分组因子来源

函数输出方差分析表

方差分析R函数：aov， lm
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则验证：

 

 

。其中

统计量为两样本其中统计量方差分析的时

。方差分析方法检验是最简单的单因素两样本
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特例：两
样本t检验

检验。生存分析：

卡方检验。列联表的属性数据分析

检验。秩和检验，多总体两总体非参数统计

多总体比较问题单因素附：其它

ranklog

PearsonJI:

Wallis-KruskalWilcoxn:

)(
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例1 (npk数据). 随机在6块(block)地上种植豌豆，每块地上4株。检验各块地上
的产量是否相同. 我们需要检验6个地块的产量是否相同。

> a  = aov(yield ~ block, data = npk) 
> summary( a )

Df Sum Sq Mean Sq F value    Pr(>F)  
block            5  343.3   68.66        2.318       0.0861 .
Residuals   18  533.1   29.61                 

block 1 2 3 4 5 6

产量 49.5,62.8,
46.8,57

59.8,58.5,
55.5,56

57.2,59,
53.2,56

… …

610 ...:  H
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对比(contrast)：重新参数化

单因素方差分析模型中

 
ଶ

   ,    
ଶ

零假设  ଵ 是一个复合原假设。为了比较 个 ，可重新定
义新的参数表达具体的感兴趣的问题，称为对比(contrast)。

为了统一 不妨记 ଵ 则  ଵ  模型 改写为

 ଵ  ,    
ଶ ，约束 ଵ

假设第一组（处理1 ）是安慰剂组（基准、baseline），其它组使用各

种不同药物（或同一药物的各种剂量），那么我们关心的是各种药物
或各种剂量相对于安慰剂的作用，重新定义参数

ଶ ଶ ଵ   ଵ

称为各处理相对于基准的效应 或处理对比

 ଵ   ଵ ଶ  这是一个简单原假设。

Treatment 
Contrast
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如果没有一个公认的基准组，各个组对称，那么我们可以将每个
处理与某个中心进行比较，比如取中心为 ଵ 

定义 个sum对比：

ଵ ଵ  

注意有约束 ଵ  。原假设等价于  ଵ  。

则单因素方差分析模型改写为

  ,    
ଶ ，约束 ଵ 

Sum 
Contrast

一般的对
比

若 ଵ  称 ଵ ଵ  是一个对比 。

对比的定义方式取决于感兴趣的具体问题.  比如trt, sum contrast,  
再如，如果 个组代表 个递增的剂量，假设我们关心相邻两种剂
量的差异，则可定义

 ାଵ 



12

无论何种约束，模型 都可改写为

  ,    
ଶ

其中各组效应(对比) ଵ 满足一个线性约束。需要注意的是

多下标的记录
方式 𝑎⋯ 称

为数组array或
张量tensor

• 的 检验不受具体对比方式的影响，都如命题 所述。

• 双下标表示简明扼要，既表示了样本标号 也表示了其
所在的组号 。

• 但为了在数学上或计算机上处理，我们需要使用示性变
量 哑变量表示分组（因子变量），如下页所示。

引入对比概念的目的，一是具体问题的需要，二是方便
对研究多因素方差分析。



13

及设计阵第二列。实际计算时，删除

，约束，即如果是

1

1  0contrasttrt 
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1001

1001

0101

0101

0011

0011

  
2

1

方差分析模型(3)的数据形式：

对任何一个响应 其所在组的标号记作 方差分析模型写成线性模型：

ଵ (ீୀଵ)  ீୀ

因为有个截距项诸 有一个线性约束，所以实际上只需要 个哑
变量，比如 下 ଵ ，第一组的哑变量 (ீୀଵ)多余。
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个类。的示性函数表示

个类中一类为基准，用其余水平因子变量，取定其对于一个

：哑变量表示

K

KK 1

)codingdummy (   



:group

1= ,1=            

,1,g3(g2,g1, group ,

32

)3g(group3)2g(group2

完全确定了和则二值变量

定义为基准以三个组）取值因子变量例如

xx

xx

g



).1,0(),(     3ggroup

    );0,1(),(g2 group

    );0,0(),(1ggroup

32

32

32
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group 32 xx

因子的哑
变量表示

。对比组的效应，它们是处理，分别称为第

其中

，

实际上拟合模型：，或

contrast)treatment (32,

, , ,,,

1            

)group~(lm)group~(aov

13121321

)(group32
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慰剂（对照）。处理），另一个服用安取其中一人服用药物（

比如双胞胎），随机选两个相像的研究对象（配对设计   :design) paired(
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配对 检验

pair 1 2 ⋯ 𝑱 平均

对照 𝑦ଵଵ 𝑦ଵଶ ⋯ 𝑦ଵ 𝑦തଵ⦁

处理 𝑦ଶଵ 𝑦ଶଶ ⋯ 𝑦ଶ 𝑦തଶ⦁

0:   ),(   ,

12),(  

012

21

  HzEyyz

yyi

iiii

ii

药效：

表示对照。表示处理，，下标对样本的响应：第

配对设计

同一个pair内的两个个体相似(匹配、相依), 将它们作为独立样
本进行两样本t检验是错误的做法，如何进行检验？

差 𝑧ଵ 𝑧ଶ ⋯ 𝑧 𝑧̅

基于每对内的差  ଶ ଵ 构造检验
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：的单正态总体均值检验检验等于基于，成对假设
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成对t检验
(paired t-
test/depend
ent t-test)

 

计算方式不同。分母的分子相同，方差与

照组）：检验（比较处理组和对类比两样本
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小。都较大

，小时，较大，比如对两个研究对象的共性用于刻画第

也可假设为随机变量共享一个共同的参数假设同一对的

的：可看作是如下方式得到事实上，
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检验的做法。这正是上页的成对
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时引理，知由原假设下 

。设下近似服从卡方分布此时检验统计量在原假

，只不过检验来检验处理的效应但我们依然可用成对服从正态分布

响应变量不可能）表示治愈，否则为变量（比如为当响应变量
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例2. McNemar检验：二值响应情形下的配对检验。
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，的个数，则应不同的

分别为处理和对照响记
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.~
)(

检验：McNemar 2
1

2
2

0 近似下，
cb

cb
XH






dc

ba

1

0

1     0       

   CMH

,MH)Haenszel(C-Mantel-CochranMcNemar   

pair10:,  2

似。两因素方差分析方法类数据的独立性检验，与检验是综合多个列联表

检验的特殊情况检验是

。不提供处理效应的信息的或者都是两个研究对象响应都是中没有



 daX

处理

对照
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pair 












配对二值(binary)数据可总结为下表， 为两人响应都为0 的pair
的个数， 为处理响应为1而对照响应为0的pair的个数，等等。



两因素方差分析

20

随机化试验设计中，当研究对象差异较大时，为了避免处理
组与对照组出现严重的不均衡，通常先将研究对象分成内部
个体相似的区组或层(blocks/strata), 在区组内随机化分配处理。

配对设计是最简单的区组设计，每一个pair就是一个区组。
区组内的两个研究对象相似，但接受不同的处理。

两因素方差分析中，决定分组的因素/因子有两个，可以都是

处理（比如各种压力和各种温度组合下的工业试验），但通常
一个因素是处理，另一个因素是区组，即区组设计。

随机区组设计
(Randomized 
block design)

block：Fisher田间试验的地块；
strata：生物、社会学常用
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假设两个因子各有 个水平，交叉分类得到 表，格子 内
的观测数目为 。

我们主要以每个格子内只有一次测量  的情形为例（这也

是最常见或最重要的情形），介绍两因素可加方差分析方法。假
设  

ଶ 所有 独立。

I



2

1

J21
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的效果都相同：处理内，不同的我们希望检验所有区组

。一致性假设各列之间存在共性模型有简单结构答案：假设

个参数，如何检验？个样本，但有每个区组内只有

)(-/}{

1

ij

II




𝜇ଵ

𝜇ଶ

⋮

𝜇ூ

1 ⋯ j        ⋯ J

1

2

⋮

I

区组

处理

 ଵ ଶ ூ

 ᇲ

处理效应的一致性假设：

 ᇲ与所在区组 j 无关 只与处理水平 有关
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区组1 区组2

处理1 𝜇ଵଵ 𝜇ଵଵ + β

处理2 𝜇ଵଵ + 𝛼 𝜇ଵଵ + 𝛼 + β

区组1 区组2

处理1 𝜇ଵଵ 𝜇ଵଶ

处理2 𝜇ଶଵ 𝜇ଶଶ

以 为例，我们说明效应一致性假设等价于可加性或线性性

区组1 区组2

处理1 𝜇ଵଵ 𝜇ଵଶ

处理2 𝜇ଵଵ + 𝛼 𝜇ଵଶ + 𝛼

假设处理效应的一致性：
𝜇ଶଵ − 𝜇ଵଵ = 𝜇ଶଶ −𝜇ଵଶ ≜ 𝛼
行间差为常数

列间差也是常数，即区组效应也一致：
𝜇ଶଶ − 𝜇ଶଵ = (𝜇ଵଶ+𝛼) − (𝜇ଵଵ + 𝛼)
= 𝜇ଵଶ −𝜇ଵଵ ≜ 𝛽

𝛼称为处理2
的效应

所以处理效应一致性 区组效应一致性 可加性 两个因素互不干扰 ：

ଶଵ ଵଵ ； ଵଶ ଵଵ ଶଶ ଶଵ ଵଵ

即当一个因素固定而另一个因素从水平1到2时，均值增加 或 。当两个
因素同时从水平1到2时，均值增加 （可加）。

β称为区组
2的效应
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ଵଵ ଵ

ଵଵ ଶ ଵ ଶ

ଵଵ ூ ଵ ூ

1

2

⋮

I

j区组

处理

1区组

一般的 情形类似。以处理1为基准(baseline), 假设处理的一致性：
处理 的效应  ଵ与所在区组 j 无关 记   ଵ，

称之为处理 的效应。

对任何一行 （处理 ），区组1和区组 的均值之差，

 ଵ ଵ  ଵଵ  ଵ ଵଵ ，

与 无关（即区组效应也有一致性），记之为 , 称为区组 的效应，所以

 ଵ  ଵଵ  

这称为可加效应模型（处理和区组效应可加）。因此效应一致等价于可加模型。

处理效应的一致性 区组效应的一致性 可加模型
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。零假设为

。情形析模型称为两因素可加方差分

各有一个约束和

，其中响应的区组假设处理
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，交互模型右图偏离可加

每两列也是。，每两行之差为常数，左图：可加模型

方法分析中最重要的模型和两因素可加模型是方差

两因素可加方
差分析模型
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求导得正则方程：对误差平方和

假设约束简单），约束情形（此时求解最

我们仅演示定义估计依赖于具体的效应参数可估。效应的

。），一个个个（为：可加模型下，参数个数
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拟合值无差异各行零假设下，各处理

全模型下拟合值：
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消除了行、列效应残差平方和

消除了区组效应处理的差异

组内

处理
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检验为：的

各有一个约束）和（

满足可加模型水平下的测量假设个区组个处理水平命题
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检验为时，当









Jzpair

Jzij

tszJt

FszJFnI



配对设计：



其余略。其中

）（验证：注意

处理

,),2,(~

,2//2)()()(

2/)(    /2

12
2

12

22
21

2
2

2
1

221121













yyzNyyz

zJyyJyyJyyJSS

yyyyyyyyy

jjj 



30

2221

1211

2

1

21

yy

yy对照

处理

pair

),0(~,

:,:

2

2222

1221

2121

1111










Niid

y

y

y

y

ij

















区组效应处理效应

, ~

~,0:

1
21

21

1,1

2

21

21

2

12221121

12221121
0

0

0

t
zz

zz
t

F
zz

zz

yyyy

yyyy
FH

H

H






























例3 ( )

2,1,12  jyyz jjj令



31

区组1 区组2

处理1 𝜇ଵଵ 𝜇ଵଵ + β

处理2 𝜇ଵଵ + 𝛼 𝜇ଶଶ

交互作用

记效应之差 ଶଶ ଶଶ ଵଶ ଶଵ ଵଵ ଶଶ ଵଵ

则 ଶଶ ଵଵ 。

注意 即 ଶଶ ଵଵ 时是可加模型，所以 代表了“当两个因素
都从水平1变到2的时候， ଶଶ偏离可加的程度”， 称为交互作用。

区组1 区组2

处理1 𝜇ଵଵ 𝜇ଵଶ

处理2 𝜇ଶଵ 𝜇ଶଶ

仍以 情况为例，考察可加性或效应不一致情形下的模型。以处理1和
区组1为基准。假设如果处理效应不一致，即 ଶଶ ଵଶ ଶଵ ଵଵ

在基准区组1，假设处理
效应为𝛼 = 𝜇ଶଵ − 𝜇ଵଵ

在基准处理组1，假设区
组效应为β = 𝜇ଵଶ − 𝜇ଵଵ
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x

y

0z

1z

 czbxay可加模型

线性模型
效应一致性

可加性
.)(

:

bxyz

czbxay

都是常数回归系数的关系与取值如何，不论自变量

加性意味着自变量效应的可线性模型 

x

y

0z

1z

  xzczbxay交互模型









xbcayz
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zx

)()(1

0

时，

时，

：变化的效应随交互作用：









bxcayz

bxayz

zx

)(1

0

时，

时，

：无关的效应与

交互作用：
偏离可加性

交互作用：一个因素的效应与另一个因素的具体水平有关
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ANOVA F 检验

)也类似，在此不再赘述不全相同的情形，结果（对于

，有类似的结果衡设计类似地，对于一般的平
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附1: 平衡设计下的两因素可加方差分析 ( )
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1,0,,),(,1-0),( jijizx ij格子的均值组合水平都是假设两个因素
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附2.  交互作用模型
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满足约束：

满足约束：

个约束。满足个个数分别是其中参数

交互作用模型假设饱和模型水平设两个因子各

两因素交互作用模型(一般情形)
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LS估计 求导得正则方程：对误差平方和 
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互项。偏离可加模型，存在交左下和右上角说明数据

分布，近似地服从可加模型下，残差应该

后的残差减去行、列效应消除可加模型（原数据右图

原数据矩阵，左图
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Tukey 1-df 可加性检验
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 其中水平，响应两因素，

两个问题。可加性检验解决了上述

如何检验可加性？（没有重复测量另外一方面，如果

功效不大。太大自由度为数较大时，检验的参数个当
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可加性检验的自由度为



解决交互作用效应参数太多的问题
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自由度为
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附3：非参数检验和列联表检验

非参数检验和列联表检验与方差分析的对应关系

方法
总体分布
零分布

方差分析
正态分布

F分布

非参数检验
任何分布

卡方或置换

属性数据
多项分布

卡方或置换/Fisher

两总体（处理: 2水平） 两样本t检验 Wilcoxn秩和检验 Pearson卡方检验

多总体（处理: 多水平） 单因素方差分析 Kruskal-Wallis检验 Pearson卡方检验

多总体（处理×分层） 两因素方差分析 Friedman检验 CMH检验

配对 (2水平处理×分层) 配对t检验 Wilconx符号秩检
验/Fisher符号检验

McNemar检验

无限总体 回归模型 非参数回归 Logistic回归/多项回归


