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过犹不及 -《论语·先进》

子贡问：“师与商也孰贤？”子曰：“师也过，商也
不及。”曰：“然则师愈与？”子曰：“过犹不及。”



预测、预言出于人类对未知和不确定性的恐惧或好奇。

预测：基于历史数据对未发生的随机变量进行“估计”。

具体到线性模型，预测就是基于响应变量和自变量的历史数据，建
立恰当的线性模型，对仅含自变量的新数据预测其对应的响应。

预测的一般原则

• 可泛化（generalization）：可推广，适用于不同场景

• 简约原则（Occam’s Razor，Occam剃刀原则)：若无必要,勿增实
体 Entities should not be multiplied unnecessarily 

• 模型不必正确，预测量不必无偏。
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1. 预测误差与均方误差



ŷ
预测

   ),...,( ˆ   :

'

,...,     /

1

1

n

i

n

yyfy

syy

yy

预测统计量

独立）（与待预测随机变量：

样本：历史数据

ny

y


1

)ˆ()ˆE(||ˆ|| )ˆ(pe

ˆ(  )ˆ(pe                            

:)errortion generaliza  expectederror, prediction(   .

T2

2

yyyyyyy 



E

yyEy

向量情形：

）

预测误差定义预测误差

。向量情形：

）的均方误差（估计参数统计量定义

2

2

||ˆ||)ˆmse(

)ˆ()ˆmse(

error  squaredmean   :ˆ:

θyy 



E

yEy

MSEy



均方误差
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分解预测
误差

的期望位置。键在于判断移动靶类似于移动靶射击，关注：预测随机变量 y
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 的误差可分解为预测则以统计量假设

独立与待预测随机变量历史数据：假设命题



ଶଶ

以𝑦ො估计𝜃, 误差为
 𝐸(𝑦ො − 𝜃)ଶ = 𝑚𝑠𝑒 𝑦ො  

以𝜃预测𝑦，误差为
𝐸(𝜃 − 𝑦)ଶ = 𝑣𝑎𝑟(𝑦) 
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则均方误差可分解为：

的偏差为的一个估计是参数设命题 

The bias-variance trade-off/dilemma

ଶଶ
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被预测对象的方差不可控，为了减小预测误差，只能减小MSE。
命题2说明MSE又可分解成方差与偏差平方之和。

。则的无偏估计，即是若

，未必等于待估计参数的期望注：

 )ˆ var(  )ˆmse(,)ˆ(ˆ

)ˆ( ˆ   

yyyEy

yEay










精准：
准确性和精
确性的折中
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偏差代表准确度(accuracy), 方差代表精确度(precision), MSE是精
确度和准确度的折中：

ଶ 精确度 准确度

极小化其中之一并不意味着MSE最小：

 无偏估计:  准确度 最高 ଶ ，但 方差可能过大（图3）。

 常数估计:  精确度最高, ，但偏差可能过大（图2)。

偏差大
方差小

偏差小
方差大

偏差和方
差都小

偏差和方
差都大

图1是理想情况，
但难以实现

图2能否减
小偏差？

图3能否减
小方差？
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一个常用的策略是，对于普通的统计量（比如样本均值，通常是
无偏的），我们设法大幅度地降低其方差但同时允许出现一定的
偏差。问题是，给定一个统计量 , 如何减小其方差？

 压缩，乘以一个小于1的正数或优化求解阶段增加约束/惩罚

，

 截断，缩减其取值范围

(|ఏ|ஸ)

有偏统计、统计学习的发展历史：

 James-Stein (1956,1961)：正态分布均值向量的有偏估计（下页）。

 Hoerl and Kennard (1970) ：线性模型的岭估计(ridge estimator).

 规则化/带惩罚的最小二乘：LASSO，贝叶斯方法.

 Vapnik 统计学习/机器学习理论.
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James & Stein (1956,1961) 发现了一个多元正态分布均值的有偏估计
（后被称为James-Stein估计），其MSE表现好于经典的样本均值。这是
一个惊人的发现，因为传统上认为样本均值是最好的一个正态均值估计。

James-Stein

LS  

𝜃的JS估计不仅仅与样本的
第𝑘个分量的平均𝑦ത有关，
也与其它分量有关。考虑到
样本的各个分量独立，所以
JS估计是反直觉的。

James-Stein估计
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约束

化误差平方和：在此约束下，我们极小

假设已知设样本惩罚最小二乘：截断例
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。，较小，特别地当已知

。的后验估计

已知，则后验分布其中先验分布

服从假设设样本（贝叶斯估计：压缩）例
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先验上我们已知

即取值的一种“约束”，实际上是对假设先验分布 N



预测误差与均方误差：向量情形
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其中

均方误差矩阵

是向量，定义、统计量若参数定义（均方误差）
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所以，预测误差分解为
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我们将以 代表均方差误差矩阵， 代表均方误差



2. 线性模型中的预测问题

为拟合值向量。），未必是的某一个估计是假设

模型：

。的第一个元素为自变量训练数据：
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：其中预测误差预测取为：的

独立。与需要预测。假设已知，但对应的其中自变量

模型满足与训练数据同样的假设待预测数据：
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的均方误差矩阵有关。的拟合的预测误差与训练模型即

，此时使得存在时当引理
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 预测统计量 𝟎 𝟎
 。

 𝟎的预测误差与 、 有关。后续内容主要关注 。

1 ,00 ,2 
  AAAR nn

n  TT xxxxx 则和矩阵实数：对任何引理

.

   ,
12/12/1

2/1





AIAA

IAA

n

n




TT

TTT

xxxx

yyyyxxxy证明：令



基于子模型的预测
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，拟合值：的估计取为即全模型中

，估计，以估计我们以工作模型）：子模型

。拟合值估计

，为，全模型（真模型）：
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下面考虑基于子模型构建预测统计量，子模型指的是只使用部分自
变量的模型（换言之，其它自变量的回归系数压缩为0）

 显然 是 的无偏估计，且

 基于 的预测误差与 或 有关，下面我们讨论 。



16

.)ˆ( )
~

( )ˆ( )~(||||  (2)

.||||)~(   ,)~(  )1(

,)~)(~()~(~

~~~)(
~

0

~
~

 :3

22

2
22

2
2222

2

111
1

111
1

1

ββyyβ

βyββy

βyβyyy

ββyyβ
β

β

MMMMX

XqmXXPM

XXEM

XXXXX

X

























 TT

T

TT

我们有的均方误差矩阵正确模型的假定下，

，在上述全模型是，，假设命题

的推导）。会导致偏差（参见后面但代入未知参数的估计

），的检验”（回忆估计，即“未知参数的

入较小。实际操作中需代相对于意味着”“条件注

pC

qp

X
FH

X

inplugXX

2

2
22

202

2
22

2222

ˆ)(

||ˆ||
0:1 

ˆ
||ˆ||

LS

)( |||| :2













β
β

β

ββ

).ˆ()ˆ()~()~(  ||||3

~
 

~
,  ,),(   1

0
22

022

10100010

020210100002010

ypeMMypeX

yq

y







 



ayaayaβ

βxβxxx

βxβxβxxxx

TT

TT

TTTTTT

时，说明当命题

，预测：个分量的前仅用

对于：注

XPM

pmpq
2

2

)ˆvar()ˆ(

)ˆ(









yy

y时，



17

.||||)~(tr)~(  

.)~var()~(  

)var()~var(            

 )~(             

  ,
~~  

~MSE)1(  

2
22

2
2222

2

2222
2

2

222222

11

1

1

11

11

1

βββyy

ββbbyy

yy

ββββββyb

yβy

y

















XqXtrXtrPMm

XXPM

PP

XXXPXXPXE

PX

X

X

XX

XX

X







T

TT

）（

）（

，

，偏差

的偏差和方差，注意分别计算的分解公式，我们下面根据证明：



18

























||||

)(

)( )ˆ()~(

)ˆ(,)~(2

22
2

2222

2

1
22

2
22

2
1

222
222

2222

2
2222

2

1

1

βββ

ββ

ββyy

yββy

XXX

XX

XXXXPPXXMM

PMXXPM

XX

XX

即

　

所以，）因为（

引理 TT

TT

TTTT

TT

T

TTT









22

2
1

22 ,)(

XX

AXXXA

，右乘”两边同时左乘“

右乘”左乘“

)ˆ()~()ˆ()
~

(

)ˆ()ˆ()
~

()~(

yyββ

βyβy

MMMM

XXMMXXMM





则类似地有

，，因为 TT

11 )(,)(

,




XXXXXX

XX
TTT

T

右乘”左乘“

右乘”左乘“



变量选择(选择子模型) 准则
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预测效果反而变差。模型拟合效果越好，但过拟合：自变量越多，过犹不及

的预测误差。进而相应的预测有更小

，具有更小的，比全模型下的拟合的子模型得到的拟合
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𝑚 = 𝑚 𝐲1.以𝑚 = 𝑚 𝐲

代表预测误差
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 准则，即得到不依赖于子模型除以标准化：𝐶 = 𝑚ෝ/𝜎ොଶ3. 𝐶 = 𝑚ෝ/𝜎ොଶ



变量选择：AIC、BIC准则

。参数的极大似然估计为
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AIC和BIC准则是一般统计模型（不局限于线性模型）的变量选择方
法。当应用于正态线性模型的变量选择时，AIC与 类似，但BIC倾
向于选择更少的变量。

  .   

)log()ˆ(log2BIC                

1978) SchwarzCriterion,n Informatio(Bayesian  BIC  

)ˆ(   

2)ˆ(log2AIC  

 1974)AkaikeHirotugu  Criterion,n Informatio AkaikeAIC  

是参数个数是样本量，其中

极小化：

：

为参数个数。为似然函数极大值，其中

极小化：

：，准则（
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型。选择参数个数更少的模

，它倾向于或对于框架下得到的准则，相是在

距离度量预测误差类似，但使用的推导与

有关与熵为什么称为信息准则？
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常数项。

常数项

对于正态回归模型
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附录：推导AIC准则
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，这等价于极大化：预测误差距离化

为此极小真正的接近的“概率”我们希望
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？，是否还有的估计。代入即

，

定的未知。由大数律，对固未知，因为
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但我们需保留该项。，当注意偏差部分

的长度

展开，可以得到：处在函数

，实际上，对数似然是无偏估计即使会出现偏差的估计代入
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是一个可计算的量。注意最大似然函数

较大时，近似地有即
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子集算法计算量巨大。），一般情况下，最优设计阵情形（参见例

较小，或者特殊的。除非或准则子模型都计算变量选择

个的。最优子集回归对所有型总个数为选模型或被舍弃，子模

都有可能入个自变量，每个自变量矩阵，共有为假设设计阵

1

)/(
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1
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ppnX

p

pp 



/AIC/BIC

0 1 2 3 4 5 变量个数𝑞

3. 最优子集回归

最优子模
型

具体执行最优子集搜索时，对不同的变量个数

需要比较 ିଵ


个含 个变量的模型的RSS。
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的最小值即可。求所以只需要对

。自变量模型的最小个显然所有

，

，不妨设次序为：计算复杂度从大到校排列投影长度

则

相互正交，假设

：法计算复杂度可降低到列正交情形最优子集方各例

nq
q

Cpq

aasqq
q

p

PaPaPa

pO

PPsRSS

PPyP

X

pO

q

qyy

p

yy

X

ppp

p

p

p










 



















2
ˆ

)RSS(
,1,...,2,1

....)RSS(-
1

||||....||||||||                

))((

||||...||||

,...ˆ

,...,,,...

)(  .4

2

1

2
1

2
2

2
1

2

22

1111110

2

111

11

11





yyy

yy

yy1yy

xx1εxx1εβy

xxx

xx

xx

主成分回归将一般设计阵变换为列正交（主成分）情形。
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为了叙述简便，不妨假设设计阵 ×和相应变量 都已经中

心化（此时回归模型没有截距项）。

如果 的列相互正交，那么投影、选子模型都将非常容易实
现。对于一般 ,我们可以通过变换使得变换后的矩阵各列
正交（比如Gram-Schmidt正交化、奇异值分解）。

。其中

有奇异值分解假设

ppp

pppppnpn

diagDIVVVVUU
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主成分回归

奇异值
分解

。列模长为也是列正交矩阵，且每个主成分。列称为第

主成分矩阵，其第的各列相互正交，称为的变换
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，此处省略），，为设计阵：（也可以

组合。的各列（变量）的线性视作“新”的变量，是

的变换，其各列是，作为设计阵是列正交的

，

模型改写为：假设代入模型将
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，估计的估计的其中

上的投影可以表示为：在

，则设

下：在模型表示
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子模型的拟合）（其中

对应的子模型为：，下标集合

最优子集主
成分回归

.
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最优子模型

排序，不妨设将
T



决定。

差比例的取值由累计解释的方方差分别为

个方差最大的主成分前列用来预测的前取传统上，主成分回归选
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传统的主
成分回归

32

 

    。逼近项，以的前即截取

，（

个主成分用于预测：最大的传统的主成分回归使用
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子模型。并不会得到最优的预测

，个主成分前统计解释模型的自变量有良好的显然这种方法得到的子 )( q
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Hidden layer

Input

Output

T),( 21 hhh1h

1x 2x px
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下图表示：建立线性回归模型。如和隐藏层变量对响应变量

然后的或隐藏变量新个变换为个自变量主成分回归把原始

h
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y

qp ,""

1h 2h

 γhTy

T),...,( 1 pxxx

,xv T
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(

，建立线性回归模型响应变量为连续变量时输出变量

隐藏层可以不止一个

量的非线性变换隐藏层变量一般是原变

回归模型。不同的是和响应变量建立通常的，对最终得到的新变量层

多个隐藏行多次非线性变换似，它将原始自变量进一般的神经网络与此类







主成分回归
与神经网络



(1). 逐步回归法 (Stepwise regression): 

- 向前逐步回归(forward stepwise regression),

- 向后逐步回归(backward stepwise regression)

- 向前-向后逐步回归(forward-backward)

(2). 向前阶段回归（Forward stagewise regression）

(1). 逐步回归法 (Stepwise regression): 

- 向前逐步回归(forward stepwise regression),

- 向后逐步回归(backward stepwise regression)

- 向前-向后逐步回归(forward-backward)

(2). 向前阶段回归（Forward stagewise regression）

34

最优子集回归选择/搜索Cp或AIC/BIC等准则最小的子模
型，计算量太大。贪心算法（greedy）是一种计算高效
的近似求解最优子集的方法。常用的贪心算法有：

4. 变量选择的贪心算法



增大，停止．如果则选择该变量进入模型变小准则

或其它加入后如果减少最多的那个变量即使得程度的变量

加最能改进拟合逐步添加变量：每次添始个自变量的回归模型开从

向前法

AIC;,)

(),RSS(

 ,0

selection) (Forward

AIC

35

AIC

0 1 2 3 4 5 51p变量个数

  )(

greedy)(
2 能不是最优子集。。逐步回归得到的解可子模型个数最多为

搜索子模型。考察的故称为跳跃最大的路径逐步回归方法沿

pO

AIC
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否则，停止．则重复上述步骤；变小或其它准则该变量使得模型的

增加最少）。如果剔除后小的那个变量（即剔除每次剔除对拟合影响最

逐步剔除变量：从全模型模型开始

向后法

    ,)(

 ,

:n)eliminatio (backward

AIC

RSS

自变量是否需要删除．

考察已入选的量后后法，即在每步添加变基本是向前法，结合向

向后法向前

,

:

>   step(full.model, method=“both”，k, scale=0，scope=..)

#method:  both, backward, forward

# AIC: k=2： BIC:  k=log(n);   Cp:  scale=sigma

。选入就不会再被剔除剔除变量一旦被选入

，递增或递减套的步选取的变量子集是嵌注：向前或向后法的逐

)()(        

,)(nested



最大的变量。

相关系数绝对值与最小的变量等价于选择因此，选择使得

的残差平方和回归。简单线性回归其基本想法来源于简单

y

srRSS

xy

yyxy

RSS

)1(                                 

~
2

阈值。关系数小于某个给定的最大的自变量，直到相

关系数绝对值依次添加与当前残差相类似于向前逐步回归，

： regression stagewise Forward

37

。可处理任意多自变量领域应用广泛

号处理的一种，匹配追踪在信匹配追踪是

)(,

pursuit) (matching  regression Stagewise

np 
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    STOP.  ,)(||||       
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  ,maxarg 
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 maxarg 

,..., ,  

  algorithm Regression Stagewise
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010
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01

事先指定的阈值若

残差回归：

：相关系数最大的自变量求与

残差回归：

，：相关系数最大的自变量求与

差初值：都已经中心标准化。残自变量假设响应

算法细节：
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