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考察相关性大小的时候既要考虑样本相关系数，也

要考虑样本量大小。

相关系数度量了随机变量之间的线性关联程度，是研究变量
关系最重要的工具之一（另一个是回归模型）。辛普森悖论表明
两个不直接关联的随机变量如果都受第三个变量的调控，那么这
两个变量就会呈现关联性，而如果一旦第三个变量给定，那么这
种关联可能就会消失，我们以偏相关系数度量这种 “条件线性相
关性”。

1.1 相关系数

英国博物学家 Francis Galton于十九世纪八十年代提出了相
关系数的概念，英国统计学家 Karl Pearson对此做了修正，提出
了后来通用的 Pearson相关系数。

定义 1.1 对任何存在二阶矩的随机变量 𝑥, 𝑦，定义（总体）
Pearson相关系数

𝜌 =
cov(𝑥, 𝑦)√

var(𝑥)
√
var(𝑦)

相关系数度量了随机变量之间线性关联的程度。相关系数取值
于 −1和 1之间，|𝜌 | ≤ 1。若 𝜌 = 0,我们称 𝑥, 𝑦不相关,若 𝜌 > 0
（< 0)称为正 (负)相关。若 |𝜌 | = 1,则 𝑥, 𝑦是完美相关的，即两者
存在严格的线性函数关系。另外，若 𝑥, 𝑦独立则它们一定不相关，
但反之一般不成立，除非 𝑥, 𝑦联合服从二元正态分布或两者都是
二值 (binary)变量。

定义 1.2 假设 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛 iid ∼ (𝑥, 𝑦),样本相关系数定义
为

𝑟 =

∑𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦̄)√∑𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥)2
√∑𝑛

𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝑦̄)2
.

样本相关系数是总体相关系数的渐近无偏估计（参见后面渐近正
态结果），下面介绍基于样本相关系数的总体相关系数的统计推
断。我们主要介绍正态假设下样本相关系数 𝑟 的精确分布和小样
本统计推断，简单介绍较弱条件的渐近分布及大样本统计推断。
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1.1.1 精确检验

在正态假设下，考虑独立性零假设 𝐻0 : 𝜌 = 0。检验统计量

𝑡 =
√
𝑛 − 2

𝑟
√

1 − 𝑟2

在零假设下的分布（称为零分布）为 𝑡 分布，是一个精确分布，
对应的检验是精确的，即检验的 I型错误率能精确地控制在给定
的水平。

引理 1.1 假设 x ∼ 𝑁 (0, 𝐼𝑛),即 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 iid ∼ 𝑁 (0, 1)。

(a) 假设常数向量 a ∈ 𝑅𝑛, | |a| | = 1,则 a⊤x ∼ 𝑁 (0, 1), | |x| |2 −
(a⊤x)2 ∼ 𝜒2

𝑛−1,两者独立，且

√
𝑛 − 1

a⊤x√
| |x| |2 − (a⊤x)2

∼ 𝑡𝑛−1.

(b) 假设常数向量 a, b ∈ 𝑅𝑛, | |a| | = | |b| | = 1, a⊤b = 0,则

√
𝑛 − 2

a⊤x√
| |x| |2 − (a⊤x)2 − (b⊤x)2

∼ 𝑡𝑛−2,

其中分子分母独立。

证明：(a) 构造 𝑛 × 𝑛 正交矩阵 𝐴 =

(
a⊤

∗

)
, 第一行为 a⊤，令

y = 𝐴x =

(
a⊤x
∗

)
，其中 𝑦1 = a⊤x。因为 𝐴正交，| |y| | = | |x| |, y ∼

𝑁 (0, 𝐼𝑛), 其中 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 iid ∼ 𝑁 (0, 1), 则 | |x| |2 − (a⊤x)2 = | |y| |2 −
𝑦2

1 = 𝑦2
2 + ... + 𝑦2

𝑛 ∼ 𝜒2
𝑛−1,且与 𝑦1 ∼ 𝑁 (0, 1) 独立，则由 𝑡 分布定义

√
𝑛 − 1

a⊤x√
| |x| |2 − (a⊤x)2

=
𝑦1√

(𝑦2
2 + ... + 𝑦2

𝑛)/(𝑛 − 1)
∼ 𝑡𝑛−1.

(b)构造正交矩阵 𝐴使得其第一、二行分别为 a⊤, b⊤，其它
证明与 (a)类似。 ■

定理 1.2 假设 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛 iid ∼ 𝑁 (𝜇,𝜎2), 假设 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 独立
(𝜌𝑥𝑦 = 0)，基于 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 的样本相关系数记为 𝑟 ,则

𝑡
Δ
=
√
𝑛 − 2

𝑟
√

1 − 𝑟2
∼ 𝑡𝑛−2.

证明：因为样本相关系数关于平移、刻度变换不变，不妨假设
𝑦1, ..., 𝑦𝑛 iid ∼ 𝑁 (0, 1),即 y = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛)⊤ ∼ 𝑁𝑛 (0, 𝐼𝑛)。给定 x =
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(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)⊤,记 a = (𝑥1 − 𝑥, ..., 𝑥𝑛 − 𝑥)⊤/√𝑠𝑥𝑥 , b = (1, ..., 1)⊤/√𝑛,则
| |a| | = 1, | |b| | = 1,且 a⊤b = 0,则

𝑟
√

1 − 𝑟2
=

𝑠𝑥𝑦/
√
𝑠𝑥𝑥√∑

𝑦2
𝑖 − 𝑛𝑦̄2 − (𝑠𝑥𝑦/

√
𝑠𝑥𝑥)2

=
a⊤x√

| |x| |2 − (b⊤x)2 − (a⊤x)2

由引理1.1 (b),在给定 x条件下 𝑡 |x ∼ 𝑡𝑛−2,该分布与条件 x无关，
所以 𝑡 与 x独立并且

√
𝑛 − 2

𝑟
√

1 − 𝑟2
∼ 𝑡𝑛−2.

■

定理1.2的结果可用来检验正态分布的独立性假设。

独立性假设的 𝑡 检验（精确检验）

假设 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛 iid服从二元联合正态分布。
若 √

𝑛 − 2
𝑟

√
1 − 𝑟2

≥ 𝑡𝑛−2(𝛼/2),

则在 𝛼水平下拒绝 𝐻0 : 𝑥, 𝑦独立。

例 1.1 (两样本 𝑡检验)假设 𝑦1, ..., 𝑦𝑛1 iid∼ 𝑁 (𝜇1,𝜎2), 𝑦𝑛1+1, ..., 𝑦𝑛1+𝑛2

iid ∼ 𝑁 (𝜇2,𝜎2), 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2, 𝐻0 : 𝜇1 = 𝜇2 的两样本 𝑡 检验定义
为

𝑡1 =

√
𝑛1𝑛2

𝑛1 + 𝑛2

( 𝑦̄1 − 𝑦̄2)
𝑠

𝐻0∼ 𝑡𝑛−2,

其中 𝑦̄1, 𝑦̄2分别是两组的样本均值，𝑠2 是 𝜎2的估计，

𝑠2 =
1

𝑛 − 2
(
𝑛1∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦̄1)2 +
𝑛1+𝑛2∑
𝑖=𝑛1+1

(𝑦𝑖 − 𝑦̄2)2).

下面我们从相关分析角度考虑该检验问题。引入两组样本的标
号 𝑥𝑖 = 1, 1 ≤ 𝑛1, 𝑥𝑖 = 2, 𝑛1 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛1 + 𝑛2，𝐻0 的含义是，测
量 𝑦’s与分组 𝑥’s无关。假设所有 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛 的样本相
关系数为 𝑟，按照定理1.2,我们可以应用 𝑡2 =

√
𝑛 − 2 𝑟√

1−𝑟2
检验

𝑦′𝑠, 𝑥’s的相关性。容易验证 𝑡2 = 𝑡1。因此，两样本 𝑡 检验是一
个相关检验。
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1.1.2 独立性的大样本检验

当总体不是正态分布的时候，独立性检验同样是统计学中的
重要问题。考虑零假设

𝐻0 : 𝑥, 𝑦独立,

我们将基于样本相关系数构建检验。当 𝐻0 成立时，可以验证定
理 A1.1的渐近分布为标准正态。

命题 1.3 假设 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛 iid, 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 独立，则

√
𝑛𝑟

𝑑→ 𝑁 (0, 1)).

证明：附录定理 A1.1的推论。 ■

因此在独立性假设 “𝐻0 : 𝑥, 𝑦独立”成立时，近似地有 √
𝑛𝑟 ∼

𝑁 (0, 1),由此得到如下独立性假设的大样本检验。

独立性假设的大样本检验

若 𝑧 =
√
𝑛|𝑟 | > 𝑧𝛼/2 或等价地 𝑧2 = 𝑛𝑟2 > 𝜒2

1 (𝛼),则在
𝛼水平下拒绝 𝐻0.

例 1.2 假设 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛 iid样本相关系数 𝑟 = 0.1,试对于
𝑛 = 10, 20, 100, 500,分别检验 𝐻0 : 𝑥, 𝑦独立 (水平 𝛼 = 0.05)。
解：二元正态假设下,精确检验 𝑡 =

√
𝑛 − 2 𝑟√

1−𝑟2
，对于给定的 𝑡,

𝑝 值 𝑝 = 𝑃(|𝑡𝑛−2 | > |𝑡 |);对于一般总体，大样本检验 𝑧 =
√
𝑛𝑟 ,

𝑝 = 𝑃( |𝑁 (0, 1) | > |𝑧 |)。结果如下

精确检验 大样本检验
𝑛 𝑡 𝑝 𝑧 𝑝

10 0.284 0.783 0316 0.752
20 0.426 0.675 0.447 0.655
100 0.995 0.322 1.000 0.317
500 2.24375 0.025 2.236 0.025

当样本量较小时，两个检验的 𝑝值有差别，但都不能拒绝 𝐻0;
当 𝑛较大时，两个检验的 𝑝值几乎没差异,且都拒绝 𝐻0。因此，
对于独立性或相关性检验来说，样本量较大时（比如 𝑛 ≥ 20），
精确检验和大样本检验相差不大。

我们知道相关系数只能度量线性相关性而不能度量非线性
相依关系，一个自然的问题是，以样本相关系数检验独立性是
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不是有效？容易验证，当总体是二元正态或二元伯努利分布时，
𝜌𝑥𝑦 = 0等价于 𝑥, 𝑦独立，1 1: 需要注意的是, 两个不相关的正态随

机变量如果不是联合服从二元正态，则
它们未必独立。

因此在这两种最为常见的情况下，大
样本检验是有效的方法。例如，当 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖都是二值变量的时候，可
以验证 𝑧2 = 𝑛𝑟2是 2× 2列联表的 Pearson卡方统计量，因而是一
个有效的检验方法（练习）。而对于其它总体，可能会不够有效。
例如，若 (𝑥, 𝑦) 服从平面单位圆周上的均匀分布，则 𝜌𝑥𝑦 = 0,但
(𝑥, 𝑦) 满足非线性函数关系 𝑥2 + 𝑦2 = 1，在这种情况下基于相关
系数的大样本检验没有任何功效。
当总体不是正态分布而且对大样本近似检验没有信心的时

候，我们可以应用置换检验（参见附录1.4.3）

1.1.3 置信区间

为了构建总体相关系数 𝜌的置信区间，我们需要 𝜌 ≠ 0时 𝑟

的分布。附录定理 A1.1给出了一般总体的样本相关系数的渐近
正态分布，其渐近方差依赖于总体的四阶矩，形式复杂。但在二
元正态假设下，作为定理 A1.1的特殊情况，有如下渐近分布。

命题 1.4 假设 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛 iid服从相关系数为 𝜌 的二元

正态分布,则当 𝑛 → ∞时

√
𝑛(𝑟 − 𝜌) 𝑑→ 𝑁 (0, (1 − 𝜌2)2)).

基于该渐近分布，对于二元正态分布我们可以构建 𝜌 的置信水
平为 1 − 𝛼的大样本置信区间{

𝜌 :
√
𝑛|𝑟 − 𝜌 |
1 − 𝜌2 ≤ 𝑧𝛼/2

}
,

注意到命题1.4中 𝑟 的近似正态分布 𝑁 (𝜌, (1− 𝜌2)2/𝑛)中，方差与
均值 𝜌有关，这被称为是 “方差不稳定的”,对样本相关系数做所
谓的 Fisher’s 𝑧-变换,可得到方差稳定的渐近正态分布（渐近正态
分布的方差与均值无关）。

推论 1.5 假设总体是二元正态 (相关系数为 𝜌)，当 𝑛 → ∞时，

√
𝑛 (𝜁 (𝑟) − 𝜁 (𝜌)) 𝑑→ 𝑁 (0, 1),

其中 Fisher’s 𝑧-变换 𝜁 (𝑟) = atanh(𝑟) = 1
2 log

(
1+𝑟
1−𝑟

)
。

证明：由推论1.4和 delta方法立得。 ■

基于 Fisher z-变换构造置信区间如下{
𝜌 : |𝜁 (𝑟) − 𝜁 (𝜌) | ≤ 𝑧𝛼/2

}
.
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一般认为，该区间比基于 𝑟 的渐近分布构造的区间具有更精确的
覆盖率。

1.2 偏相关系数

1.2.1 干扰因素与辛普森悖论

变量 𝑥, 𝑦相关可能是因为它们都与共同的一个变量或向量 z
相关，这种情况下，z对于研究 𝑥, 𝑦之间的关系是一个干扰因素
或混杂因素 (confounder),如图1.1所示。

𝑥

z

𝑦?

图 1.1:变量 z相关与 𝑥, 𝑦都相关，z是研究 𝑥, 𝑦之间关系的干扰因素。

如果只研究感兴趣的变量 𝑥, 𝑦的关系而不考虑干扰因素 𝑧的
影响，那么由此得到的结果与控制 𝑧时的结果可能不同，甚至相
反，这种现象称为辛普森悖论 (Simpson’s paradox)。下面是一个
著名的辛普森悖论案例 [1]。

例 1.3 加州大学伯克利分校 1973年研究生招生的女生录取率
35%显著低于男生的录取率 44%,因而校方担心被控告存在女
性歧视。但分别考察各个系的录取率，反而大部分系的女生录
取率高于男生。这种看似矛盾的现象就是典型的辛普森悖论。
这里我们构造一个简单例子演示这种现象，假设两个招生系的
数据如下（分母为申请人数，分子为录取人数）：
第一个系录取率: 4/10 (男生) < 1/2 (女生);

第二个系录取率: 2/10 (男生) < 5/20 (女生)；
总录取率：6/20 (男生) > 6/22 (女生).

这里，录取情况 (𝑦 = 1, 0) 和性别 (𝑥 = 1, 0)分布在两个系
都不同：第一个系录取率较高，女生更倾向于报考第二个系。
这里 𝑥, 𝑦 都是二值 (binary)变量，两个系的 (𝑥, 𝑦) 相关系数分
别为 −0.076,−0.057（负数）,但合并两个系的数据之后相关系
数为 0.030（正数）。因此，招生系在研究录取与性别的关系的
时候是干扰因素。，我们应该设法消除掉招生系的影响。
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1.2.2 去相关化

如何消除干扰因素的影响？理想的方法是采用随机化控制
试验设计，但大部分研究不能实施试验而只能被动观察，在观察
研究中我们可以应用去相关化或者回归分析控制变量的方法消
除干扰因素的 (线性)影响。偏相关系数的定义将依赖于这一技
术，回归分析也基本如此。
假设 x, y分别是 𝑝 × 1, 𝑞 × 1随机向量,它们的方差-协方差矩

阵为
var

(
x
y

)
=

(
Σxx Σxy

Σyx Σyy

)
若 Σxy ≠ 0,我们希望消除 y中含有的与 x有关的线性成分，即求
解线性变换矩阵 𝐴使得 y − 𝐴x与 x不相关。由

0 = cov(y − 𝐴x, x) = cov(x2, x1) − 𝐴cov(x1, x1) = Σ21 − 𝐴Σ11,

得 𝐴 = ΣyxΣ−1
xx。

定义 1.3 y⊥ = y − ΣyxΣ−1
xx x称为 y（关于 x）的去相关化。

基于上述定义，下面我们试图定义两个随机向量之间的相关
性大小的数字度量（而不是矩阵）。因为 y⊥ 与 x不相关，所以
也与 ŷ = ΣyxΣ−1

xx x不相关，形式上我们记作 ŷ ⊥ y⊥。因此有如下
“正交”分解

y = ŷ + y⊥, ŷ ⊥ y⊥,

两边同时求方差，得方差分解

Σyy = var(y) = var(ŷ) + var(y⊥) = ΣyxΣ
−1
xxΣxy + Σyy•x,

即 y 的方差分解为 x 所能解释的部分 var(ŷ) 和不能解释的部
分 var(y⊥) = Σyy − ΣyxΣ−1

xxΣxy
Δ
= Σyy•x。我们以前者在总方差

var(y) = Σyy中的 “比例”表示 x, y的相关程度：

Φ = Σ−1/2
yy

(
ΣyxΣ

−1
xxΣxy

)
Σ−1/2

yy ,

当 𝑞 > 1时，Φ是一个 𝑞 × 𝑞 矩阵（0 ≤ Φ ≤ 𝐼𝑞)，我们可以以该
矩阵的某个数字特征包括最大特征根、行列式、迹 (trace)等作为
两个随机向量相关性的度量。古典多元分析中称 Φ的最大特征
根的平方根 𝜆1/2

max(Φ) 为第一典则相关系数。本课程主要关心的
是 𝑞 = 1的情形，此时 Σ𝑦𝑦 是实数，Σ𝑦x是 1 × 𝑝行向量，Σx𝑦 是
𝑝 × 1列向量，

Φ =
Σ𝑦xΣ−1

xxΣx𝑦

Σ𝑦𝑦
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是介于 0和 1之间的实数，称为决定系数，是回归分析中最重要
的几个概念之一。

特别地，当 𝑝 = 𝑞 = 1即 𝑥, 𝑦都是随机变量时，Φ中诸 Σ都
是实数，则 Φ等于相关系数的平方:

Φ =
Σ2
𝑥𝑦

Σ𝑥𝑥Σ𝑦𝑦
= 𝜌2

𝑥𝑦 .

1.2.3 偏相关系数

存在干扰因素 𝑧 的情况下，为了得到 𝑥, 𝑦 之间 “真正”的关
系，我们需要控制 (control)变量 z。“控制”的意思是给定一个变
量使之保持不变，我们可理解为在 𝑥, 𝑦中消除该变量的影响，在
线性回归或相关分析中就是去相关化。
假设 (𝑥, 𝑦, z⊤)⊤的协方差矩阵为

Σ =
©­­«
Σ𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦 Σ𝑥z

Σ𝑦𝑥 Σ𝑦𝑦 Σ𝑦z

Σz𝑥 Σz𝑦 Σzz

ª®®¬
为了排除 z的影响，我们分别对 𝑥, 𝑦做关于 z的去相关化，即在
𝑥, 𝑦中消除与 z有关的线性成分，令

𝑥⊥ = 𝑥 − Σ𝑥zΣ
−1
zz z, 𝑦⊥ = 𝑦 − Σ𝑦zΣ

−1
zz z

容易验证

cov(𝑥⊥, 𝑦⊥) = Σ𝑥𝑦•z, var(𝑥⊥) = Σ𝑥𝑥•z, var(𝑦⊥) = Σ𝑦𝑦•z,

其中
Σ𝑎𝑏•𝑐 = Σ𝑎𝑏 − Σ𝑎𝑐Σ

−1
𝑐𝑐Σ𝑐𝑏. (1.1)

定义 𝑥, 𝑦的偏相关系数为 𝑥⊥, 𝑦⊥的 Pearson相关系数：

定义 1.4 𝜌𝑥𝑦•z = 𝜌𝑥⊥𝑦⊥ = cov(𝑥⊥,𝑦⊥)√
var(𝑥⊥)

√
var(𝑦⊥) =

Σ𝑥𝑦•𝑧√
Σ𝑥𝑥•𝑧

√
Σ𝑦𝑦•𝑧

.

因为 𝑥⊥, 𝑦⊥都与 z不相关，偏相关系数度量了在排除了干扰因素
z之后，𝑥, 𝑦之间 “真正”的相关关系。当 𝑧也是（一维）随机变量
时，偏相关系数可由三个变量两两相关系数表示如下：

命题 1.6 当 𝑥, 𝑦, 𝑧都是随机变量时

𝜌𝑥𝑦•𝑧 =
𝜌𝑥𝑦 − 𝜌𝑥𝑧𝜌𝑦𝑧√

(1 − 𝜌2
𝑥𝑧) (1 − 𝜌2

𝑦𝑧)
,
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其中 𝜌𝑎𝑏 表示随机变量 𝑎, 𝑏的相关系数。

证明: 只需注意到 Σ𝑥𝑦•𝑧 = Σ𝑥𝑦 − Σ𝑥𝑧Σ𝑧𝑦/Σ𝑧𝑧 =
√
Σ𝑥𝑥Σ𝑦 (𝜌𝑥𝑦 −

𝜌𝑥𝑧𝜌𝑦𝑧),以及 Σ𝑥𝑥•𝑧 = Σ𝑥𝑥 (1 − 𝜌2
𝑥𝑧), Σ𝑦𝑦•𝑧 = Σ𝑦𝑦 (1 − 𝜌2

𝑦𝑧)。
■

例 1.4 假设三个随机变量 𝑥, 𝑦, 𝑧的相关系数矩阵如下（两两之
间的相关系数都是 𝜌）

𝑅 =
©­­«

1 𝜌 𝜌

𝜌 1 𝜌

𝜌 𝜌 1

ª®®¬
其中 𝜌 > −1/2, 则偏相关系数 𝜌𝑥𝑦•𝑧 = 𝜌/(1 + 𝜌), 由此知
|𝜌𝑥𝑦•𝑧 | < |𝜌 |。这说明在一个对称的系统里（两两相关性相
同），消除其它变量影响之后，任何两个随机变量的偏相关系
数相比于相关系数都会更接近于 0（绝对值变小）。

𝑦

𝑥

𝑧 = 0

𝑧 = 1

图 1.2:辛普森悖论:在 𝑧 = 0组内和 𝑧 = 1组内 𝑥, 𝑦都是不相关的，合并两组数
据后 𝑥, 𝑦正相关。

例 1.5 假设 𝑧代表分组，辛普森悖论指的是，合并各组的 (𝑥, 𝑦)
数据得到的相关性与分组计算的相关性不同甚至符号相反。
图1.2给出了这样一个直观演示的例子，这里 𝑧 = 0, 1分别代表
两组，在两组内部 𝑥, 𝑦 不相关,这意味着 𝜌𝑥𝑦•𝑧 = 0。另外，且
𝑥, 𝑦都随 𝑧增加而增加（正相关）。即 𝜌𝑥𝑧 > 0, 𝜌𝑦𝑧 > 0,所以不
控制分组变量 𝑧 的时候，𝜌𝑥𝑦 = 𝜌𝑥𝑧𝜌𝑦𝑧 > 0，这和我们从图中
观察到的现象一致。

1.3 多元正态分布

多元正态分布是统计学中最重要的一类分布，是线性统计
的基础。虽然一般不明确假设多元正态模型，但在某种意义上，
相关分析和线性回归模型都是以多元正态为基础建立并拓展的。
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比如线性模型的均值线性性是正态模型下条件期望的基本性质，
去相关化是多元正态条件化的一般化，正态假设下偏相关系数是
条件相关系数，等等。

定义 1.5 若 𝑝维随机向量 x的概率密度函数为

𝑓 (x) = 1
(2𝜋) 𝑝/2 |Σ|1/2

exp
(
−1

2
(x − 𝝁)⊤Σ−1(x − 𝝁)

)
,

其中参数 𝝁 ∈ 𝑅𝑝, Σ为 𝑝 × 𝑝 正定参数矩阵，则称 x服从 𝑝 元

正态分布，记作 x ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ)。

特别地，当 𝝁 = 0, Σ = 𝐼𝑝（𝑝阶单位阵）时，𝑁𝑝 (0, 𝐼𝑝)称为 𝑝元
标准正态分布，其概率密度函数为

𝑔(x) = 1
(2𝜋) 𝑝/2

exp
(
−1

2
x⊤x

)
,

这等价于 x的各个分量服从一元标准正态分布，即

x ∼ 𝑁𝑝 (0, 𝐼𝑝) ⇔ 𝑥1, ..., 𝑥𝑝 iid ∼ 𝑁 (0, 1).

命题 1.7 若 x ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ)，则 y = Σ−1/2(x − 𝝁) ∼ 𝑁𝑝 (0, 𝐼𝑝)。反
之，若 y ∼ 𝑁𝑝 (0, 𝐼𝑝), 𝐵是任一可逆常数矩阵使得 𝐵𝐵⊤ = Σ,则
x = 𝐵y + 𝜇 ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ)。特别地, Σ1/2y + 𝝁 ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ)。

证明：假设 x ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ)，其概率密度为 𝑓 (x)（定义1.5）。令
y = Σ−1/2(x − 𝝁)，变换的 Jacobi行列式

𝐽 = 𝑑𝑒𝑡
(
𝜕x/𝜕y

)
= 𝑑𝑒𝑡 (Σ1/2) = [𝑑𝑒𝑡 (Σ)]1/2,

利用随机向量函数的概率密度公式，y的概率密度函数

𝑔(y) = 𝑓 (Σ1/2y + 𝝁) × |𝐽 | = 1
(2𝜋) 𝑝/2

exp
(
−1

2
y⊤y

)
,

所以 y ∼ 𝑁𝑝 (0, 𝐼𝑝)。反之可类似证明。 ■

推论 1.8 假设 x ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ)，则

(a) 𝐸 (x) = 𝝁, var(x) = Σ。
(b) 若 𝐴 是 𝑝 阶可逆常数矩阵，b ∈ 𝑅𝑝 是常数向量，则

𝐴x + b ∼ 𝑁𝑝 (𝐴𝝁 + b, 𝐴Σ𝐴⊤).

证明： (a).由命题1.7, x可表示为 x = Σ1/2y + 𝝁,其中 y的各个分
量 𝑦1, ..., 𝑦𝑝 iid ∼ 𝑁 (0, 1),因为 𝐸 (𝑦𝑖) = 0, var𝑦𝑖) = 1,所以 𝐸 (y) =
0, var(y) = 𝐼𝑝, 所以 𝐸 (x) = 𝐸 (Σ1/2y + 𝝁) = Σ1/2𝐸 (y) + 𝝁 = 𝝁,
var(x) = var(Σ1/2y + 𝝁) = Σ1/2var(y)Σ1/2 = Σ.
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(b).设 x = Σ1/2y + 𝝁,其中 y ∼ 𝑁𝑝 (0, 𝐼𝑝) 则由命题1.7

𝐴x + b = 𝐴(Σ1/2y + 𝝁) + b = 𝐴Σ1/2y + 𝐴𝝁 + b ∼ (𝐴𝝁 + b, 𝐴Σ𝐴⊤).

■

命题 1.9 假设 x ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ)，划分

x =

(
x1

x2

)
, 𝝁 =

(
𝝁1

𝝁2

)
,Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

其中 x1 和 𝝁1 是 𝑘 × 1向量, Σ11 是 𝑘 × 𝑘 矩阵。若 Σ12 = 0,则
x𝑖 ∼ 𝑁 (𝝁𝑖 ,Σ𝑖𝑖), 𝑖 = 1, 2,且 x1与 x2 独立。

证明： Σ12 = 0时，x = (x⊤1 , x⊤2 )
⊤ 的密度可分解为 x1 的函数和

x2的函数的乘积，它们分别是 𝑁 (𝝁1,Σ11)和 𝑁 (𝝁2,Σ22)的概率密
度。 ■

多元正态分布在线性变换下具有封闭性，多元正态随机向量
的分量、线性组合、条件分布都依然服从正态分布。

定理 1.10 假设 x ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ)，划分

x =

(
x1

x2

)
, 𝝁 =

(
𝝁1

𝝁2

)
,Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

其中 x1 和 𝝁1是 𝑘 × 1向量, Σ11是 𝑘 × 𝑘 矩阵。

(a) x1 ∼ 𝑁𝑘 (𝝁1,Σ11), x2 ∼ 𝑁𝑝−𝑘 (𝝁2,Σ22)
(b) 给定 x2条件下，x1 服从正态分布：

x1 |x2 ∼ 𝑁𝑘 (𝝁1 + Σ12Σ
−1
22 (x2 − 𝝁2),Σ11•2).

证明：令去相关化变换(
x⊥1
x2

)
=

(
𝐼𝑘 −Σ12Σ−1

22
0 𝐼𝑝−𝑘

) (
x1

x2

)
由推论1.8,(

x⊥1
x2

)
∼ 𝑁𝑝

((
𝝁1 − Σ12Σ−1

22 𝝁2

𝝁2

)
,

(
Σ11•2 0

0 Σ22

))
,

由命题1.9，

x⊥1 ∼ 𝑁𝑘 (𝝁1 − Σ12Σ
−1
22 𝝁2,Σ11•2), x2 ∼ 𝑁𝑝−𝑘 (𝝁2,Σ22),

且两者独立。所以给定 x2 时，x1 = x⊥1 + Σ12Σ−1
22 x2 ∼ 𝑁𝑘 (𝝁1 +

Σ12Σ−1
22 (x2 − 𝝁2),Σ11•2). ■
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备注 1.1 定理1.10说明了多元正态分布的诸多事实，列举如下
(1) 均值/回归函数（条件期望）线性性：

𝐸 (x1 |x2) = 𝝁1 + Σ12Σ
−1
22 (x2 − 𝝁2).

(2) 方差齐性：条件方差是常数

var(x1 |x2) = Σ11•2.

(3) 独立性：去相关化

x⊥1 = x1 − Σ12Σ
−1
22 x2 ∼ 𝑁𝑘 (𝝁1 − Σ12Σ

−1
22 𝝁2,Σ11•2)

与 x2独立。
(4) 对于多元正态分布来说，去相关化等价于条件化：

x⊥1 = x1 − 𝐸 (x1 |x2) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡.

偏相关系数实际上是条件相关系数（参见定理1.12）。
其中性质 (a)-(c)是非正态情形下线性模型的基本假设。

利用定理1.10, 我们可将推论1.8 (b) 的结论推广到一般情
形。

定理 1.11 假设 x ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ), 𝐴为 𝑘 × 𝑝行满秩矩阵，b为 𝑘 × 1
常数向量，则

𝐴x + b ∼ 𝑁𝑘 (𝐴𝝁 + b, 𝐴Σ𝐴⊤).

证明：只需将 𝐴补全 𝑝 − 𝑘 行成为 𝑝 × 𝑝可逆阵 C: 𝐶 =

(
𝐴

𝐵

)
,则

由推论1.8，

𝐶x =

(
𝐴x
𝐵x

)
∼ 𝑁𝑝 (𝐶𝝁,𝐶Σ𝐶⊤) = 𝑁𝑝

((
𝐴𝝁

𝐵𝝁

)
,

(
𝐴Σ𝐴⊤ 𝐴Σ𝐵⊤

𝐵Σ𝐴⊤ 𝐵Σ𝐵⊤

))
,

由定理1.10(b),边际 𝐴x ∼ 𝑁𝑝 (𝐴𝝁, 𝐴Σ𝐴⊤)。 ■

如前所述，偏相关系数 𝜌𝑥𝑦•z可理解为消除了 z的 (线性)影
响之后，𝑥, 𝑦之间的相关系数，有时也解释为给定或控制 z不变
的条件下，𝑥, 𝑦之间的相关系数。这两种说法一般认为意思相同
且不严格加以区分，但实际上，只有所有变量联合服从多元正态
的情形下，偏相关系数才是真正意义上的条件相关系数。

定理 1.12 假设随机向量 (𝑥, 𝑦, z⊤)⊤ 服从多元正态分布，则给
定 z的条件下，随机变量 𝑥, 𝑦 的条件相关系数等于偏相关系
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数。𝜌𝑥𝑦•z = 0 ⇔ 𝑥, 𝑦在给定 z时条件独立。

证明：假设 (w⊤, z⊤)⊤ = (𝑥, 𝑦, z⊤)⊤ ∼ 𝑁 (𝝁,Σ),其中 w = (𝑥, 𝑦)⊤
是二维随机向量，z是随机向量。划分

Σ =

(
Σww Σwz

Σzw Σzz

)
则由多元正态的条件分布 (定理1.10)知

w|z ∼ 𝑁 (∗,Σww•z),

其中 2 × 2条件协方差矩阵

Σww•z =

(
Σ𝑥𝑥•z Σ𝑥𝑦•z

Σ𝑦𝑥•z Σ𝑦𝑦•z

)
Δ
=

(
𝑎 𝑐

𝑐 𝑏

)
,

因此给定 z条件下，𝑥, 𝑦的条件相关系数

𝜌𝑥𝑦 |z =
𝑐

√
𝑎𝑏

=
Σ𝑥𝑥•z√

Σ𝑥𝑥•zΣ𝑦𝑦•z
,

最后一式正是偏相关系数的定义。 ■

高斯图模型以图 (graph)表示多元正态各个分量之间的条件
相关性，细节参见1.4.4。

1.4 补充

1.4.1 非线性相关性度量

常见的非线性关联度量包括 Spearman’s rho、Kendall’s tau属
性变量的 odds ratio、Pearson 卡方 𝜒2 或其它类似的散度 (diver-
gence)度量。

1.4.2 相关系数的渐近分布

定理 A 1.1 假设 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛 iid服从均值为 0、相关系数
为 𝜌且四阶矩存在的二元分布，则当 𝑛 → ∞时

√
𝑛(𝑟 − 𝜌) 𝑑→ 𝑁 (0, 𝛾2).

其中 𝛾2 = 1
4 𝜌

2𝑐1 − 𝜌𝑐2 + 𝑐3, 𝑐1 = var(𝑥2)
𝜎4

𝑥
+ 2cov(𝑥

2,𝑦2)
𝜎2

𝑥𝜎
2
𝑦

+ var(𝑦2)
𝜎4

𝑦
,

𝑐2 = cov(𝑥2,𝑥𝑦)
𝜎3

𝑥𝜎𝑦
+ cov(𝑦2,𝑥𝑦)

𝜎𝑥𝜎
3
𝑦

, 𝑐3 = cov(𝑥𝑦,𝑥𝑦)
𝜎2

𝑥𝜎
2
𝑦

.

证明细节参见 [2]。
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1.4.3 置换检验

大样本检验对总体分布没有要求，使用范围广泛，但要求样
本量较大；精确检验对样本量没有要求，但总体分布的假设较
强。置换检验综合了两者的优势，对总体分布和样本量都没有要
求。

假设样本 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 样本相关系数为 𝑟。零假设
𝐻0 : 𝑥, 𝑦 独立。𝐻0 成立时，我们没有理由相信 𝑥𝑖 一定与 𝑦𝑖 搭
配在一起，即给定所有样本数值，对于任一 {1, 2, ..., 𝑛} 的置换
𝜎，所有搭配 {(𝑥𝑖 , 𝑦𝜎 (𝑖) ), 𝑖 = 1, ..., 𝑛 : 𝜎}都是等可能的（概率为
1/𝑛!)。为了求样本相关系数的零分布，我们随机置换所有 𝑦’s,对
每一个置换 𝜎,计算置换样本 (𝑥𝑖 , 𝑦𝜎 (𝑖) ), 𝑖 = 1, ..., 𝑛)的样本相关
系数 𝑟𝜎 ,只要置换次数足够大，那么我们可以足够精确地求出
零分布。假设 1, ...,𝑁 为 𝑁 个随机置换，𝑁 足够大，对每次置换
𝜎𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 ,计算得到置换数据的样本相关系数 𝑟𝑘 ,原假设成
立时，我们认为 𝑟𝜎𝑘 , 𝑘 = 1, ..., 𝑁 是 𝑟 的 𝑁 次实现（随机样本），
那么 𝑟 的 𝑝值可以如下计算

𝑝 = #{|𝑟𝜎𝑘 | > |𝑟 | : 𝑘 = 1, ..., 𝑁}/𝑁 .

需要说明的是，Pearson相关系数的理论分布较容易得到，所
以人们一般不对 Pearson相关性检验应用置换方法。置换检验方
法更适合应用于理论分布难以建立的其它关联性度量。

1.4.4 高斯图模型

定理1.12表明，对于多元正态分布，偏相关系数等于 0 等
价于条件独立。高斯图模型以节点代表多元正态随机向量 x ∼
𝑁𝑝 (𝝁,Σ)的各个分量 𝑥1, ..., 𝑥𝑝，条件不独立的节点之间连线（称
为边），条件独立的节点之间不连线，由此得到的图表示多元正
态分布随机向量分量之间的条件独立或相依关系，称为高斯图模
型。
计算每两个分量之间的条件相关系数或偏相关系数是一个

繁杂的过程，幸运的是所有偏相关系数可由协方差矩阵的逆（称
为精度矩阵）Σ−1 方便地求得。

引理 1.13 (分块矩阵的逆)假设正定矩阵 Σ划分为

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

则

Σ−1 =

(
Σ−1

11•2 −Σ−1
11•2Σ12Σ−1

22
−Σ−1

22•1Σ21Σ−1
11 Σ−1

22•1

)
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证明：记 Ω = Σ−1 并按与 Σ同样的方式分块

Ω =

(
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
,

由
ΣΩ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

) (
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
=

(
𝐼1 0
0 𝐼2

)
得

Σ11Ω11 + Σ12Ω21] = 𝐼1,Σ21Ω11 + Σ22Ω21 = 0

由第二式得 Ω21 = −Σ−1
22Σ21Ω11,代入第一式得

Ω11 = (Σ11 − Σ12Σ
−1
22Σ21)−1 =−1

11•2 .

其它类似可证。 ■

定理 A 1.2 假设 𝑝 × 1 随机向量 x = (𝑥1, ..., 𝑥𝑝)⊤ 的方差矩阵
var(x) = Σ =

(
𝜎𝑖 𝑗

)
, Ω = Σ−1 =

(
𝜔𝑖 𝑗

)
,则对任何 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑝,控制

其它分量时 𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 的偏相关系数

𝜌𝑖 𝑗•−(𝑖 𝑗) =

{
−𝜔𝑖 𝑗/

√
𝜔𝑖𝑖 ,𝜔 𝑗 𝑗 𝑖 ≠ 𝑗 ,

1, 𝑖 = 𝑗 ,

其中 𝜌 下标中的 −(𝑖 𝑗) 代表 x的除了第 𝑖, 𝑗 分量之外所有其它
的分量。

证明：显然，按照定义，当 𝑖 = 𝑗 时，𝜌𝑖𝑖•−(𝑖𝑖) = 1。下面我们不
妨只证 𝑖 = 1, 𝑗 = 2的情形。记 w = (𝑥1, 𝑥2)⊤, z = (𝑥3, ..., 𝑥𝑝)⊤,则
x = (w⊤, z⊤)⊤。划分方差矩阵

Σ =

(
Σww Σwz

Σzw Σzz

)
,

其中
Σww =

(
𝜎11 𝜎12

𝜎21 𝜎22

)
是 Σ的前两行两列组成的 2 × 2子矩阵,即 w = (𝑥1, 𝑥2)⊤ 的方差
矩阵，而

Σwz = 𝑐𝑜𝑣(w, z) =
(
Σ1z

Σ2z

)
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是 2 × (𝑝 − 2) 阶矩阵。所以

Σww•z = Σww − ΣwzΣ
−1
zzΣzw =

(
𝜎11 𝜎12

𝜎21 𝜎22

)
−

(
Σ1z

Σ2z

)
Σ−1

zz (Σz1,Σz2)

=

(
𝜎11•z 𝜎12•z

𝜎21•z 𝜎22•z

)
Δ
=

(
𝑎 𝑏

𝑏 𝑐

)
由偏相关系数定义

𝜌12•z = 𝑏/
√
𝑎𝑐.

另一方面，由分块矩阵的逆的公式，

Ω = Σ−1 =

(
Σww Σwz

Σzw Σzz

)−1

=

(
Σ−1

ww•z ∗
∗ ∗

)
其左上角 2 × 2矩阵

Σ−1
ww•z =

(
𝑎 𝑏

𝑏 𝑐

)−1

=
1

𝑎𝑐 − 𝑏2

(
𝑐 −𝑏
−𝑏 𝑎

)
=

(
𝜔11 𝜔12

𝜔21 𝜔22

)
所以

𝜌12•z = 𝑏/
√
𝑎𝑐 = −𝜔12/

√
𝜔11𝜔22.

■

偏相关系数矩阵

定理1.2给出了偏相关系数矩阵的如下简单算法。若 𝑝 × 1随
机向量 x的协方差矩阵为 Σ,精度矩阵 Ω = Σ−1,则所有分量之间
的偏相关系数组成的矩阵

𝑅𝑝𝑐 =
(
𝜌𝑖 𝑗•−(𝑖 𝑗)

)
= 2𝐼𝑝 −𝐶−1/2Ω𝐶−1/2, 𝐶 = diag(Ω).

高斯图模型

若 x ∼ 𝑁𝑝 (𝝁,Σ), Ω = Σ−1 = (𝜔𝑖 𝑗),若 𝜔𝑖 𝑗 ≠ 0,则 𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 之间连
线；若 𝜔𝑖 𝑗 = 0,即 𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 条件独立，则 𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 之间不连线。
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