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4.10 HW 10
作业 10链接

� 练习 4.1对于一般线性模型 y = Xβ + ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2In

)
,我们知道 (In − PX)X = 0,其中 PX = X

(
X⊤X

)−
X⊤

是投影阵,所以
RSS = y⊤ (In − PX)y = ϵ⊤ (In − PX) ϵ,

即 RSS 不依赖于 β 。基于上述观点重新证明第 6 讲引理 1(2) : 对于简单线性模型, 残差平方和 RSS =

sϵϵ − s2ϵx/sxx 。
解
简单线性模型

yi = a+ bxi + εi, i = 1, 2, · · · , n

其矩阵-向量形式为 y = Xβ + ε,其中

X =
(

1 x
)
=


1 x1
...

...
1 xn

 ,β =

(
a

b

)

设
X̃ =

(
1 1√

sxx
(x− 1x̄)

)
则 C(X) = C(X̃)

PX = PX̃ = X̃(X̃T X̃)−1X̃T =

(
1

n
+

(xi − x̄) (xj − x̄)
sxx

)
n×n

所以
RSS = εT (In − PX) ε

= εT ε− εTPXε

=

n∑
i=1

ε2i −
n∑

i,j=1

εiεj

(
1

n
+

(xi − x̄) (xj − x̄)
sxx

)

=

n∑
i=1

ε2i −
n∑

i,j=1

εiεj
n
− 1

sxx

n∑
i,j=1

εiεj (xi − x̄) (xj − x̄)

=

n∑
i=1

ε2i −
1

n

(
n∑
i=1

εi

)2

− 1

sxx

(
n∑
i=1

εi (xi − x̄)

)2

= sεε −
s2εx
sxx

注注意 sεε 是中心化的形式！
� 练习 4.2假设数据 (yi, xi, zi) , i = 1, . . . , n满足线性模型

yi = a+ bxi + czi + ϵi, ϵi ∼
(
0, σ2

)
, ϵi 与xi, zi 独立

或等价地
(
x = (x1, . . . , xn)

⊤
, z = (z1, . . . , zn)

⊤
)

y = 1a+ xb+ zc+ ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2In

)
, ϵ⊥(x, z).

(a)记 ĉ0 = Sxz/Szz, Sxz = 1
n−1

∑
(xi − x̄) (zi − z̄) , Szz = 1

n−1

∑
(zi − z̄)2,试用第 11讲命题 4证明 1的投

影方法 (即先将三个向量 ⊮,x, z正交化,再投影)而不是直接应用命题 4的结论,证明 b的 LS估计

b̂ =

∑
[(xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0] yi∑[
(xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0]2

.

（注: 该表达式表明,为了求解 b的 LS估计,我们可以分两步回归: (1) lm(x ∼ z) : xi = a0 + c0zi + δi,求得回归系
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数 ĉ0 = sxz/szz 以及 â0 = x̄− z̄ĉ0,得到残差 x⊥i = xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0. (2) y ∼ x⊥ : yi = α+ βx⊥i + error,由此得
到的斜率 LS估计 β̂ 就是 b̂ )

(b)证明

R2 =
r2yx + r2yz − 2ryxryzrxz

1− r2xz
,

其中 rxz 为两个自变量之间的样本相关系数。
证明 记

sxy =
∑

(xi − x̄) (yi − ȳ)

对 X =
(

1 x z
)
正交化得到:

于是
ŷ = PXy = PX̃y = 1â+ xb̂+ zĉ

关注 x的系数,可得

b̂ =

xT − x̄1T
sxx

−
sxz

sxx

[
zT − 1z̄ − sxz

sxx
(x− 1x̄)T

]
szz − s2zx/sxx

y

=
sxy
sxx
−
sxz

(
szy − sxz

sxx
sxy

)
szzsxx − s2xz

=
sxysxxszz − sxys2xz − sxzszysxx + sxys

2
xz

sxx (szzsxx − s2xz)

=
sxyszz − sxzszy
szzsxx − s2xz

=
sxy − szy
sxx − sxz ĉ0

=

∑
[xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0] yi∑
[xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0]2

同时, x和 z地位对等，交换位置即有

ĉ =
szysxx − sxzsxy
szzsxx − s2xz

考虑 R2 = var(ŷ)/ var(y) = (n− 1) var(ŷ)/syy ,

var(ŷ) = var(xb̂+ zĉ)

= var(x)b̂2 + var(z)ĉ2 + 2b̂ĉ cov(x, z)

=
1

n− 1

(
sxxb̂

2 + szz ĉ
2 + 2sxz b̂ĉ

)
=

1

n− 1

sxx (sxyszz − sxzszy)2 + szz (szysxx − sxzsxy)2 + 2sxz (szysxx − sxzsxy) (sxyszz − sxzszy)
(szzsxx − s2xz)

2

=
1

n− 1

s2xyszz + s2yzsxx − 2sxysyzsxz

szzsxx − s2xz

R2 =
s2xyszz + s2yzsxx − 2sxysyzsxz

(szzsxx − s2xz) syy
注意到

r2xy =
s2xy

sxxsyy

于是

R2 =
r2yx + r2yz − 2ryxryzrxz

1− r2xz
� 练习 4.3假设线性模型 y = X1β1+X2β2+ ϵ,其中X1为 n× (p− q)矩阵,X2为 n× q矩阵, β2为 q× 1参数向量。
记 X⊥

2 = X2 − PX1X2 。假设W 是任何 n × q 矩阵使得W⊤X1 = 0,W⊤X2 可逆,证明 β̃2 =
(
W⊤X2

)−1
W⊤y

是 β2 的无偏估计,并证明 var
(
β̃2 | X

)
≥ σ2

(
X⊥

2 X
⊥
2

)−1,当W = X⊥
2 时等号成立。
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证明
E
(
β̃2 | X

)
=
(
WTX2

)−1
WT (X1β1 +X2β2)

=
(
WTX2

)−1
WTX2β2 = β2

因此: E
(
β̃2

)
= E

(
E
(
β̃2 | X

))
= β2.

记 C =
(
WTX2

)−1
WT ,则 CX2 = I ,根据投影阵 P ⩽ I ,

var
(
β̃2 | X

)
= σ2CCT(

X⊥
2

T
X⊥

2

)−1

=
(
XT

2 (In − PX1)
T
(In − PX1)X2

)−1

=
(
XT

2 (In − PX1)X2

)−1

⩽
(
XT

2 X2

)−1

= CX2

(
XT

2 X2

)−1
XT

2 C
T

= CPX2
CT ⩽ CCT

⇒ var
(
β̃2 | X

)
⩾ σ2

(
X⊥

2

T
X⊥

2

)−1

� 练习 4.4 假设 A 为任一 n × p 列满秩矩阵, 其各列为 A = (a1, . . . , ap), 我们知道 A⊤A 的 (i, j) 元为 a⊤i aj 。
记 a⊥i = ai − PA(−i)

ai, 其中 A(−i) 为 A 删除第 i 列后剩余的列组成的矩阵。证明
(
A⊤A

)−1 的 (i, j) 元等于
a⊥⊤
i a⊥

j

∥a⊥
i ∥2∥a⊥

j ∥2
. 提示: 假设线性模型 y = Aβ + ϵ, ϵ ∼

(
0, σ2In

)
, β = (β1, . . . , βp)

⊤,注意这里 A的第一列未必是 ⊮,

但 LS估计仍具有形式 β̂ =
(
A⊤A

)−1
A⊤y,方差矩阵为 var(β̂ | A) = σ2

(
A⊤A

)−1,其 (i, j)元为 β̂i, β̂j 的协方差,
因此只需计算 cov

(
β̂i, β̂j | A

)
(利用 11讲命题 4给出 β̂i, β̂j 的表达).

解
线性模型可以写为: y = a1β1 + · · ·+ apβp + ϵ. 由前已知 βi 的 LS 估计为 β̂i =

(
a⊥Ti a⊥i

)−1
a⊥Ti y,于是:

Cov
(
β̂i, β̂j | A

)
=
(
a⊥i

T
a⊥i

)−1

a⊥i
T
Var(y | A)a⊥j

(
a⊥j

T
a⊥j

)−1

= σ2
a⊥i

T
a⊥j∥∥a⊥i ∥∥2 ∥∥a⊥j ∥∥2

所以
(
ATA

)−1 的 (i, j)元为 a⊥i
T
a⊥j

∥a⊥i ∥2∥a⊥j ∥2
.
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